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1. Введение. Актуальность работы заключается в том, что до сих пор не учитывается
влияние среднего давления на устойчивость кругового поперечного сечения трубо-
провода, цилиндрической оболочки, УНТ. Эти элементы конструкций широко при-
меняются в нефте–газо–продуктопроводах, в ракетных и авиационных двигателях, в
воздушной и гидравлической системах самолетов и т.д. В гидроупругих системах од-
новременно происходит взаимодействие упругих и гидродинамических неустойчиво-
стей. Внешние воздействия могут быть как независимыми друг от друга, так и связан-
ными [1]. Этой теме посвящена обширная литература. К ней примыкает также серия
работ по колебаниям тонкостенных тел, не контактирующих с внешней средой. Рабо-
та [2] посвящена аналитическому и численному исследованиям свободных колебаний
цилиндрических оболочек с акустической средой. Сравнительный анализ результатов
расчетов, полученных для моделей сжимаемой и несжимаемой среды, показывает, что
при решении задачи определения параметров свободных колебаний оболочки сжима-
емостью среды можно пренебречь. В то же время для решения практических задач,
требующих учета полного спектра собственных частот системы оболочка–среда,
должна использоваться модель сжимаемой среды, в рамках которой получены резуль-
таты о влиянии жесткости оболочки на спектр частот объема среды. Некоторые ре-
зультаты решений для цилиндрических оболочек, в том числе взаимодействующих со
средой, представлены в статьях [3–5].

В [6] представлен метод, позволяющий определять частоты колебаний цилиндриче-
ских оболочек бесконечной длины в акустической среде. Полученные результаты по-
казывают, что существует низкая частота, когда излучение не происходит, и высокая
частота, когда внешний источник обеспечивает передачу энергии, которая излучает-
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ся. Резонанс возникает только в диапазоне низких частот. Метод требует только моди-
фикации для учета эффекта статического давления в окружающей среде.

Среди многочисленных видов применения микро- и нанопленок, нанопроволок,
нанотрубок может быть указано также использование их в качестве детекторов и сен-
соров в химии, биологии и т.д [7–9].

Моделируя микротрубки тонкими упругими цилиндрическими оболочками [10],
получены собственные частоты и собственные моды ограниченных упругих колеба-
ний в системе оболочка–жидкость. Метод молекулярной механики (MM) применяет-
ся для определения частот и форм собственных колебаний, а также для определения
критических параметров выпучивания и послекритических форм деформирования за-
крученных по торцам однослойных УНТ [11].

Обзор инженерных микро- и наноматериалов для биомедицинского применения
приводится в [12], который дает представление об уникальных свойствах технологии
микроигл и ее способности к эффективному трансдермальному транспорту терапев-
тических соединений.

Однако во всех этих работах влияние среднего давления сред и разности площадей
выпуклой и вогнутой поверхностей не учитывается. Это взаимодействие принимается
во внимание в статьях [13, 14] в случае легких газов, когда присоединенная масса сред
мала. В [15] определяется спектр частот двухопорного резонатора с учетом взаимодей-
ствия среднего избыточного давления на поверхности резонатора и кривизны, а также
действия осевой нагрузки.

В данной работе определяются критические давления внутри и вне трубопровода,
цилиндрической оболочки, УНТ с учетом действия среднего избыточного давления
на их поверхностях.

Например, ввиду одинакового давления по всей поверхности УНТ объектом иссле-
дования может быть принято кольцо с эффективными значениями радиуса R, толщи-
ны h, ширины b, плотности по площади ρh, модуля упругости Е и коэффициента
Пуассона ν. Кольцо образуется зигзагообразным рядом атомов углерода [16, 17]. Если
ось x направлена вдоль трубки, ось y = Rθ по окружности (θ – центральный угол), то
расстояние по y равно a = lcos30○ = 0.123 нм. На рис. 1, a в виде равностороннего тре-

угольника показана площадь S, приходящаяся на один атом. При  эффек-

тивная ширина кольца равна  = 0.213 нм. Так как масса атома углерода равна
m = 1.99 × 10–26 кг, то эффективная плотность по площади

(1.1)

Во многих работах (в том числе в обзорных статьях [18–20]) приводятся значения
модуля упругости Е = (1–5) × 106 МПа, толщины однослойного графена h = 0.07–0.34
нм. Эти данные получены экспериментально, а также с привлечением теоретического
моделирования. Разброс значений Е и h объясняется разными образцами для испыта-
ний, аппаратурой, методами определения и т.д. Эффективный радиус R определяется
через число атомов N, образующих кольцо рис. 1, b.

(1.2)
2. Постановка задачи. На внутреннюю и внешнюю поверхности элемента конструк-

ции действуют давления pi и pe жидкостей с плотностями ρi и ρe (рис. 2). Здесь pi, pe –
избыточные давления. При определении нагрузки q исходим из предположения, что
ρi, ρe и pi, pe остаются постоянными при изменении формы поперечного сечения.
Предполагается идеальность и несжимаемость жидкостей. Давления внутри и вне тру-
бопровода pi, pe изменяются независимо друг от друга. Интенсивность их возрастания
от нуля будем считать такой, чтобы инерционные силы в системе были малы.

= 24 3 3S l
−= 1b Sa

−− =ρ × ⋅= – 21 6 0.76 10 кг мh mS

π =2 R aN
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Рис. 1. (a) Кольцо шириной b, образованное двумя поперечными сечениями углеродной нанотрубки. Пло-
щадь, приходящаяся на один атом С, показана пунктирными линиями (равносторонний треугольник).
(b) Поперечное сечение УНТ хиральности зигзаг (K, 0) на плоскости (x, y). Показан случай K = 15, при этом
поперечное сечение характеризуется N = 2K = 30 атомами углерода. (c) Первая гармоника изгибных колеба-
ний УНТ, соответствующая номеру n = 2 в выражении (3.1). Показано на примере УНТ (27.0), для которой
N = 54 и радиус R = 9.47 Å.
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Рис. 2. Элемент dx срединной поверхности изогнутой оболочки.

pi dx1
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h

q dx
При pi = 0, pe = 0 поперечное сечение конструкции имеет малое отклонение от кру-
говой формы в виде (рис. 1, c)

(2.1)

где W0n – амплитуда малого начального отклонения; радиальные перемещения счита-
ем положительными, если они происходят в направлении к центру поперечного сече-
ния конструкции. При этом остаточные напряжения в нем отсутствуют, например, в
результате отжига [1].

Уравнение радиальной статики тонкого кольца относительно функции прогиба в
предположении о нулевой деформации срединной поверхности имеет вид [21]

(2.2)

где q – давление, приведенное к срединной поверхности, T – кольцевое растягиваю-
щее усилие при pi > pe, которое находится по формуле

(2.3)

= =0 0 cos θ, 2,3,...nw W n n

( ) ( ) ∂ + ∂ + ∂∂ ∂ ∂+ + − + =  ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ 

4 2 26 4 2 2 4
0 0

6 4 2 4 2 22
w w w w qw w w TR R

D D

( ) ( ) ( ) ( )
π π

= − θ θ − + θ θ = − − + 
2 2

0 0
cos cos

2 2 2i e i e i e
h h hT p R d p R d p p R p p
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Линейное уравнение (2.2) получено преобразованием дифференциальных уравнений
равновесия элемента кольца в проекциях на касательную и нормаль с учетом измене-
ния кривизны линии поперечного сечения [21].

Распределенная сила q определяется по формуле [13, 14]

(2.4)

Уравнение статики элемента конструкции (2.2) с учетом (2.3), (2.4) для рi, рe, R не за-
висящих от θ, записывается

(2.5)

3. Изгиб оболочки. Примем частное решение уравнения (2.5) в виде

. (3.1)
где Wn – амплитуда малого отклонения. Подставляя (2.1), (3.1) в уравнение (2.5), полу-
чаем отношение амплитуды текущего прогиба к амплитуде начального прогиба

(3.2)

Здесь параметр α учитывает перепад давления pi – pe, а параметр α1 учитывает дей-
ствие среднего давления (pi + pe)/2. Из (3.2) видно, что прогиб тем больше, чем мень-
ше величина давления внутри оболочки pi и больше давление вне оболочки pe. При
α1 – α = (n2 – 1)/3 прогиб в рассматриваемом линейном приближении растет неогра-
ниченно. Причем это выражение представляет собой критическую комбинацию
внешних воздействий pi, pe, для системы с заданными параметрами материалов и раз-
мерами E, h, R. С возрастанием внешних воздействий рост прогиба (3.2) происходит
наиболее быстро при n = 2. Указанная критическая комбинация внешних воздействий
по (3.2) является минимальной при n = 2. Таким образом, получено условие устойчи-
вости кругового поперечного сечения трубопровода, цилиндрической оболочки, УНТ
с учетом действия среднего давления.

4. Анализ результатов и примеры. При α = 0, α1 = 1 происходит потеря устойчивости
круговой формы поперечного сечения конструкции в виде эллипса (n = 2), причем,
критическое давление потери устойчивости равно

откуда следует, что оболочка может потерять устойчивость даже при нулевом перепаде
давления вследствие действия среднего давления. Например, при E = 2 × 105 МПа, ν =
= 0.3, R = 0.1 м, h = 0.002 м и при нулевом перепаде давления критическое давление
потери устойчивости pecr равно 21.9 МПа.

Для одностенной УНТ с хиральностью кресло (10, 10), радиусом R = 0.678 нм [22]
для модуля упругости E = 0.972 · 106 МПа, коэффициента Пуассона ν = 0.278 [18] и
толщине h, принятой равной 0.052 нм, при нулевом перепаде давления критическое
давление потери устойчивости pecr равно 1.55 ГПа [22], что соответствует давлению пе-
рехода круговой формы поперечного сечения к эллиптической или потере устойчиво-
сти кругового поперечного сечения одностенной УНТ.

При n = 2 из условия устойчивости кругового поперечного сечения трубопровода,
цилиндрической оболочки, УНТ с учетом действия среднего давления следует выра-
жение для критического внешнего давления pecr

( )+
= − +

2
i e

e i

p p h
q p p

R

( ) ( ) ( ) ( ) ∂ + ∂ +∂ ∂ ∂  + + − − − + + =    ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ 

4 26 4 2 2
0 0

6 4 2 4 22 0
2i e i e

w w w ww w w h R
p p R p p

D

= =cos θ, 2,3,...nw W n n

( )
( )

( ) ( )α − α − +
= = =

− − α − α

3 2
1

12
0 1

3
, α , α

3 2 31 3
i e i en

n

p p R p pW R h

W D Dn

= = =
− ν

2

2 2 2
3
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ecr icr

D Eh
p p

R h R
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Рис. 3. Зависимости критической глубины погружения Hcr (м) от толщины трубопровода h (м).
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Если оболочка или трубопровод находятся в море, то критическая глубина погру-
жения Hcr определяется

где ρ, g – плотность воды и ускорение свободного падения.
Конструкция трубопроводов, состоящих из слоистых (концентрических) труб,

обеспечивает хорошие балластные, теплоизоляционные и антикоррозионные свой-
ства [23–25], частично защищает от механических повреждений, пластических дефор-
маций, трещинообразования.

На рис. 3 приводятся зависимости критической глубины погружения Hcr (м) от сум-
марной толщины стенки h (м) трубопровода, состоящего из слоистых (концентриче-
ских) труб, обеспечивающих хорошие балластные, теплоизоляционные и антикорро-
зионные свойства [23–25] для внутреннего давления pi = 0.1 МПа, приведенного мо-
дуля упругости слоистого трубопровода E = 1.5 × 105 МПа, коэффициента Пуассона
ν = 0.3, радиуса R = 0.57 м, плотности воды ρ = 1000 кг/м3, ускорения свободного па-
дения g = 9.8 м/с без учета и с учетом действия среднего давления (штриховая, сплош-
ная линии соответственно). Видно, что учет среднего давления приводит к уменьше-
нию критической глубины погружения.

На рис. 4 приводятся зависимости критической глубины погружения Hcr (м) от сум-
марной толщины стенки h (м) трубопровода, состоящего из слоистых (концентриче-
ских) труб, для коэффициента Пуассона ν = 0.3, плотности воды ρ = 1000 кг/м3, уско-
рения свободного падения g = 9.8 м/с и разных значений приведенного модуля упру-
гости слоистого трубопровода E = 2.0, 1.5, 1.0 × 105 МПа (сплошная, штриховая,
пунктирная линии соответственно): (a) радиус R равен 0.7 м, внутреннее давление pi =

( )
−= +
+ +2

2 6
2 2

ecr i
R h D

p p
R h R R h

= −
ρ
ecr

cr

p
H

g
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Рис. 4. Зависимости критической глубины погружения Hcr (м) от толщины трубопровода h (м).
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= 1 МПа; (b) радиус R равен 0.57 м, внутреннее давление pi = 11.5 МПа. Предполагает-
ся, что плавучесть трубопровода отрицательная. Видно, что с увеличением толщины
стенки трубопровода и уменьшением его радиуса критическая глубина погружения
увеличивается.

5. Заключение. Оболочка может потерять устойчивость даже при нулевом перепаде
давления вследствие действия среднего давления.

Получено условие устойчивости кругового поперечного сечения трубопровода, ци-
линдрической оболочки, УНТ с учетом действия среднего давления.

Эти результаты могут быть использованы при моделировании деформирования
оболочек, контактирующих с жидкостью и газом, в том числе микро- и наноразмеров.
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-00578.
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