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Рассматривается напряженно-деформированное состояние и определяется время до
разрушения составного растягиваемого стержня при ползучести. Стержень состоит
из трех частей, расположенных симметрично по толщине. Принято дополнительное
условие: все части составного стержня жестко, без проскальзывания соединены
между собой. Ползучесть каждой части стержня описывается степенной моделью с
различными параметрами. Для определения времени до разрушения используется
кинетическое уравнение, которое описывает накопление повреждений в процессе
ползучести. Для каждой части стержня принят одинаковый вид кинетического урав-
нения, но накопление повреждений происходит под действием напряжений, раз-
личных для каждой из частей. Анализируются распределения напряжений и процес-
сы накопления повреждений во времени в различных частях составного стержня.
Определяются значения материальных констант в степенных законах ползучести и
длительного разрушения, приводящие к увеличению времени до разрушения со-
ставного стержня.
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Введение. Современные материалы и элементы конструкций должны обеспечивать
надежность и работоспособность изделий, выполненных из них, в течение всего срока
службы. В связи с этим наукоемкие исследования высокотемпературной прочности
материалов и конструкций достаточно актуальны. Наиболее часто для дополнитель-
ной защиты элементов конструкций от деструктивного воздействия внешней, часто
рабочей, активной среды применяются типовые элементы составного типа. Внешний
слой такой составной конструкции, как правило, контактирует с агрессивным веще-
ством и защищает основные элементы конструкции от его разрушительного воздей-
ствия.

Данная статья посвящена исследованию напряженно-деформированного состоя-
ния и моделированию процессов разрушения такой типовой конструкции, как стер-
жень, находящийся в условии ползучести [1–3] при растяжении. Изучение и модели-
рование таких процессов является предварительным опорным исследованием пер-
спективной задачи о защитном эффекте внешних частей составного стержня при его
контакте с рабочей активной средой в условиях длительного действия нагрузки и по-
вышенных температур. В таких условиях (как в нейтральной среде, так и при воздей-
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ствии активных сред) для металлических материалов и сплавов, как известно, прояв-
ляются свойства их ползучести, которые могут приводить к разрушению ответствен-
ных элементов конструкций.

Проблема изучения ползучести и длительного разрушения конструкций составного
типа весьма актуальна. Приведем некоторый обзор известных научных работ и статей
по указанной теме.

В работе [4] рассматривается кручение составных валов переменного сечения в
условиях установившейся ползучести. При этом слои составных валов спаяны между
собой. Решение рассматриваемой задачи ищется с помощью единой функции напря-
жений.

В работах [5–10] используется наследственная теория ползучести для описания по-
ведения составных конструкций под нагрузкой. Так, в работе [5] рассматривается
подход моделирования вязкоупругих свойств материала, который позволяет спрогно-
зировать перераспределение усилий во времени в слоях составных конструкций. Ав-
торами статьи [5] определены новые ядра для описания ползучести стареющих мате-
риалов. Полученные в статье результаты являются теоретическим обоснованием ре-
шений нелинейных задач деформирования составных пластин и оболочек с учетом
ползучести, что позволяет получить прогнозные оценки поведения конструкций в ре-
альных условиях эксплуатации.

В статье [6] рассмотрена неустановившаяся ползучесть однородных и металлоком-
позитных стержней (балок) нерегулярной слоистой структуры. Балки состоят из тон-
ких стенок и прикрепленных к ним сверху и снизу полок (несущих слоев). Стенки и
несущие слои изготовлены из однородных изотропных материалов. Механическое по-
ведение этих материалов описывается нелинейной наследственной теорией ползуче-
сти Ю.Н. Работнова. На базе гипотез теории Тимошенко с привлечением идеи метода
шагов по времени сформулирована задача неупругого изгибного деформирования та-
ких стержней с учетом ослабленного сопротивления их стенок поперечному сдвигу.
В исследовании показано, что в балках с усиленными несущими слоями ползучесть в
основном развивается за счет деформаций поперечных сдвигов, которые активно на-
капливаются в стенках таких конструкций.

В работе [7] построено точное решение квазистатической задачи об определении
напряженно-деформированного состояния толстостенной трубы, состоящей из лю-
бого количества (соединенных без натяга, ненапряженных) слоев нелинейно-вязко-
упругих изотропных материалов, каждый из которых подчиняется определяющему
соотношению Ю.Н. Работнова с разными парами произвольных материальных функ-
ций и постулату несжимаемости при нагружении давлениями на внутренней и внеш-
ней поверхностях трубы, медленно меняющимися во времени. Автором получено ре-
шение задачи о ползучести и длительной прочности многослойной трубы. Выведено
уравнение для времени разрушения трубы при ползучести с использованием трех ва-
риантов деформационного критерия разрушения: в качестве меры поврежденности
выбраны максимальная деформация растяжения в каждом слое трубы, или интенсив-
ность деформаций, или максимальная деформация сдвига.

В работе [8] методами строительной механики проведено моделирование напря-
женного состояния многослойных конструкций. Авторами проведены расчеты трех-
слойной цилиндрической оболочки (сталь, бетон, сталь).

В статье [9] на примере решения контактных задач ползучести предлагается обоб-
щение модели основания Винклера на случай ползучести материала деформируемого
покрытия. Использована наследственная теория ползучести. Рассматриваются вязко-
упругое однородно стареющее однослойное, многослойное и композиционное по-
крытия, а также однослойные покрытия с нелинейной ползучестью.

В работе [10] исследована ползучесть гомогенных и гибридных композитных балок
нерегулярной слоисто-волокнистой структуры. Балки состоят из тонких стенок и по-
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лок (несущих слоев). Стены могут быть усилены продольно или поперечно в плоско-
сти, а несущие слои армированы в продольном направлении. Механическое поведе-
ние фазовых материалов описывается нелинейной наследственной теорией ползуче-
сти Работнова с учетом разной их устойчивости к растяжению и сжатию. На основе
гипотез теории Тимошенко с использованием метода временных шагов сформулиро-
вана задача о неупругом изгибе таких балок с учетом ослабленного сопротивления их
стенок поперечному сдвигу.

Интересный подход к оценке релаксации остаточных напряжений в поверхностно
упрочненных лопатках газотурбинных двигателей при ползучести разработан автора-
ми работ [11, 12]. В основе метода лежит гипотеза, позволяющая произвести декомпо-
зицию лопатки на “тело” лопатки и тонкий упрочненный поверхностный слой, что
дает возможность разбить рассматриваемую задачу на ряд краевых задач, которые ре-
шаются последовательно.

Аналогичный подход применен авторами [13] при разработке метода решения крае-
вой задачи релаксации остаточных напряжений в поверхностно упрочненном сплош-
ном цилиндре в условиях ползучести. В данной работе учитывается жесткая фиксация
первоначально заданных осевой деформации и угле закручивания цилиндра. Разрабо-
танная авторами феноменологическая методика применяется при исследовании на-
пряженно-деформированного состояния цилиндрического образца из сплава ЖС6КП
после пневмодробеструйной обработки.

Известно, что поликристаллическое тело представляет собой совокупность срос-
шихся друг с другом хаотически ориентированных маленьких кристаллов – кристал-
литов. Размеры кристаллитов (зерен), их форма и ориентация кристаллографических
осей имеют случайный характер. На микроуровне и мезоуровне поликристаллическое
тело можно считать составным, элементы которого состоят из множества ориентиро-
ванных в разных направлениях кристаллитов. В работе [14] рассматривается вопрос
оценки кинетики напряженно-деформированного состояния и процесса накопления
повреждений поликристаллических конструкционных материалов при воздействии
нестационарного длительного термосилового нагружения. При таком нагружении ос-
новным деградационным механизмом является ползучесть материала. Авторами [14]
приведена математическая модель, построенная на базе концепций механики повре-
жденной среды и позволяющая описывать процессы при нестационарной ползучести
в условиях сложного нагружения. Путем сопоставления результатов численного ис-
следования с экспериментальными данными приводится доказательство применимо-
сти математической модели для одноосных и многоосных знакопеременных условий
нагружения.

Ползучесть бетонов, армированных стальными стержнями [15, 16] и полимерными
волокнами [17], и составных конструкций из них рассматриваются в условии длитель-
ного сжатия. В работе [16] произведен учет начальных напряжений и деформаций при
оценке несущей способности сталежелезобетонных конструкций на эксплуатацион-
ные нагрузки.

Учет преднапряжений армирующих элементов и их влияние на ползучесть и дли-
тельные характеристики составных конструкций поперечно-клееных брусьев произ-
веден в работах зарубежных авторов [18, 19]. В этих исследованиях учитываются рео-
логические свойства древесины при продольном и поперечном сжатии [20].

Проведенный обзор показал, что в исследованиях ученых в основном изучается и
моделируется напряженно-деформированное состояние (НДС) составных конструк-
ций и их элементов. Изучению времени до разрушения таких составных конструкций
в условии длительного действия нагрузок уделяется недостаточное внимание.

Настоящая статья посвящена как определению НДС, так и прогнозированию вре-
мени до разрушения составного металлического растягиваемого стержня, находяще-
гося в условии ползучести. Исследование основывается на кинетической теории пол-



105О ДЛИТЕЛЬНОМ РАЗРУШЕНИИ СОСТАВНОГО

Рис. 1. Схема расположения частей в составном стержне.
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зучести и длительной прочности Ю.Н. Работнова [1]. В качестве структурного пара-
метра, описывающего накопление повреждений в процессе ползучести, в данной
статье использован параметр поврежденности, который имеет смысл накопления пор
и микронесплошностей в материале.

1. Постановка задачи. Рассматривается составной металлический стержень, находя-
щийся в состоянии установившейся ползучести под действием постоянной растягива-
ющей силы , приложенной к его торцам. Стержень имеет прямоугольное попереч-
ное сечение, длина стержня , ширина стержня  и толщина  удовлетворяют двой-
ному неравенству . Расположение частей симметрично относительно
срединной плоскости, проходящей через геометрическую середину ширины . Цен-
тральная часть стержня выполнена из материала, обладающего одними свойствами
ползучести, две крайние одинаковые части выполнены из другого материала, который
обладает другими свойствами ползучести. Дополнительно примем следующее усло-
вие: все части составного стержня жестко, без проскальзывания соединены между со-
бой. Расположение частей в стержне представлено на рис. 1.

На рис. 1 обозначение  соответствует ординате границы первой (центральной) и
вторых (крайних) частей в системе координат . При этом ширина первой части
равна .

При принятом условии жесткого соединения частей в составном стержне (без их
взаимного проскальзывания) напряженные состояния вблизи мест соединения слоев
становятся отличными от одномерных и неоднородными. Неоднородность напряжен-
ного состояния вблизи мест соединений частей может возникнуть, в том числе, и по
причине естественных несовершенств технологических способов соединения частей
между собой. Распространенными способами соединения являются диффузионная
сварка, спайка, склейка, различные способы газодинамического напыления.

Общие тенденции развития методов исследования и определения напряженно-де-
формированного состояния типовых элементов конструкций (стержни, пластины,
тонкостенные оболочки) приводят к сведению решения трехмерных задач к решению
более простых задач – двумерных и одномерных. Иными словами, часто при соответ-
ствующих условиях размерность решаемой задачи понижается. Так, например, малый
размер элемента конструкции в поперечном направлении может позволить исследо-
вателям избавиться от поперечной координаты в математических постановках задач и
их решении. Кроме этого, используются методы упрощения, связанные с использова-
нием гипотез и известных принципов. Реализация методов с использованием извест-
ных и принятых в механике гипотез, как правило, не содержит процедур регулярного
уточнения решения.

Возвращаясь к постановке рассматриваемой задачи, учитывая малость поперечных
размеров составного стержня по сравнению с его длиной, примем одномерный харак-
тер напряженного состояния. В процессе решения будем использовать гипотезу плос-

P
L H b

L H b@ @

H

1h
0x y

12h



106 ФОМИН, БАСАЛОВ
ких сечений и обобщение принципа Сен-Венана для рассматриваемой задачи, что
позволяет считать напряженное состояние однородным вдали от мест соединения ча-
стей составного стержня.

2. Определяющие и кинетические соотношения. Пусть соотношения (2.1) описывают
скорость деформации ползучести, соответственно, первой (центральной) части и двух
крайних частей

(2.1)

где  – напряжение в первой (центральной) части стержня,  – напряжение в двух
крайних частях стержня,  – параметр поврежденности для центральной части
стержня,  – параметр поврежденности одинаковый для двух крайних частей стерж-
ня, , ,  – материальные константы, точка над символами  и  означает произ-
водную по времени t.

В соотношениях (2.1) на основе кинетической теории ползучести и длительной
прочности Ю.Н. Работнова введен структурный параметр – параметр поврежденно-
сти , который описывает накопление повреждений в процессе ползучести. Для каж-
дой части составного стержня примем одинаковый вид кинетического уравнения для

, но поскольку в каждой части составного стержня действует свое механическое на-
пряжение  и , то скорости накопления повреждений в них в процессе ползучести
будут различными

(2.2)

(2.3)

где  – время до разрушения центральной части стержня,  – время до разрушения
крайних частей стержня,  – материальные константы.

Критерием разрушения каждой части стержня является условие достижения пара-
метром поврежденности для соответствующей части значения, равного единице

 и . Временем до разрушения всего составного
стержня  будем считать время минимальное из полученных времен до разрушения
отдельных частей стержня: .

Система, состоящая из уравнений (2.1), (2.2), (2.3), моделирует рассматриваемую
полусвязанную задачу. Скорость накопления повреждений в процессе ползучести за-
висит от уровня напряжений. В свою очередь скорость деформации ползучести каж-
дой части составного стержня зависит как от уровня механического напряжения в
ней, так и от накопленной поврежденности, характеризуемой параметром .

В силу осевой симметрии задачи, одинаковых законов установившейся ползучести
двух крайних частей и симметрии процессов накопления поврежденности относи-
тельно геометрической оси стержня, внешние нагрузки распределяются между двумя
крайними частями поровну, и напряжения  в них будут одинаковыми. Поскольку
все части составного стержня жестко связаны между собой, то для дальнейшего реше-
ния примем гипотезу плоских сечений, т.е. деформация ползучести для сечений, ор-
тогональных оси симметрии, для всех точек каждого сечения одинаковая, и она не за-
висит от поперечной координаты .

Введем безразмерные переменные:
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(2.4)

где  – некоторое характерное напряжение размерности МПа, например, половина пре-
дела кратковременной прочности  ( ) при соответствующей температуре.

С учетом безразмерных напряжений в (2.4) определяющие соотношения (2.1) будут
иметь следующий вид:

(2.5)

Выразим безразмерное время :

Тогда определяющие соотношения (2.5) для центральной и двух крайних частей со-
ставного стержня будут иметь следующий вид:

(2.6)

Как отмечалось ранее, процессы накопления повреждений и разрушения определя-
ются кинетическими уравнениями (2.2) и (2.3). Запишем кинетические уравнения на-
копления поврежденности с использованием единого для задачи безразмерного вре-
мени  и безразмерных напряжений:

(2.7)

где  – безразмерная материальная константа.

Начальные условия для уравнений (2.7): , .
В результате система уравнений для центральной части имеет вид:

Система уравнений для двух крайних частей:

Каждая из двух систем является не замкнутой. В каждой из них неизвестными величи-
нами являются механическое напряжение, поврежденность и скорость деформации
ползучести в рассматриваемой части стержня.

Принятое условие жесткого соединения частей стержня без проскальзывания и ги-
потеза плоских сечений дает возможность принять естественное условие равенства
деформаций ползучести  с учетом заданного начального условия .
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Аналогично:

Из условия равенства деформаций ползучести  следует:

Запишем уравнение равновесия

(2.8)

Введем величину , тогда

С учетом выражений для безразмерных напряжений  и  уравнение равновесия
(2.8) будет иметь вид:

(2.9)

где .

Выразим из (2.9) :

(2.10)

Таким образом, замкнутая система уравнений будет иметь следующий вид:

(2.11)

где использованы константы    .

Начальные условия для кинетических соотношений в системе (2.11) имеют следую-
щий вид: , .
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В указанной системе из трех уравнений тремя неизвестными являются: поврежден-
ность  – в центральной части стержня, поврежденность  – в двух
крайних частях составного стержня, напряжение . Напряжение 
определяется в соответствии с соотношением (2.10). Указанные характеристики на-
пряженного состояния и поврежденности являются зависимыми от времени.

Необходимо отметить, что материальные параметры , входящие в соот-
ношения (2.1), (2.2), (2.3) и в систему уравнений (2.11), в общем случае можно опреде-
лить на основе обработки экспериментальных данных по ползучести и длительной
прочности стандартных образцов из материалов, из которых изготовлены рассматри-
ваемые части составного стержня.

Критерием разрушения каждой части стержня является условие достижения пара-
метром поврежденности для соответствующей части стержня значения, равного еди-
нице  и . Безразмерным временем до разруше-
ния всего составного стержня  будем считать время минимальное из полученных
безразмерных времен до разрушения отдельных частей стержня: .

3. Пример численного расчета. Анализ полученных результатов. В качестве примера
численного расчета и дальнейшего анализа примем модельные значения констант в
соотношениях системы (2.11):    . Значения  при-
мем равными друг другу, проанализируем кинетику накопления повреждений и рас-
пределения напряжений во времени при различных значениях m = n.

В первом варианте расчета примем . Тогда численным способом получим
следующие распределения искомых характеристик. В этом случае зависимости

, , ,  от времени  представлены в виде со-
ответствующих кривых 1 на рис. 2, 3, 4, 5. Необходимо отметить, что в данном случае
параметр поврежденности  достигает значения, равного единице, быстрее, чем па-
раметр . В связи с этим, согласно, принятому критерию разрушение части 1 и, соот-
ветственно, всего составного стержня наступает в момент времени . В дан-
ный момент времени численный счет  прекращается (при достижении

), поскольку не имеет дальнейшего смысла.
Аналогичный расчет (при    ) был произведен для зна-

чений констант . На указанных рис. 2, 3, 4, 5 соответствующие кри-
вые имеют номера 3, 4, 5, 6.

Здесь необходимо отметить следующие особенности. С течением времени с ростом
напряжения  в центральной части составного стержня напряжение

 в двух крайних частях уменьшается. При этом сумма  и  в любой мо-
мент времени одинакова и равна единице.

Показанные здесь результаты были получены при отношении констант в соотно-
шениях ползучести (2.1) .

Примечания. На рис. 2, 3, 4, 5 введены следующие обозначения:
1 – расчетные кривые при ; 2 – расчетные кривые при ; 3 –

расчетные кривые при ; 4 – расчетные кривые при ; 5 – расчетные
кривые при ; 6 – расчетные кривые при .

Представляет интерес проанализировать процессы накопления повреждений и рас-
пределения напряжений во времени при значениях k = 1 и k = 2.

Если составной стержень сделан из одинаковых материалов с равными друг другу
материальными параметрами, в том числе  в соотношениях (2.1), то  = 1.
В этом случае рассматриваемый составной стержень под действием растягивающей
нагрузки при ползучести деформируется как единое целое. При этом вся площадь по-
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Рис. 2. Зависимости поврежденности  в центральной части составного стержня от безразмерного времени

 при различных параметрах .
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перечного сечения стержня воспринимает внешнюю нагрузку “без чувствительности”
к составному характеру этой конструкции. Здесь, как и ранее, дополнительно принято
условие жесткого, без проскальзывания соединения между собой всех частей состав-
ного стержня.

Для определения времени до разрушения такой конструкции при k = 1 достаточно
проинтегрировать первое уравнение системы (2.11) при значении . В рассмат-
риваемом случае 

В результате зависимость  имеет следующий вид:

С учетом условия  определяем  (при m = 3, ):

.

Таким образом, при принятых параметрах     
время до разрушения составного стержня, который с учетом  ведет себя
под нагрузкой как монолитная конструкция, равно единице .

На основе проведенного анализа можно определять материалы частей составного
стержня, в которых требуемые материальные параметры моделей ползучести и дли-
тельного разрушения приводят к увеличению времени до разрушения составного
стержня по сравнению с монолитным. Такого рода исследования могут способство-
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Рис. 3. Зависимости поврежденности  в крайних частях составного стержня от безразмерного времени 
при различных параметрах .
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Рис. 4. Зависимости напряжения  в центральной части составного стержня от безразмерного времени 
при различных параметрах .
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вать определению необходимых материалов составных конструкций, применение ко-
торых приведет к увеличению их длительной работоспособности.

Так, для расчетных данных, используемых при построении соответствующих кри-
вых зависимостей , , ,  от времени  на ри-( )ω = ω1 1 t ( )ω = ω2 2 t ( )σ = σ1 1 t ( )σ = σ2 2 t t
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Рис. 5. Зависимости напряжения  в крайних частях составного стержня от безразмерного времени  при
различных параметрах .

1.0

� 2

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0 1 2 3 4 5 6 7 8
t

1 2 3 4
5 6

σ2 t
=m n
сунках 2, 3, 4, 5, было определено значение , которое соответствует времени
до разрушения . Соответствующие кривые обозначены номером 2 на рис. 2, 3, 4 и 5.

Значения параметров  приведет к увеличению времени до разруше-
ния составных стержней по сравнению с монолитными.

Расчет и анализ процессов накопления повреждений и распределения напряжений
во времени при значении  показал интересный результат. Кривые на-
копления поврежденности и распределения напряжений при k = 2 меняются местами
по сравнению с соответствующими кривыми при k = 0.5. Кривая зависимости

 от времени при k = 0.5 становится кривой  при k = 2, в свою оче-
редь кривая  при k = 0.5 становится зависимостью  при k = 2.
Аналогичная ситуация наблюдается и для распределения напряжений  и

. В результате при k = 2 поврежденность  достигает предельного
значения  быстрее, чем . В случае при k = 0.5 наблюдается противо-
положная ситуация.

Заключение. Проведено исследование напряженно-деформированного состояния и
процессов разрушения стержня (типовой элемент конструкции), находящегося в
условии ползучести при растяжении. Изучение и моделирование таких процессов яв-
ляется предварительным опорным исследованием перспективной задачи о защитном
эффекте внешних частей составного стержня при его контакте с рабочей активной
средой в условиях длительного действия нагрузок и повышенных температур.

На основе кинетической теории ползучести и длительной прочности Ю.Н. Работ-
нова получены зависимости накопления поврежденности от времени в центральной и
двух крайних частях составного стержня.

Под действием растягивающей нагрузки при принятом условии жесткого, без про-
скальзывания соединения частей составного стержня в местах соединения частей

= = 3.170m n
=* 1t

= > 3.170m n
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происходит нарушение непрерывности (разрыв) механических напряжений при пере-
ходе от одной части составного стержня к другой.

В зависимости от констант в определяющих соотношениях ползучести и кинетиче-
ских уравнениях накопления поврежденности напряжения в частях стержня с течени-
ем времени меняются. При этом сумма безразмерных напряжений в центральной и
двух крайних частях в любой момент времени одинакова и равна единице.

В момент времени, предшествующий разрушению, наблюдается резкое изменение
напряжений в частях стержня. Данный эффект объясняется резким нарастанием по-
врежденности в частях стержня и, как следствие, резким уменьшением площади эф-
фективного сечения за счет увеличения микропор и микротрещин в процессе ползу-
чести.

В результате проведенного исследования проанализировано влияние констант в
моделях ползучести и длительного разрушения на время до разрушения составного
стержня. Разработаны основы подхода для определения параметров указанных моде-
лей, приводящих к увеличению времени до разрушения составного стержня по срав-
нению с монолитным. Такого рода исследования могут способствовать определению
необходимых материалов составных конструкций, применение которых приведет к
увеличению их длительной работоспособности.

Данная научная работа имеет как фундаментальный характер исследования опреде-
ляющих и кинетических соотношений в механике деформируемого твердого тела, так
и прикладное значение. Проведенное исследование может быть применено в энерге-
тическом машиностроении, авиационно-космической отрасли, судостроении и неф-
техимическом машиностроении.

Работа выполнена при частичной поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований, проект № 20-08-00387.
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