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Введение. При движении точки по подвижным кривым и поверхностям зачастую ре-
шающую роль играет сила сухого трения. В частности, известно (см., например, [1–11]),
что при таком трении относительные равновесия занимают целые области на поверх-
ности, зависящие от поля внешних сил, геометрии поверхности тела, величины коэф-
фициента трения, а также величины и направления вектора угловой скорости.

Классическая задача о соскальзывании материальной точки по наклонной шерохо-
ватой плоскости рассмотрена в [12–14]. Критический случай, когда угол наклона
плоскости к горизонту равен углу трения, рассмотрен в [15], где выполнено точное ин-
тегрирование уравнений движения (см. также монографию [16]).

Кроме того, в [15, 16] также исследована задача о движении материальной точки на
вращающейся шероховатой плоскости. С помощью теоретико-групповых методов
найдены классы точных решений. Показано, что для движущейся без остановки точ-
ки предельными движениями являются движения по логарифмическим спиралям.
Также показано, что такие движения являются предельными для всех движений, ухо-
дящих на бесконечность. В рамках этой же задачи в [17] построены асимптотические
разложения решений уравнений движения вблизи момента остановки точки. Опреде-
лены различные типы движений с остановками. Проведено численное моделирование
движений, построены характерные траектории движений точки. Найдено интеграль-
ное многообразие, разделяющее в фазовом пространстве движения с остановкой и
движения, при которых точка уходит на бесконечность. На этом многообразии по-
строены фазовые траектории системы.

Если горизонтальная шероховатая плоскость равномерно вращается вокруг верти-
кали, то область, заполненная относительными равновесиями – круг с центром в точ-
ке пересечения плоскости и оси вращения. Возникает естественный вопрос, что будет
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Рис. 1. Распределение сил и реакций связи, действующих на точку P.
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с этим кругом относительных равновесий, если плоскость будет наклонена к горизон-
ту на ненулевой угол. Вопросу существования относительных равновесий в такой за-
даче посвящена настоящая работа.

1. Постановка задачи и основные соотношения. Пусть шероховатая плоскость  с ко-
эффициентом трения , где α⎯т.н. угол трения, наклонена к горизонту под уг-
лом . Пусть  – единичный вектор восходящей вертикали,  – единичный
вектор нормали к плоскости. Тогда . Также будем полагать, что плоскость
равномерно вращается вокруг вертикали с постоянной угловой скоростью ,

. Ставится задача определения областей, заполненных относительными равно-
весиями (ОЗОР) материальной точки  соприкасающейся с данной плоскостью, и их
описания в зависимости от параметров задачи. Во вращающейся вместе с плоскостью
системе отсчета точка P будет находиться в равновесии под действием силы тяжести,
центробежной силы, а также реакции связи, состоящей из нормальной компоненты, и
силы трения. Полагая массу точки равной единице, условие равновесия запишем в виде

(1.1)

где  – ускорение свободного падения,  – напряженность центробежной силы,
 и  – отнесенные к массе точки нормальная реакция и сила трения. При этом

на относительных равновесиях сила трения  и нормальная реакция  стеснены не-
равенством

(1.2)

выражающим закон трения Кулона–Амонтона (рис. 1). Принимая во внимание соот-
ношение (1.1), неравенство (1.2) после преобразований может быть записано как

(1.3)

На равновесиях условие напряженности связи принимает вид

(1.4)

Пусть  – подвижная система отсчета, координатная плоскость  которой
совпадает с плоскостью , а ось  направлена по нормали к этой плоскости. Тогда

, , а плоскость  задается уравнением . Вектор
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угловой скорости в проекциях на те же оси имеет вид . Кроме

того, если  – координаты радиус-вектора  точки P, то имеем

Тогда

и составляющая вектора f, направленная вдоль плоскости, имеет вид

(1.5)
В безразмерных координатах

вектор (1.5) запишется как

(1.6)
а неравенство (1.3) примет вид

(1.7)
Замечание. Неравенство (1.7) задает физически осмысленные относительные рав-

новесия в области, задаваемой также неравенством (1.4), гарантирующим напряжен-
ность связи. Это неравенство в данном случае принимает вид

(1.8)

Заметим что так как , и поэтому , то неравенство (1.7), опре-
деляющее ОЗОР, можно переписать как

(1.9)

ОЗОР здесь и далее обозначим . Принадлежащая плоскости  внешняя нормаль к
 – границе области  – имеет вид

Этот вектор понадобится в разделе, посвященном устойчивости относительных рав-
новесий.
Замечание. В отсутствии силы трения условие равновесия точки (1.1) запишем в виде

Это условие определяет равновесие

записываемое в безразмерном виде как

(1.10)

При фиксированных значениях параметров это равновесие единственно, причем нор-
мальная реакция определяется как .
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Рис. 2. Области , ,  и  на плоскости параметров (α, θ).
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2. Параметрический анализ основных соотношений. Для интерпретации результатов
на плоскости параметров (α, θ) изобразим квадрат со стороной  (рис. 2). Диагона-
ли разделяют этот квадрат на четыре области, обозначенные , ,  и .

Пусть , т.е. параметры принадлежат областям  и . Тогда не-
равенство (1.9) задает область

(2.1)

Область (2.1) ограничена эллипсом  с полуосями a1 и a2, причем . Центр это-

го эллипса – точка : . Она всегда располагается выше по склону,
чем точка . В отсутствии трения, именно эта точка и есть относительное равновесие
(1.10).

Наинизшая точка эллипса – точка :  – располагается по
склону выше, чем точка O при  (область ) и по склону ниже, чем точка O
при  (область ). Для точек общей границы областей  и  имеем ,
и точка  совпадает с точкой O.

Фокусы эллипса – точки

Неравенство (1.8) выполнено для всех точек, расположенных внутри эллипса (2.1).
Для этого достаточно убедиться в справедливости неравенства
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Рис. 3. Различные типы ОЗОР в зависимости от параметра p(α, θ) и границы их устойчивости.
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для точки . Для  ОЗОР схематично представлена на рис. 3 слева.

Пусть теперь , т.е. параметры принадлежат штриховой диагонали
квадрата. Тогда неравенство (1.9) задает область

(2.2)

ограниченную параболой . Ветви этой параболы направлены вверх по склону, а ра-
диус-вектор  ее вершины  имеет координаты

Вершина S располагается выше точки O по склону при , в точке O при 
и ниже точки O при . Радиус-вектор  фокуса параболы F имеет координаты

Фокус F всегда располагается выше по склону по отношению к точке O. Неравенство
(1.8) выполнено для всех точек, ограниченных параболой (2.2). Для этого достаточно
убедиться в справедливости неравенства (1.8) для вершины параболы S. Для 
ОЗОР схематично представлена на рис. 3 по центру.

Пусть, наконец, , т.е. параметры принадлежат областям  и .
Тогда неравенство (1.9) задает область
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ласть ) и по склону ниже, чем точка O при  (область ). Для точек общей
границы областей  и  имеем θ = α, и точка S+ совпадает с точкой O. Неравенство
(1.8) выполнено только для тех точек гиперболы (2.3), которые ограничены ветвью с
вершиной S–. Для θ > α ОЗОР схематично представлена на рис. 3 справа.
Замечание. Нетрудно видеть, что основным бифуркационным параметром, отличаю-
щим ОЗОР, оказывается величина

Так как первый сомножитель всегда положителен, то знак параметра  определя-
ется знаком выражения . Так как в первом квадран-
те косинус монотонно убывает, то  если  (области  и  на
рис. 2). И наоборот, , если  (области  и  на рис. 2). Приме-
чательно, что параметры g и ω сказываются лишь на размерах ОЗОР, но не сказывают-
ся на их типе.

3. Об устойчивости относительных равновесий. Устойчивость по Ляпунову относи-
тельных равновесий, расположенных внутри найденных областей, следует из резуль-
татов Г.К. Пожарицкого [18]. Можно, как и в [19, 20], поставить вопрос об устойчиво-
сти ОЗОР в целом.

Будем считать ОЗОР устойчивой, если для каждой точки ее границы проекция сум-
мы активных сил и центробежной силы на плоскость, касательную к поверхности в
этой точке направлена внутрь ОЗОР. Это свойство можно трактовать следующим об-
разом. Пусть в начальный момент точка P располагается в некоторой точке Q границы
ОЗОР. “Отпустим” точку P без начальной скорости, “освободив” систему от трения,
т.е. предположив, что коэффициент трения обратился в нуль. В случае устойчивости
ОЗОР для всех точек Q ее границы точка P начнет движение внутрь этой области или
вдоль ее границы. Если найдется хотя бы одна точка Q границы ОЗОР, для которой
точка P начнет движение вовне ОЗОР, то речь идет о неустойчивости этой области.

Таким образом, для анализа устойчивости вычислим скалярное произведение

(3.1)

Для того, чтобы ОЗОР  была устойчива, она должна располагаться внутри области
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Пусть угол ϕ – параметр обхода границы (2.1), тогда параметрически эта граница
записывается как

Подставляя эти величины в соотношение (3.3), имеем

(3.4)

На плоскости  соотношение (3.4) задает квадратичную параболу, ветви которой
направлены вниз. Дискриминант многочлена  положителен:

Тогда так как

то многочлен  положителен на отрезке . Это означает, что эллипс (3.3)
располагается внутри эллипса (2.1), и ОЗОР (2.1) неустойчива в описанном выше
смысле.

Пусть теперь . В этом случая кривая  – парабола, определяемая
уравнением

(3.5)

с фокусом в точке

Для точек, принадлежащих параболе (2.2), выполнено

Подставим эти значения в соотношение (3.5). После преобразований имеем

Это означает, что парабола (3.5) располагается внутри параболы (2.2), и ОЗОР (2.2)
неустойчива в описанном выше смысле.
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(3.6)

с центром в точке :  и фокусами в точках

Пусть угол ψ – параметр обхода ветви гиперболы (2.3), располагающейся выше по
скату. Тогда параметрически эта граница записывается как

где chψ и shψ – гиперболические косинус и синус соответственно. Подставляя эти ве-
личины в соотношение (3.6), имеем

(3.7)

На плоскости  соотношение (3.7) задает квадратичную параболу, ветви которой
направлены вниз. Дискриминант многочлена  положителен

а его корни имеют вид

Тогда так как

то многочлен  отрицателен при . Это означает, что ветвь гиперболы (2.3),
располагающаяся выше по скату, лежит ниже по скату соответствующей ветви гипер-
болы (3.6), и ОЗОР (2.3) неустойчива в описанном выше смысле.

Замечание. Неустойчивость рассматриваемых ОЗОР может быть показана проще.
Для этого достаточно предъявить хотя бы одну точку границы ОЗОР, в которой дан-
ное выше определение устойчивости не выполняется. Этими точками могут являться,
например, , S и  для ОЗОР   и  соответственно. Определяя значения вели-
чины  в этих точках, находим

( )−
− −

2 2
1 11 2

2 2
1 2

1 = 0
X X X

b b

θ α θ α
θ θ − α α θ − α

2 2

1 22 2 2 2 2
sin sin sin sin= , =

2 cos (sin cos ) 2 cos sin cos
b b

θ θ − θ + α
θ θ − α

2 2 2

11 2 2 2
sin (cos sin cos )=

2 cos (sin cos )
X

*C ( )* 11= ,0,0 TOC X

( )± ± ±
������

^ ^: = ,0,0 TO f

±
θ α θ − α ± α θ θ − α + α

θ α θ − α

2 2 2 4 2 2 2

2 2 2

sin (cos (2 cos sin ) sin cos (sin cos ) cos )
=

2 cos cos (sin cos )
f

− ψ ψ1 10 1 2 2= ch , = shX X a X a

( )− − ψ ψ α− −
θ α

− θ − θ θ α + ψ

2 2 2 2
10 11 1 2

2 2 2 2
1 2

2 2

ch ch cos1 = 4 ( )
sin sin

( ) = sin cos sin tg 1, =

h

h

X X a a z
b b

z z z z

3

3

3( , )hz
3 ( )h z

θ θ α +2 2 2sin (cos tan 4) > 0,

±
θ α +

− θ α ±
θ

2 2cos tg 41= ctg tg
2 2 sin

z

θ πθ + α α + θ ≤ π
α

cos(1) = cos( ) < 0, <
cos 2h3

3 ( )h z ≥ 1z

+A −S Σ1, Σ2 Σ3

τ( , ')f n



164 БУРОВ, НИКОНОВ
Неравенство (3.2) не выполнятся, следовательно, обнаруженные ОЗОР неустойчивы в
сформулированном выше смысле.

Заключение. Как оказалось (см., например, [21–25]) задача о неизолированных от-
носительных равновесиях представляет интерес с точки зрения небесной механики.
Так для малых небесных тел, сила притяжения на поверхности которых невелика, ре-
шение этой задачи позволяет обсудить возможности использования тех или иных ча-
стей поверхности тел для развертывания миссий. Так как зачастую поверхность малых
небесных тел приближают многогранником, то изучаемую задачу можно рассматри-
вать как частный случай общей задачи о равновесиях на поверхности гравитирующего
многогранника. Для такой общей задачи естественно предположить, что сила притя-
жения, действующая в окрестности каждой небольшой грани постоянна, а ось враще-
ния, вообще говоря, не параллельна линии действия этой силы. Такого рода задача
представляет интерес для дальнейших исследований.

Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда (проект
№ 22-21-00297).
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