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Методика асимптотического осреднения была развита для трехмерных уравнений в
частных производных с быстро осциллирующими коэффициентами. Например, для
уравнений теории упругости. Затем была модифицирована и применялась к тонким
телам в виде пластин (однородных или неоднородных, с ровными лицевыми поверх-
ностями или нет), описываемых трехмерной теорией упругости. В этих случаях
асимптотические решения строились относительно одного малого параметра, обыч-
но являющегося отношением толщины пластины к характерному размеру в плане.
Методика осреднения в таком случае также понижает размерности задачи, т.е. сво-
дит трехмерную краевую задачу к некоторой двумерной.

В данной работе приводится обоснование применения метода к задаче с двумя ма-
лыми параметрами в случае однородной тонкой сильно ортотропной пластины, из-
гибаемой поверхностной нагрузкой без учета массовых сил. Вторым малым парамет-
ром является отношение поперечных модулей упругости к модулям в плане пластины.
Показано, что сильная ортотропия эквивалентна увеличению толщины эквивалент-
ной пластины.

Описана процедура получения распределения напряжений по толщине пластины
для трех приближений. Первое приближение дает классическую теорию Кирхгофа,
называемую также теорией Кирхгофа–Лява, а третье приближение совпадает с тео-
рией Амбарцумяна и позволяет находить поперечные сдвиговые и нормальное на-
пряжения. Рассмотрение цилиндрического изгиба дает возможность найти решения в
рамках классических теорий пластин в виде формул, так же как и три приближения
асимптотической теории, что упрощает сравнение. Рассмотрены примеры, когда
осредненные ортотропные модули взяты для однослойного волокнистого композита.
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на, сильно ортотропный материал, однонаправленный резинокордный слой, поли-
дисперсная модель композита

DOI: 10.31857/S0572329922600608, EDN: FTLVUA

1. Введение. Известно, что сильно ортотропные пластины не описываются теорией
Кирхгофа (К). Например, в [1] это показано численными расчетами. В данной работе
проводится асимптотическое исследование частного случая сильной ортотропии.

Методика асимптотического осреднения (метод многих масштабов) была первона-
чально создана для случая трехмерной периодической среды (cм. [2, 3] и др.) и, в част-
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ности, для теории упругости [4, 5]. Затем она была модифицирована [6] и применя-
лась к тонким телам в виде неоднородных гофрированных пластин, описываемых
трехмерной теорией упругости, как в математической литературе [7, 8] так и в работах
по механике [9–13]. Обзор литературы можно найти в [7]. В [14] метод применен в
первом приближении для анализа пластического деформирования пластины. В [9] до-
статочно детально проанализированы первые три приближения в случае упругости.
В данной работе приводится обоснование применения метода в задаче упругости с
двумя малыми параметрами в случае однородной тонкой сильно ортотропной пласти-
ны, и также анализируются три первых приближения. Малыми параметрами являют-
ся отношение толщины пластины к характерному размеру в плане и отношение попе-
речных модулей упругости к модулям в плане пластины. Метод осреднения в таком
случае состоит в понижении размерности задачи, также как и все теории пластин и
оболочек [15]. Это делается чисто математически и приводит к последовательности
двумерных задач в области пластины и одномерных задач в поперечном направлении.
Показано, что сильно ортотропная пластина эквивалентна пластине увеличенной
толщины с измененными жесткостями.

Отметим, что в приведенной литературе рассматривается обычная линейная теория
упругости. Понижение размерности для моментной теории упругости предложено в [16].

Необходимо отметить, что независимо от работ этого направления асимптотиче-
ский подход применялся к однородным плоским пластинам в первом приближении в
ранней работе [17] и ряде последующих работ [18, 19], а также в работах процитиро-
ванных в [19]. Техника асимптотического исследования, используемая в этих разных
циклах работ, разная, но результаты, касающиеся первого приближения и наличия
пограничного слоя одинаковы. Применяемый нами асимптотический метод позволя-
ет получить уравнения в области в трех первых приближениях, но не дает граничные
условия с тем же асимптотическим приближением. Его достоинство состоит в том,
что он дает распределение перемещений и напряжений в поперечном направлении,
которое можно использовать при построении конечных элементов не только для од-
нородных пластин, но и для неоднородных, например, слоистых. Три асимптотиче-
ских приближения не заменяют классические теории пластин, но сравнение пред-
ставляется интересным, особенно для сильно ортотропных пластин. В частности,
сравнение распределения напряжений в поперечном направлении.

Асимптотический метод, конечно, не заменяет другие подходы построения теорий
пластин и оболочек, что поясняется в работах В.В. Васильева [20–23] и других авто-
ров, в которых весьма интересно и поучительно описаны история развития теорий
пластин, их сравнение и современное состояние.

Если вернуться к данной работе, то следует начать с краткого описания, к чему при-
водит асимптотический метод. Первое приближение дает классическую теорию Кирх-
гофа (Кирхгофа–Лява) и приводит к существенной погрешности в случае сильной ор-
тотропии. Второе приближение позволяет находить поперечные сдвиговые деформа-
ции и напряжения, а третье – и поперечное нормальное напряжение. Третье
приближение аналогично теории третьего порядка [24]. Второе приближение относи-
тельно распределения напряжений в поперечном направлении похоже на теории Ти-
мошенко [25] и Рейсснера [26].

В качестве задачи сравнения рассматривается цилиндрический изгиб сильно орто-
тропной пластины постоянной толщины под действием равномерно-распределенной
или сосредоточенной нагрузки. Использование цилиндрического изгиба для сравне-
ния вызвано стремлением найти решения для указанных теорий в виде формул, также
как и в трех приближениях асимптотической теории. Результаты численных решений
будут получены позже.

Для сравнения рассмотрены примеры, когда модули осредненного материала пла-
стины получены для однослойного волокнистого композита. Дается сравнение реше-
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ний по рассмотренным теориям между собой и с конечно-элементным решением
трехмерной задачи на мелкой сетке.

2. Применения асимптотического метода в задаче с двумя малыми параметрами. Рас-
смотрим дифференциальные уравнения равновесия трехмерной теории упругости для
ортотропного материала, первые две оси ортотропии которого параллельны первым
двум декартовым осям:

(2.1)

Здесь и далее малые индексы  принимают значения 1, 2, 3, а большие  –
значения 1, 2. Все величины предполагаются безразмерными, если не оговорено обрат-
ное. Поскольку мы рассматриваем случай сильно ортотропной пластины, то упругие
модули в плоскости пластины существенно превышают упругие модули в поперечном
направлении. Введем малый параметр δ – параметр, задающий сильную ортотропию.
Пусть  – безразмерные модули одного порядка. Тогда для упругих модулей исход-
ной задачи можно записать:

Сделаем замену: . Пусть также все  =  за

исключением . После подстановки в систему (2.1) и тождественных
преобразований получим систему в координатах :

(2.2)

Поскольку ,  и в рамках задачи  (рассматривается пла-
стина длины l = 1), следовательно в соответствии со сделанной ранее заменой

 и , где . Таким образом, систему (2.2), записанную в ко-
ординатах , можно рассматривать как уравнения для пластины большей приведенной

толщины  с модулями  одного порядка за исключением модуля /δ.

Представляется, что решение системы (2.2) слабо зависит от модуля : при зна-
чительном изменении данного модуля решение изменяется незначительно. Это при-
водит к идее применить асимптотический метод к системе (2.2) с модулем  и вы-
яснить поведение асимптотического решения при .

3. Асимптотическое разложение. В этой секции мы проверим, применимо ли стан-
дартное асимптотическое разложение перемещений к (2.2) при стремлении второго
параметра δ к нулю. При этом для упрощения письма опустим знаки тильды и звез-
дочки, помня, что речь идет о системе (2.2), содержащей малый параметр δ. Как обыч-
но, введем быструю координату . Далее запятой обозначается производная
как по координатам xi, так и по координате  в зависимости от контекста. Решение
задачи в перемещениях ищется в виде:
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Здесь  – функции жесткости,  – гладкая составля-
ющая прогиба приведенной пластины, ui – компоненты перемещений приведенной
пластины. Введем функции:

Все формулы написаны в декартовой системе координат, поэтому индексы написаны
вверху или внизу только для удобства различения их смысла. Штрих означает произ-
водную по ξ3. Подставив общую формулу для трех компонент перемещений в закон
Гука, получим:

Далее подставим полученное выражение в уравнение равновесия (2.2), тогда получим:

(3.1)

Чтобы удовлетворить уравнение (3.1), учитывая разный порядок членов относительно
ε, приравняем члены при производных прогиба к нулю. Получим задачи для нахожде-
ния локальных функций P и N. В первом приближении имеем:

(3.2)

Решая систему (3.2), получим ненулевые функции [10, 12]:

Ключевым моментом здесь является стремление  к конечному пределу, а именно – к

нулю при стремлении δ к нулю. Производная имеет вид . По-

этому  при . С учетом того, что локальная функция 

найдена, можно найти функции . Решение этой задачи позволяет получить выра-
жения для нахождения компонент σ11, σ12 и σ22.

Во втором приближении имеем:

(3.3)

Решая систему (3.3), получим:
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Константа C находится из соотношения , где . Таким об-

разом, через функцию  можно найти функции , которые позволяют полу-
чить выражения для компонент σ13 и σ23. Из предыдущей формулы видно, что для ло-
кальных функций второго приближения существуют конечные пределы при стремле-
нии δ к нулю. Интересно заметить, что во втором приближении основные напряжения
σ11, σ12, σ22 сохраняют линейное распределение, свойственное теории Рейсснера.

Аналогично можно рассмотреть третье приближение:

(3.4)

Решая систему (3.4), получим:

Константа C снова находится из условия , означающее что w является

средним по толщине прогибом. Так же как в первом приближении функция 

стремится к нулю при стремлении к нулю параметра δ. Через функцию  можно

найти функции , которые позволят получить выражения для компоненты σ33,
а также уточнения компонент σ11, σ12, σ22. Таким образом, в третьем приближении ос-
новные напряжения распределены в поперечном направлении нелинейно, так же как
в теории [24].

Так что же меняется для сильно ортотропной пластине при δ → 0? Кроме увеличе-
ния толщины пластины согласно  изменяются модули, входящие в изгибные

жесткости . Вместо модулей , вхо-
дящих в закон Гука для плоского напряженного состояния, в пределе при δ → 0 полу-
чаем модули , входящие в двумерный закон Гука при плоском дефор-
мированном состоянии. Таким образом, сильно ортотропная пластина эквивалентна
более толстой пластине с измененными жесткостями.

4. Моменты и перерезывающие силы. В предыдущей секции с помощью асимптоти-
ческого разложения удалось удовлетворить уравнениям равновесия с точностью до

. Разрешающее уравнение для прогиба w можно получить из граничного условия
на верхней поверхности пластины, где приложена поперечная нагрузка [11]. Однако
можно рассмотреть интегральные уравнения равновесия (см., например, [9, 10])) от-

носительно поперечных сил  и моментов :
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Представим прогиб в n-м приближении в виде: .

В первом приближении получаем . Домножив на  и проинтегрировав
по толщине пластины, получим:

Обозначим  – тензор изгибных жесткостей. Тогда:

(4.2)

Поэтому в дальнейшем нагрузку q заменим на .
Во втором приближении имеем:

Домножив на x3 и проинтегрировав по толщине пластины, получим:

Откуда с учетом уравнения, полученного в первом приближении, получим

(4.3)

Аналогично, в третьем приближении получаем разложение:

Домножив на x3 и проинтегрировав по толщине пластины, получим:

Отсюда с учетом уравнений, полученных в первых двух приближениях, получим:

(4.4)

Таким образом прогиб пластины в третьем приближении ищется в виде w = w0 =

= , где функции wi в соответствии с (4.2), (4.3), (4.4) удовлетворяют диффе-
ренциальным уравнениям:

5. Классические теории изгиба пластины. Классическая теория пластин и оболочек,
называемая теорией Кирхгофа (К) или Кирхгофа–Лява, соответствует первому при-
ближению асимптотического разложения. Далее для упрощения записи принято:

. На основании предположений поле перемещений в рамках

данной теории представляется в виде , , . Использует-

ся закон Гука для плоско-напряженного состояния:
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(5.1)

В результате получается окончательное уравнение

(5.2)

Здесь использованы обозначения:

Асимптотическое исследование, приведенное выше, показывает, что сильная орто-
тропия пластины эквивалентна увеличению ее толщины. Поэтому теория К-Л не
обеспечивает достаточную точность расчетов и целесообразно использовать теории
более высокого порядка точности относительно параметра ε. Более точной теорией
является теория Рейсснера. Уравнения данной теории построены на менее “жестком”
предположении о поведении нормали, которая не остается нормальной к деформиро-
ванной срединной поверхности, а поворачивается на некоторый угол: ,

, . Распределение напряжений  по толщине пластины остается

линейным: , где . Это предположение позволяет в явном виде
выписать выражения для компонент напряжений . Из уравнений равновесия

,  следует:

(5.3)

В рамках теории Рейсснера вводится сдвиговой корректирующий коэффициент :

(5.4)

Сдвиговой коэффициент зависит от формы поперечного сечения и коэффициента
Пуассона. Было предложено множество инвариантов для выражения данного коэф-
фициента. В статье [27] приводится обзор результатов расчета сдвигового коэффици-
ента для балок с прямоугольным и круглым поперечным сечением различных авторов,
который частично приведен в табл. 1. В статье [28], в которой рассматривается третье
приближение, приводится следующий результат для сдвигового коэффициента, исхо-

дя из асимптотического разложения: . В данной работе используется

значение κ = 5/6, типичное для оригинальных работ Тимошенко, Рейсснера.
Для получения дифференциального уравнения изгиба пластины можно использо-

вать закон Гука как для плоско-напряженного, так и для трехмерного состояния. Ис-
пользуя закон Гука для плоско-напряженного состояния (5.1), получим: M11 =

=  M22 =  M12 =  =

= –D12(ϕ1, 2 + ϕ2, 1). На основании (4.1) и (5.4) выражения для моментов имеют вид:
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(5.5)

Как следует из уравнений (4.1):

(5.6)

Подставив в данное уравнение (5.6) выражения для моментов системы (5.5), запишем
дифференциальное уравнение изгиба ортотропной пластины относительно прогиба и
перерезывающих сил в рамках теории Рейсснера (приняв гипотезу плоско-напряжен-
ного состояния):

Теперь используем закон Гука для трехмерного состояния: ε11 = (σ11 – ν12σ22 –
‒ , , . Поскольку распределение
компонент напряжений σi3 по толщине пластины известно, то выразим из записан-
ных выше соотношений компоненты σ11, σ12 и σ22 через ε11, ε22, γ12 и σ33:

Домножим каждое уравнение на z и проинтегрируем по толщине пластины:
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Далее используем уравнения (5.4), связывающие функции ϕI и . Выражая из них ϕI

через , с использованием первой группы уравнений (4.1) получим соотношения от-
носительно прогиба и перерезывающих сил:

(5.7)

Теперь подставив в уравнение (5.6) выражения для моментов системы (5.7), получим
дифференциальное уравнение изгиба пластины относительно прогиба и перерезыва-
ющих сил в рамках теории Рейсснера с использованием закона Гука для трехмерного
состояния:

Поскольку выполняется , то в рам-
ках изотропного случая , следовательно:

Конечно, последнее уравнение имеет смысл, если распределение поверхностной на-
грузки достаточно гладкое.

В теории Рейсснера распределение напряжений σIJ по толщине пластины полагается
линейным. Однако с ростом ортотропии линейность нарушается. Теории третьего поряд-
ка, в частности, описывают это. В соответствии [24], в рамках данной теории поле переме-

щений представляется в виде: , u2 = –zϕ2 – ,

.
Как и в теории Рейсснера, при получении дифференциального уравнения изгиба

пластины в рамках теории третьего порядка можно использовать закон Гука как для
плоско-напряженного состояния, так и для трехмерного. Компоненты εIJ записыва-
ются следующим образом:
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Сначала используем закон Гука для плоско-напряженного состояния (5.1), полу-
чим соотношения:

Далее необходимо получить уравнения, связывающие функции ϕI и .

(5.8)

Выражая из (5.8) функции ϕI через  и подставляя в систему, с использованием пер-
вой группы уравнений (4.1) получим выражения моментов через прогиб и перерезыва-
ющие силы:

(5.9)

Подставив в уравнение (5.6) выражения для моментов системы (5.9), получим диффе-
ренциальное уравнение изгиба пластины, записанное относительно прогиба и пере-
резывающих сил, в рамках теории третьего порядка для плоско-напряженного состоя-
ния:

Видно, что уравнение получается таким же, как и для теории Рейсснера (для плоско-
напряженного состояния).

Теперь будем использовать закон Гука для трехмерного состояния. Использование
распределения (5.3) для компоненты σ33 для теорий Рейсснера и теории третьего по-
рядка обосновано сравнением с конечно-элементным решением. На рис. 1 сравнива-
ются графики σ33. Видно хорошее совпадение. Для всех рассматриваемых примеров
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Рис. 1. Распределение компоненты σ33 по толщине пластины в сечении x1 = 0.5.
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Рис. 2. Виды рассматриваемых нагрузок: (a) равномерно-распределенная; (b) сосредоточенная.
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Используя распределение компоненты σ33 по толщине пластины, выразим из зако-
на Гука компоненты σ11, σ12, σ22 через ε11, ε22, γ12 и σ33 и далее получим выражения для
моментов:
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Подставив в уравнение (5.6) выражения для моментов системы (5.10), получим диф-
ференциальное уравнение изгиба пластины в рамках теории третьего порядка, совпа-
дающее с аналогичным уравнением в теории Рейсснера.

6. Вычислительные примеры. Цилиндрический изгиб пластины В декартовой системе
координат  рассматривается цилиндрический изгиб ортотропной пластины
постоянной толщины h, закрепленной шарнирно. На верхней поверхности пластины
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Рис. 3. Равномерно-распределенная нагрузка, материал корда: текстильный корд.
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 действует нагрузка  (рис. 2). Размеры задачи представлены безразмерны-
ми, поэтому h фактически есть . Рассмотренные задачи являются статически опре-
делимыми.

Равномерно-распределенная нагрузка. Для , из уравнений равно-
весия имеем:

3 = /2x h 1( )q x

1/h l

− 3( ) = = constq x ph



48 ШЕШЕНИН, МУРАДХАНОВ

Рис. 4. Равномерно-распределенная нагрузка, материал корда: сталь.
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Расмотриваемые примеры есть статически определимые, что при нахождении проги-
ба позволяет использовать распределение поперечной силы и момента. Безусловно,
это ограничивает общность рассмотрения.
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Рассматривая последовательно первые три приближения и решая уравнения (4.2),
(4.3), (4.4), получим прогиб пластины под действием равномерно-распределенной на-
грузки в рамках асимптотической теории в третьем приближении:

Прогибы в рамках классических теорий выражаются следующими формулами.
По теории К:

По теории Рейсснера и теории третьего порядка в плоско-напряженном состоянии:

По теориям Рейсснера и теории третьего порядка в трехмерном состоянии:

Сосредоточенная нагрузка. Рассмотрим сосредоточенную нагрузку q(x1) =  – 1/2),
где в качестве  обозначена дельта-функция. Из условия равновесия получа-
ем перерезывающую силу и изгибающий момент:

Обозначим за  – прогиб пластины  на отрезке ,  – прогиб пласти-
ны w(x) на отрезке . Решая уравнения (4.2), (4.3), (4.4), получим прогиб пла-
стины под действием сосредоточенной нагрузки в рамках асимптотической теории в
третьем приближении:

Прогиб по теории К–Л имеет вид:

В рамках теории Рейсснера при гипотезе плоско-напряженного состояния следует по-
следовательно найти сначала функцию ϕ1, а затем и прогиб w(x). Таким образом, по-
лучаем

− + + −
2 1111

4 3 211
11 11 2
11 11

( ) = ( 2 ) ( )
24 2( )

ph Dpw x x x x x x
D D

− ν ν− − +4 312 21

1

(1 )( ) = ( 2 )
2

pw x x x x
E

− ν ν− − + + −
2

4 3 212 21

1 13

(1 ) 3( ) = ( 2 ) ( )
2 5

p phw x x x x x x
E G

 ν + ν ν− ν ν− − + + − − 
  

22
4 3 213 12 2312 21

1 13 1

3 ( )(1 ) 3( ) = ( 2 ) ( )
2 5 5

php phw x x x x x x
E G E

δ3
1(Ph x

δ −1( 1/2)x

 − ∈ − ⋅ ∈  
 
 ∈ ⋅ − ∈  

3 3

1 113 3

, [0;0.5) , [0;0.5)
2 2= = =

, [0.5;1] ( 1), [0.5;1]
2 2

Ph Phx x x
Q Q M M

Ph Phx x x

−w ( )w x ∈ [0;0.5]x +w
∈ [0.5;1]x

( )

−

+

− + +

− + − + −

2 1111
3 11

11 11 2
11 11

2 1111
3 2 11

11 11 2
11 11

( ) = ( 4 3 )
48 2( )

( ) = (4 12 9 1) 1
48 2( )

Ph DPw x x x x
D D

Ph DPw x x x x x
D D

−

+

− ν ν− − +

− ν ν− − + −

312 21

1

3 212 21

1

(1 )( ) = ( 4 3 )
4

(1 )( ) = (4 12 9 1)
4

Pw x x x
E

Pw x x x x
E



50 ШЕШЕНИН, МУРАДХАНОВ
Аналогично рассматривается трехмерное состояние. Оказывается, что функции
ϕ1(x) для плоско-напряженного и трехмерного состояния совпадают, откуда следует
совпадение прогиба пластины в рамках теории Рейсснера для трехмерного и плоско-
напряженного состояний. А поскольку дифференциальное уравнение в рамках теории
Рейсснера идентично теории третьего порядка, то решение в плоско-напряженном и
трехмерном состоянии в рамках теории третьего порядка записывается аналогичным
образом.

7. Сравнение теорий на примере однослойного волокнистого композита. Рассмотрим
однонаправленный волокнистый резинокордный композит [29]. Простейшие форму-
лы для эффективных свойств взяты из [30]:

В соответствии с [30], принято, что . Далее приводятся результаты расчетов
для пластины толщины h = 1/20 под действием равномерно-распределенной нагрузки

плотностью  и сосредоточенной нагрузки . Материалом матрицы явля-
ется резина с модулями Er = 0.015 Гпа, , в качестве корда используется тек-
стильный корд или сталь. Для резинокордного слоя приведенные выше формулы при-
знаются достаточными по точности. Эффективные свойства волокнистого композита
для данных материалов корда представлены в табл. 2.

Поскольку в рамках теории Кирхгофа поиск касательного напряжения σ13 не пред-
ставляется возможным, то используется формула Журавского.

Расчеты, показанные на рис. 3, 4 показывают, что решение по теории третьего по-
рядка совпадает с асимптотическим решением. Прогиб по теории Рейсснера также
совпадает с прогибом по отмеченным теориям.

Материал резинокорда с текстильным кордом обладает умеренно большой орто-
тропией. Он используется в качестве каркаса радиальной шины. Как видно теории
высшего порядка дают хорошее приближение. Однако прогиб по теории Кирхгофа
получается совсем неточным. Зато изгибающее напряжение совпадает с напряжением
по теории Рейсснера.

Однако картина распределения напряжений меняется при переходе к резинокорд-
ному материалу со стальным кордом, используемым в качестве брекера. Из рис. 4 вид-
но, что прогибы, полученные по теориям 2-го и 3-го порядка близки друг к другу и к
точному решению. Прогиб по теории Кирхгофа совершенно неточен. Но больший
интерес вызывает распределение в поперечном направлении нормального изгибаю-
щего напряжения. Распределение по теориям Кирхгофа и Рейсснера совпадают и, ко-
нечно, линейные. Они сильно отличаются от распределения по теории третьего по-
рядка и асимптотической теории. Последние совпадают между собой, но отличаются
от точного решения. Более того, обе теории демонстрируют нефизичные перегибы
графика. Распределение поперечного касательного напряжения одинаково для всех
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теорий высшего порядка и снова существенно отличается от точного распределения,
полученного МКЭ.

Таким образом, можно сделать вывод, что для пластины из сильно ортотропного
материала, такой как резинокорд брекера, точное решение целесообразно находить
МКЭ, используя кусочно-линейную аппроксимацию в поперечном направлении.

Граница применимости теории. Как видно из продемонстрированных расчетов, при
сильно выраженной ортотропии, когда отношение модулей  и  велико, теории
могут проявлять нефизичное поведение компоненты напряжений σ11. Также непри-
емлемым оказывается асимптотическое приближение. Для цилиндрического изгиба
выясним, когда наступает подобный эффект. Для этого запишем явное выражение
для компоненты σ11 в рамках, например, теории третьего порядка.

Рассматривается цилиндрический изгиб пластины в рамках плоско-напряженного
состояния, поэтому .

В соответствии с формулами (5.8), , откуда

Также из системы (5.9) следует:

В таком случае:

Поскольку , то:

Таким образом компонента σ11 как функция от z имеет вид: , где:

Для того, чтобы функция  была монотонной и не имела перегибов, не-
обходимо выполнение условия: . Действительно, поскольку  и
f ''(z) = 6bz, то если существует точка, отличная от нуля, в которой производная функ-
ции  принимает значение 0, то это точка локального минимума/максимума. А та-
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кие точки существуют, когда подкоренное выражение при решении уравнения
 положительно, т.е. . Таким образом получаем:

Поскольку , тогда окончательно:

В большинстве рассматриваемых случаев , поэтому последнее неравенство
принимает вид:

(7.1)

Таким образом, как показывает условие (7.1) отношение продольного модуля Юнга
к поперечному модулю сдвига должно быть ограничено сверху, чтобы не возникало
нефизичного распределения изгибающего напряжения.

8. Пример полимерно-волокнистого композита. Рассмотрим еще один пример орто-
тропного материала, эффективные свойства которого соответствуют однонаправлен-
ному полимерно-волокнистому композиту (ПВК), волокна которого направлены
вдоль оси 1. Эффективные свойства возьмем по формулам из [31]:

Рассмотрим композит с матрицей в виде эпоксидной смолы и углеродными волокна-
ми. В табл. 3 в соответствии с [30] приводятся упругие модули, используемые при рас-
чете эффективных свойств полидисперсной среды. Эффективные модули ПВК в со-
ответствии с ранее определенными формулами приведены в табл. 4. Далее приводятся

результаты расчетов для равномерно-распределенной нагрузки плотностью 
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Tаблица 1. Сдвиговой коэффициент 

Автор Год Прямоугольное сечение Круглое сечение

Timoshenko 1921 2/3 –

Timoshenko 1922

Goens 1931 5/6 9/10

Olsson 1934 –

Cowper 1966

Tanji et al 1972

κ

+ ν + ν(5 5 )/(6 5 ) + ν + ν + ν + ν2 2(6 12 6 )/(7 12 4 )

+ ν + ν(20 20 )/(24 15 )

+ ν + ν(10 10 )/(12 11 ) + ν + ν(6 6 )/(7 6 )

≈ + ν + ν + ν + ν2 2(6 12 6 )/(7 12 4 ) ≈ + ν + ν + ν + ν2 2(6 12 6 )/(7 12 4 )

Tаблица 2. Эффективные свойства волокнистого композита для различных материалов корда

Материал корда γc  (GPa) νc  (GPa) ν12

Текстиль 0.25 1.7 0 0.85 0.43 0.0053 0.37 0.0013

Сталь 0.12 200 0.25 80 24.0 0.023 0.47 0.0057

cE cG 1E 2E 12G
и сосредоточенной нагрузки , где в качестве  обозначе-
на дельта-функция.

9. Заключение. Предложено развитие асимптотической теории пластин до третьего
порядка точности на случай сильно ортотропного материала. В этом случае в задаче
имеется два малых параметра. В частном случае зависимости между параметрами ис-
ходную задачу с сильной ортотропией удалось свести к задаче для более толстой пла-
стины, для которой метод асимптотического разложения применим в стандартном
виде.

Асимптотическая теория сравнивается с классическими теориями Кирхгофа, Рейс-
снера и теорией третьего порядка. Показано, что для теории Рейсснера при сдвиговом
коэффициенте κ = 5/6 и теории третьего порядка дифференциальные уравнения про-
гиба пластины принимают одинаковый вид. Следует отметить, что для однородной
пластины используемое асимптотическое представление в первом приближении при-
водит к дифференциальным уравнениям, аналогичным теории Кирхгофа, а в третьем –
теории третьего порядка Амбарцумяна. Теория Рейсснера находится как бы между
ними, поскольку использует другое распределение основных напряжений по толщине
пластины, чем третье приближение асимптотической теории и теории третьего поряд-
ка. Именно, распределение компонент  по толщине пластины для теории Рейссне-
ра являются линейными, а для асимптотической теории и теории третьего порядка из-
меняются по кубическому закону.

δ −3
1 1( ) = ( 1/2)q x Ph x δ −1( 1/2)x

σIJ
Tаблица 3. Механические свойства матрицы и включений

Материал γ  (GPa) ν K (GPa)  (GPa)

Эпоксидная смола 0.5 2.4 0.35 2.7 0.9

Углерод 0.5 850 0.27 616 330.0

E G
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Рис. 5. Полимерно–волокнистый композит: равномерно-распределенная нагрузка.
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Сравнение теорий проводилось для задачи цилиндрического изгиба для пластины
под действием равномерно–распределенной или сосредоточенной нагрузок. Для ве-
рификации расчетов использовалось конечно–элементное решение на мелкой сетке.

Показано, что для резинокордного слоя брекера все рассмотренные теории не обес-
печивают достаточной точности. При этом теория третьего порядка и асимптотиче-
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Рис. 6. Полимерно–волокнистый композит: сосредоточенная нагрузка.
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Tаблица 4. Эффективные свойства полидисперсной среды с цилиндрическими включениями

 (GPa)  (GPa) ν12 ν23  (GPa)  (GPa)

430.0 6.9 0.30 0.49 2.65 2.32

11E 22E 12G 23G
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ская теория приводят к нефизичному результату. Таким образом, существует граница
применения данных теорий. Для столь сильно ортотропного материала целесообразно
использовать кусочно-линейную аппроксимацию перемещений и основных напряже-
ний в поперечном направлении.

Работа выполнена при поддержке Междисциплинарной научно-образовательной
школы Московского университета “Фундаментальные и прикладные исследования
космоса”.
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