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Настоящее исследование посвящено математическому моделированию предложен-
ной новой архитектуры микроэлектромеханического модально-локализованного
датчика ускорений (МЭМС-акселерометра/гравиметра) с чувствительным элемен-
том в виде защемленной с двух концов микробалки с начальной погибью, выпол-
ненной по форме первой несимметричной моды свободных колебаний. В работе по-
казано, что при несимметричной форме начальной погиби в области положитель-
ных осевых усилий существуют зоны близости частотных ветвей, соответствующих
второй симметричной и первой несимметричной формам колебаний. При кон-
струкционном обеспечении требуемого значения осевого растягивающего усилия в
микробалке этот эффект может быть использован, в частности, для измерения осе-
вой компоненты переносного ускорения по принципу амплитудной модальной ло-
кализации. Предусмотренная в компоновке датчика возможность нагрева чувстви-
тельного элемента с помощью протекающего по микробалке электрического тока
позволяет управлять рабочей точкой режима колебаний и, таким образом, в весьма
широких пределах варьировать диапазон измеряемых ускорений и степень чувстви-
тельности датчика. Предложенная в статье конфигурация электродов возбуждения
колебаний и съема выходного сигнала позволяет, с помощью контура обратной свя-
зи, стабилизировать на требуемом уровне амплитуду колебаний по рабочей (третьей)
симметричной форме и, при этом, измерять связанную с изменением величины из-
меряемой компоненты переносного ускорения амплитуду колебаний по несиммет-
ричной форме. Таким образом, в работе предложена и исследована математическая
модель оригинального модально-локализованного акселерометра (гравиметра), со-
держащего единственный чувствительный микробалочный элемент и задействую-
щего эффект обмена энергией между различными его формами колебаний.
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1. Введение. Все большее распространение в современной индустрии нано- микро-
электромеханических систем (Н/МЭМС) находит использование существенно нели-
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нейных характеристик проектируемых механических архитектур и принципов генера-
ции колебаний, а также коллективных динамических свойств подвижных элементов
устройств, что позволяет на порядки повысить точность и стабильность измерений
для широкого класса датчиков физических величин [1]. Интенсивное развитие полу-
чают исследования и прикладные разработки в области применения особенностей
модального взаимодействия в нелинейных и слабосвязанных колебательных системах
с двумя и более степенями свободы.

Одной из приоритетных задач индустрии МЭМС является создание вибрационно и
температурно устойчивых высокочувствительных элементов микромеханических си-
стем инерциальной навигации (акселерометров, гравиметров, гироскопов). В части
МЭМС-акселерометров и МЭМС-гравиметров, наряду с классическими амплитудно-
модулированными схемами (см., например, [2]), интенсивно развивается направле-
ние разработки резонансных и модально-локализованных датчиков [3–6]. Основным
принципом работы таких систем является влияние измеряемой компоненты ускоре-
ния подвижного объекта на рабочую частоту или вид собственной формы колебаний
микромеханической архитектуры. В большом числе современных работ (см., к приме-
ру, [7]) сообщается о том, что для модально-локализованных систем с контуром об-
ратной связи по амплитуде может быть достигнута на порядки более высокая чувстви-
тельность, чем для датчиков с частотным выходом.

Значительный научный и практический интерес представляет изучение уникаль-
ных спектральных (модальных и резонансных) свойств микромеханических систем с
проектируемыми возмущениями геометрии (начальной погибью балочных, пластин-
чатых и иных конструкций) и использование этих свойств для высокоточных измере-
ний. Известен целый ряд работ, в которых демонстрируются возможности успешного
практического использования подобных механических архитектур для задач высоко-
точных измерений: силы или переносного ускорения [8, 9], перемещений [10], скоро-
сти [11] и градиента скорости потока жидкости [12], газовых сенсоров [13, 14]. Извест-
ны также работы по использованию систем с начальной погибью в качестве актуато-
ров [15] и логических элементов перспективных вычислительных устройств [16]. На
настоящий момент в большинстве созданных устройств в качестве чувствительного
элемента применяется микробалка с начальной погибью, обладающая свойством би-
стабильности при действии постоянного электрического поля в межэлектродном за-
зоре.

Математическое моделирование и проектирование механических конструкций
рассматриваемого класса требует использования весьма сложных геометрически и
физически нелинейных моделей упругого деформирования континуальных систем.
Этой группе вопросов посвящена обширная литература (см., к примеру, [17–29]). От-
дельное интенсивно развивающееся направление исследований составляют задачи
нелинейной статики и динамики микромеханических конструкций с проектируемы-
ми возмущениями геометрии, действующих в электрических полях различных конфи-
гураций. А именно, значительное число работ посвящено изучению вопросов ветвле-
ния, бифуркаций, нарушения симмметрии положений равновесия и режимов пере-
ключения между ними для микробалок с начальной погибью [30–39]. Особенности
спектральных и нелинейных динамических характеристик таких конструкций также
являются предметом обширной группы исследований [40–53]. Известны работы, по-
священные вопросам синтеза алгоритмов управления колебаниями подобных систем
и обработки выходных сигналов [54–56]. Активно развивается направление проекти-
рования микромеханических датчиков с проектируемыми возмущениями геометрии
более сложной формы: мембран и пластинок [57–64].

Эффект локализации колебаний между симметричной и несимметричной формами
колебаний микробалки с начальной погибью изучается в работе [52]. В работе рас-
сматривается симметричная форма начальной погиби и несколько видов электроста-
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тического нагружения, в том числе несимметричным полем, при котором наблюдает-
ся эффект локализации колебаний по указанным формам. В настоящей работе лока-
лизация колебаний возникает при возбуждении колебаний симметричным полем, но
используется несимметричная форма начальной погиби микробалки.

Настоящее исследование посвящено математическому моделированию предложен-
ной новой архитектуры микроэлектромеханического модально-локализованного дат-
чика ускорений с чувствительным элементом в виде защемленной с двух концов мик-
робалки с начальной погибью, выполненной по форме первой несимметричной моды
свободных колебаний. Насколько известно авторам работы, микробалки с начальной
погибью до настоящего момента не рассматривались как элементы перспективных
резонансных (модально-локализованных) сенсоров переносных ускорений – акселе-
рометров или гравиметров. В работе показано, что при определенных условиях в коле-
бательной системе могут быть обеспечены условия для эффективного обмена энерги-
ей между симметричной и несимметричной формами колебаний чувствительного эле-
мента. Данный эффект может быть положен в основу разработки нового подкласса
высокоточных резонансных датчиков с амплитудным съемом выходного сигнала.

2. Предлагаемая модель акселерометра. Модель акселерометра, принцип действия
которого основан на локализации колебаний, изображена на рис. 1. В качестве чув-
ствительного элемента выступает начально изогнутая балка, защемленная с двух сто-
рон, которая находится в поле действия одного неподвижного электрода возбуждения
колебаний и двух неподвижных электродов съема колебаний. Электрическое напря-
жение, сообщенное концам балки, позволяет менять собственные частоты чувстви-
тельного элемента и настраиваться на рабочий режим. Подвижная масса M упруго
прикреплена к микробалке с помощью системы подвесов. Внешнее ускорение приво-
дит массу в движение и возникает распорное усилие Nm, действующее на микробалку.
Рабочий режим возбуждается центральным электродом и представляет собой колеба-
ния по третьей (второй симметричной) собственной форме балки. При наличии
внешнего ускорения распорное усилие изменяет значения собственных частот балки
и при правильном выборе параметров системы наблюдается эффект близости частот
между второй (первой несимметричной) и третьей (второй симметричной) формами
колебаний чувствительного элемента. Происходит обмен энергией между указанны-
ми формами, и колебания по второй собственной форме детектируются боковыми
электродами.

3. Математическая модель чувствительного элемента. Рассматривается изначально
изогнутая микробалка длины , заделанная с двух сторон и имеющая прямоугольное
поперечное сечение с толщиной  и шириной  (рис. 2).

Балка изготовлена из однородного изотропного упругого материала с модулем Юн-
га E. Начальная форма балки описывается функцией , где  – началь-
ное отклонение верхней точки балки от средней линии в неискривленном положении
и  – безразмерная функция, для которой выполняется условие .

Балка находится в поле одного неподвижного электрода, находящегося на расстоянии
. Предполагается, что  и что прогиб умеренно велик по сравнению с толщи-

ной балки, поэтому имеется необходимость учета растяжения средней плоскости.
Уравнение динамики системы имеет вид:

(3.1)

где  – функция прогиба,  – момент инерции сечения балки,  – плот-
ность материала балки, c – коэффициент трения, N – распорное усилие,  –
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Рис. 1. Модель модально-локализованного акселерометра.
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Рис. 2. Начально изогнутая микробалка в поле одного электрода.
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(3.2)
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(может быть как растягивающим, так и сжимающим):

(3.3)

Инерционная сила связана с ускорением массы следующим образом:

(3.4)

()' ˆ/d dx F

ε−
+

2

2
0

1=
2 ˆ( )

DCbVF
g z

ε b
DCV

thN

mN

0N

+ + 0= th mN N N N

=mN MW



139МОДЕЛЬ МИКРОМЕХАНИЧЕСКОГО
где W – ускорение корпуса.

Уравнение теплопроводности в объеме балочного резонатора имеет вид:

(3.5)

где  – коэффициент теплопроводности материала балки, J – плотность тока,  –

удельное сопротивление материала балки. Предполагается, что свойства материала

балки не зависят от температуры.

Плотность тока можно выразить через напряжение, прикладываемое на разные

концы балки :

Тогда уравнение теплопроводности примет вид

(3.6)

Решением уравнения (3.6) является

(3.7)

где константы интегрирования  определяются из граничных условий первого ро-

да на торцах балки, там поддерживается температура окружающей среды :

(3.8)
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(3.9)

Таким образом, температура вдоль оси балки определяется выражением:

(3.10)
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где  – масштаб времени,

может быть получено уравнение в безразмерном виде:

(3.13)

где  – производная по безразмерному времени d/dt.
В настоящей работе будет рассмотрена нелинейная задача о статическом равнове-

сии, а также спектральная задача вблизи положений равновесия, найденных на пер-

вом этапе.

3.1. Уравнение статического равновесия системы. Уравнение статического равнове-

сия в безразмерном виде:

(3.14)

где  – производная по безразмерной координате d/dx.

Для получения модели пониженного порядка применяется метод Галеркина, то

есть ищется приближенное решение уравнения (3.14) в виде:

(3.15)

где , так как граничные условия задачи однородны.

Разложение (3.15) выполняется по ортогональным собственным формам прямой

балки, удовлетворящим уравнению (3.16):

(3.16)

где  – квадрат безразмерной собственной частоты.

С учетом разложения в ряд по собственным формам и граничных условий, уравне-

ние статического равновесия приобретает вид

(3.17)

где  и Ci – собственные формы и коэффициенты при них соответственно.
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Полученное алгебраическое уравнение относительно коэффициентов Ci разложе-

ния функции прогиба по собственным формам решается с помощью методов теории

бифуркаций в программном комплексе MATLAB MATCONT [65].

3.2. Уравнение малых колебаний в окрестности положения равновесия. Уравнение ди-

намики системы имеет вид

(3.18)

Безразмерную функцию прогиба  можно разложить на статическую часть 

(найденную из уравнения статического равновесия (3.14)) и динамическую компонен-

ту, зависящую от времени zd:

(3.19)

Подстановка данного разложения в уравнение динамики приводит к уравнению от-

носительно динамической составляющей функции прогиба:

(3.20)

После раскрытия скобок, разложения члена электростатической силы в ряд Тейло-

ра по функции  и пренебрежения членами второго и более высоких порядков мало-

сти уравнение примет следующий вид:

(3.21)

Часть слагаемых, составляющих уравнение статического равновесия, взаимно ком-

пенсируются. В предположении отсутствия диссипации  малые свободные ко-

лебания около статического равновесия определяются уравнением

(3.22)

Аналогично уравнению статики, динамическая компонента функции прогиба так-

же может быть разложена в ряд по собственным формам прямой балки:

(3.23)

Далее разложение подставляется в уравнение (3.22), четвертая производная заме-

нится на соответствующее ей слагаемое согласно уравнению (3.16), а также все урав-

нение умножается на собственную форму  и интегрируется от 0 до 1. В результате

этих действий получена следующая система линейных ОДУ:
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Рис. 3. Диаграмма статического равновесия и функция прогиба микробалки. (a) – эволюция функции про-

гиба при движении по бифуркационной диаграмме, (b) – диаграмма равновесия (  

).
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(3.24)

Уравнение (3.24) представляет собой систему линейно связанных обыкновенных

дифференциальных уравнений относительно модальных координат uj. Решение зада-

чи на собственные значения данной системы уравнений дает первые n собственных

частот балки.

4. Диаграммы статического равновесия. В настоящем пункте приведены статические

диаграммы положений равновесия, полученные путем продолжения по параметру по-

стоянного электрического напряжения λ в уравнении (3.11).

Ниже на рисунке 3,b приведена зависимость прогиба в центре балки и в точках, со-

ответствующих  и  длины балки от параметра статического напряжения. Маркера-

ми отображены точки, в которых на рисунке 3,a изображены соответствующие им

функции прогиба балки в процессе движения по бифуркационной диаграмме.

При несимметричной форме начальной погиби микробалка не обладает свойством

бистабильности – существования двух различных устойчивых положений равновесия

при одном значении электростатического напряжения.

5. Анализ малых колебаний в окрестности положения равновесия. Приведем результа-

ты исследования частот и амплитуд малых колебаний вблизи положений равновесия,

найденных ранее в п. 4. Ниже представлены результаты исследования зависимости

собственных частот и форм изгибных колебаний балки при варьировании параметров

электростатического напряжения  и распорного усилия N. Следует отметить, что при

решении задачи на собственные значения для каждого значения указанных парамет-

ров использовалась функция статического прогиба , найденная из уравнения (3.14)

при текущих значениях параметров. На рис. 4 изображены зависимости первых трех

частот изгибных колебаний балки при увеличении параметра статического напряже-

ния.
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Рис. 4. Зависимость первых трех собственных частот микробалки от параметра статического напряжения
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На рис. 5 изображены зависимости первых трех частот изгибных колебаний балки

при варьировании параметра распорного усилия. Согласно уравнению (3.3), распор-

ное усилие складывается из усилия механической природы, вызванного преднапря-

женным состоянием чувствительного элемента, нагрева вследствие эффекта Джоуля

при протекании тока через балку, а также усилия, вызванного ускорением подвижной

массы, что является полезным выходным сигналом прибора.

В положительной области по параметру N на рис. 5, то есть в области растяжения,

наблюдается эффект близости частотных ветвей, соответствующих второй (первой не-

симметричной) и третьей (второй симметричной) собственным формам. Вид функ-

ции прогиба при значениях параметра N до и после области близости показывает, что

частотные ветви также меняются местами после прохождения этой зоны. Аналогич-

ный эффект близости указанных частотных ветвей наблюдается в работе [52] при воз-

буждении начально изогнутой микробалки несимметричным электростатическим по-

лем.

Для обнаружения эффекта локализации колебаний в данной зоне была построена

зависимость отношения амплитуд колебаний на указанных частотных ветвях от пара-

метра N, изображенная на рис. 6. Анализ данного графика показывает, что в системе

наблюдается эффект локализации колебаний и обмена энергией между второй и тре-

тьей формами изгибных колебаний. Однако, эффект наблюдается в области растяжения

чувствительного элемента, а настройка на рабочий режим происходит путем приложе-

ния разности потенциалов к торцам балки, что приводит к сжатию. Таким образом, не-

обходимое значение параметра N0, соответствующего начальному преднапряженному

состоянию, равно примерно 110 безразмерных единиц.

Далее представлены зависимости частотных ветвей второй и третьей собственных

форм в размерном виде и отношение амплитуд колебаний по данным формам относи-

тельно величины напряжения  с учетом преднапряженного состояния . Исполь-

зуемые числовые значения параметров системы приведены в таблице 1 (материал бал-

ки – изотропный кремний).

thV 0N
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Рис. 5. Зависимость первых трех собственных частот микробалки от параметра распорного усилия
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Рис. 6. Амплитудное отношение колебаний на второй и третьей собственных частотах.
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Из рис. 7 можно сделать вывод, что для сдвига рабочей точки прибора в нужном

диапазоне требуется относительно небольшое значение управляющего напряжения –

меньше 1 В.

Заключительным этапом данной работы является анализ чувствительности акселе-

рометра в зависимости от выбора рабочей точки и соотношения масс чувствительного

элемента и подвижной массы. Результаты исследования представлены в таблице 2, а
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Таблица 1. Числовые значения параметров системы

Величина Значение Величина Значение

Длина балки 1000 мкм Модуль Юнга кремния 170 ГПа

Толщина балки 2 мкм Плотность кремния 2329 кг/м3

Ширина балки 25 мкм Коэффициент теплопроводности 
кремния

130 Вт/(м · К)

Межэлектродный зазор 8 мкм Удельная теплоемкость кремния 700 Дж/(кг · К)

Амплитуда начальной погиби 2.6 мкм КЛТР кремния 2.6 × 10–6 1/К

Осевое усилие N0 2.5 × 10–4 Н Относительная диэлектрическая 
проницаемость воздуха

1

также на рис. 8 представлены зависимости отношения амплитуд от величины внешне-

го измеряемого ускорения.

Исходя из результатов, представленных в таблице 2, можно сделать вывод о том,

что при отношении массы подвижной части прибора к массе чувствительного элемен-

та (балки) в диапазоне  чувствительность амплитудного выхода мо-

дально-локализованного акселерометра, описанного в данной работе, достигает вели-

чин порядка 80000 ppm/g. Величина относительной чувствительности акселерометра с

амплитудным выходом сопоставима с характеристиками известных модально-локали-

зованных акселерометров [66–68].

Заключение. В настоящей работе выполнено параметрическое исследование нели-

нейных задач статики и динамики малых колебаний для изначально искривленной

микробалки как перспективного чувствительного элемента высокоточных резонанс-

ных датчиков различных физических величин. Изучен фактор формы начальной по-

гиби микробалки. Показано, что при несимметричной форме начальной погиби в об-

ласти положительных осевых усилий существуют зоны близости частотных ветвей,

соответствующих второй симметричной и первой несимметричной формам колеба-

ний. При конструкционном обеспечении требуемого значения осевого растягиваю-

/ = [100, 1000]M m
Рис. 7. Зависимость второй и третьей собственных частот и их амплитудного отношения от разности потен-

циалов на концах балки. (a) – зависимость частотных ветвей от , (b) – зависимость отношения амплитуд

от .
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Таблица 2. Сравнение выходных характеристик датчика при разных соотношениях масс и выбо-
ре рабочей точки

Отношение масс M/m Рабочая точка, V
Частота f3, 

кГц
Чувствительность , 

млн–1/g

100 102.1 8107

102.3 4290

102.6 2227

300 102.1 24321

102.3 12869

102.6 6682

500 102.1 40535

102.3 21449

102.6 11137

1000 102.1 81071

102.3 42898

102.6 22274

( )A

= 0.4thV

= 0.43thV

= 0.46thV

= 0.4thV

= 0.43thV

= 0.46thV

= 0.4thV

= 0.43thV

= 0.46thV

= 0.4thV

= 0.43thV

= 0.46thV
щего усилия в микробалке этот эффект может быть использован, в частности, для из-

мерения осевой компоненты переносного ускорения по принципу амплитудной мо-

дальной локализации. Предусмотренная в компоновке датчика возможность нагрева

чувствительного элемента с помощью протекающего по микробалке электрического
Рис. 8. Зависимость отношения амплитуд колебаний по второй и третьей собственным формам от величи-

ны внешнего ускорения, .
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тока позволяет управлять рабочей точкой режима колебаний и, таким образом, в весь-

ма широких пределах варьировать диапазон измеряемых ускорений и степень чув-

ствительности датчика. Предложенная в статье конфигурация электродов возбужде-

ния колебаний и съема выходного сигнала позволяет, с помощью контура обратной

связи, стабилизировать на требуемом уровне амплитуду колебаний по рабочей (тре-

тьей) симметричной форме и, при этом, измерять связанную с изменением величины

измеряемой компоненты переносного ускорения амплитуду колебаний по несиммет-

ричной форме. Таким образом, в работе предложена и исследована математическая

модель оригинального модально-локализованного акселерометра (гравиметра), со-

держащего единственный чувствительный микробалочный элемент и задействующего

эффект обмена энергией между различными его формами колебаний.

Поддержка. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда

№ 21-71-10009, https://rscf.ru/project/21-71-10009/.
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