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Рассмотрена задача об определении характеристик чувствительности неоднородных
изотропных упругих тел по отношению к трем функциям, характеризующим неод-
нородность – коэффициентам Ламе и плотности. Сформулированы соответствую-
щие краевые задачи, получены формулы для определения чувствительности. Пред-
ставлен пример для цилиндрического стержня при анализе продольных и изгибных
колебаний, проанализирована чувствительность к изменению модуля Юнга и плотно-
сти. При помощи итерационного алгоритма и метода регуляризации А.Н. Тихонова
решен ряд обратных задач по определению этих характеристик для монотонных и не-
монотонных законов их изменения, представлены результаты вычислительных экспе-
риментов. Проанализирована норма разности точного и восстановленного решений.
Даны рекомендации по выбору частотного диапазона для зондирования, наиболее
эффективного с точки зрения реконструкции.
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Введение. В последние годы при решении многих задач механики деформируемого
твердого тела, особенно при изучении идентификации параметров новых моделей ин-
терес вызывает исследование чувствительности решений по отношению к параметрам
модели – модулям упругости, параметрам вязкоупругих и пороупругих операторов,
пьезомодулей, коэффициентам теплопроводности и другим характеристикам. Это
связано с интенсивным исследованием по меньшей мере двух важных классов задач
для однородных или неоднородных деформируемых тел.

Первый класс задач связан с нахождением некоторых оптимальных параметров или
законов изменения характеристик, доставляющих экстремум некоторого функциона-
ла качества [1], характеризующего деформативность, минимум веса при сохранении
прочности, армирование, критические значения в задачах устойчивости, резонансные
частоты и др.

Второй класс связан с решением ряда обратных задач по реконструкции постоян-
ных или переменных свойств тел при наличии дополнительной информации о реше-
нии в виде компонент граничных полей, амплитудно-частотных характеристик, резо-
нансных частот [2–9]. При этом отметим, что наиболее адекватными постановками
являются такие, когда дополнительная информация в обратной задаче задана на гра-
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нице изучаемого тела, что при решении обратных задач приводит к изучению нели-
нейных операторных уравнений (или систем) с компактными операторами. Другая
постановка, которая стала достаточно интенсивно изучаться в последнее время, опи-
рается на дополнительную информацию, заданную в виде компонент полей смеще-
ний, заданных (измеренных) внутри тела. Эта постановка, опирающаяся на измери-
тельные ресурсы эластографии, и реализующаяся для идентификации мягких тканей
в биомеханике, приводит к линейным операторным уравнениям, которые стали пред-
метом исследований относительно недавно [10–13].

Выявление параметров задачи, которые наиболее сильно (или слабо) влияют на ис-
следуемые функции или функционалы, важные для дальнейшего анализа соответ-
ствующей проблемы, составляет суть анализа чувствительности.

В ряде случаев, когда изучаемые характеристики постоянны, такой анализ даже по
отношению к целому комплексу характеристик осуществляется на базе стандартной
схемы – при помощи вычисления частных производных измеряемой (заданной)
функции или функционала по параметрам, относительно которых такой анализ осу-
ществляется. Приравнивание их нулю приводит к базовой системе уравнений для
определения параметров. Соответственно численная процедура анализа чувствитель-
ности производится следующим образом: фиксируются все параметры, кроме одного,
и анализируются зависимости наблюдаемой характеристики от этого параметра. К со-
жалению, анализ чувствительности не может быть осуществлен в рамках такой схемы,
если анализируемые параметры переменны, что часто встречается в последнее время
при анализе и оптимизации свойств функционально-градиентных материалов, и тре-
бует более тонких подходов. Заметим, что при этом чувствительность определяется не
только параметрами или функциями, характеризующими физические свойства объек-
та, но и способом нагружения.

Так, статья [6] посвящена некоторым статическим и динамическим обратным зада-
чам, возникающим для моделей линейной упругости для трехмерных упругих сред и
тонких упругих пластин, а именно идентификации распределений модулей упругости,
параметров модели или скрытых объектов, таких как трещины. Представлены форму-
лы для определения параметрической или геометрической чувствительности.

В [14] разработан анализ чувствительности первого и второго порядка задачи на
собственные значения обобщенных несимметричных матриц с использованием тео-
рии возмущений. Затем эти результаты применяются для анализа чувствительности
при изучении распространения волн в конструкциях. Введены характеристики чув-
ствительности по отношению к системным параметрам волновых чисел и форм вол-
новых мод. Приведены выражения для групповой скорости. Для демонстрации пред-
лагаемого подхода используются численные результаты для тонкой балки и слоистой
панели.

Наиболее простыми и подробно изученными являются задачи для функционально-
градиентных стержней и слоистых балочных структур [9, 15, 16].

В качестве примера приведем задачу об идентификации законов изменения модуля
упругости и плотности неоднородного изотропного цилиндрического стержня, один
торец которого закреплен [16], при анализе продольных и изгибных колебаний. При
этом можно возбуждать колебания различного типа под воздействием разного типа
нагрузок (продольные, изгибные, крутильные). Отметим, что параметр Ляме  не вхо-
дит в задачу о крутильных колебаниях, соответственно чувствительность тангенциаль-
ного смещения к этому параметру (функции) равна нулю. Возникает вопрос – каким
образом необходимо нагружать объект (и выбирать частотный отрезок нагружения
или несколько таких отрезков), чтобы соответствующий отклик был чувствителен к
искомой характеристике и таким образом создавать процедуру идентификации, близ-
кую к оптимальной.

λ
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Отметим, что имеются следующие возможности при анализе заданных (измерен-
ных) характеристик смещений.

1. Для функций, которые параметризуются конечным набором числовых параметров
(полиномы, тригонометрические полиномы, линейные комбинации экспонент) – это
нахождение частных производных, либо, как описано выше, осуществление вычисли-
тельных экспериментов при фиксации всех параметров, исследование зависимости
базового функционала от каждого параметра.

2. В случае, когда идентифицируемые характеристики переменны, возможно для
оценочных прикидочных расчетов использовать верхние и нижние оценки для функ-
ций, которые часто известны.

3. Ввести соответствующие характеристики чувствительности средствами функци-
онального анализа, используя производные соответствующих операторов по Фреше
[17], составить и анализировать краевые задачи относительно таких производных.

Таким образом, целью настоящей работы является обсуждение и формулировка
критериев чувствительности для неоднородных материалов и элементов конструкций
из них. Отметим, что в ряде ситуаций возможно указать такие режимы нагружения
объекта, при которых чувствительность объекта по отношению к какой-либо характе-
ристике равна нулю. Например, помимо приведенного выше примера для крутильных
колебаний, таковым является модуль сдвига при возбуждении в образце цилиндриче-
ской формы продольных или изгибных колебаний.

1. Постановка задачи, введение основных характеристик чувствительности для неод-
нородных упругих тел. Рассмотрим соответствующую проблему чувствительности для
оператора теории упругости. Пусть краевая задача об установившихся колебаниях не-
однородного упругого тела описывается в рамках следующей постановки.

Рассмотрим установившиеся колебания ограниченной области V с кусочно-глад-
кой границей , а nj – компоненты единичного вектора внешней нормали к
S. Сформулируем постановку коэффициентных обратных задач для определения за-
висящих от координат материальных характеристик материала в случае задания до-
полнительной информации на границе объекта.

Уравнения установившихся колебаний имеют вид:

(1.1)

Определяющие соотношения представляют собой закон Гука для анизотропного
упругого тела

(1.2)

Соотношения (1.1), (1.2) позволяют записать систему дифференциальных уравне-
ний второго порядка, которая наиболее часто используется для анализа колебаний од-
нородных и неоднородных тел. Для формулировки краевой задачи необходимо задать
граничные условия, будем считать, что в общей ситуации они представляют собой
условия смешанного типа

(1.3)

Здесь  – компоненты тензора упругих модулей, являющиеся кусочно-непрерыв-
ными функциями координат, которые удовлетворяют обычным условиям симметрии
и положительной определенности,  – плотность среды.

Сформулируем задачу определения коэффициентов дифференциального оператора
теории упругости по дополнительной информации

(1.4)
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Такая постановка соответствует измерению поля перемещений на части границы
, на которой осуществляется нагружение, в некотором диапазоне частот. Отметим,

что в такой общей постановке задача является нелинейной и построение решения
осуществляется на основе построения некоторого итерационного процесса, который
достаточно подробно описан в [9, 16, 17]. Приведем постановку в случае изотропного
тела, для которого закон Гука (2) имеет вид

(1.5)

где  – параметры Ляме, являющиеся положительными функциями координат.
Для упругих тел можно пользоваться обобщенным соотношением взаимности и по-

лученным на его основе операторным соотношением [9]. При исследовании коэффи-
циентных обратных задач, состоящих в определении функций, характеризующих не-
однородность, для общих линейных моделей механики сплошной среды также можно
опираться на слабую формулировку, которая весьма часто используется и для иссле-
дования прямых задач.

При формулировке слабой постановки спроектируем уравнение движения (1.1) на
элемент , представляющий собой вектор-функцию с дифференцируемыми компо-
нентами и удовлетворяющую граничным условиям на  (далее будем считать, что

). Используя теорему Гаусса–Остроградского и учитывая граничные условия
в (1.3), приведем это равенство к виду , где  есть трилинейная
форма (линейная по каждому аргументу) переменных ,  – линейная форма.

Так, слабая постановка для анизотропной теории упругости состоит в нахождении
компонент вектора смещений, причем для трилинейной и линейной форм имеем со-
ответственно

(1.6)

Для решения обратной задачи по восстановлению трех переменных характеристик
 используется несколько подходов, в основе которых лежит итерационный метод

типа Ньютона [9–16] и его модификации. Сформулируем соответствующие оператор-
ные уравнения. Для нахождения трех характеристик будем использовать три режима
зондирования, которые характеризуются как разными областями приложения нагруз-

ки, так и способом ее приложения. Обозначим эти нагрузки через ; соот-

ветствующие им поля смещений будем обозначать через .
В изотропном случае для определяющих соотношений вида (5) из слабой постанов-

ки (1.6), полагая , имеем следующую систему нелинейных интегральных урав-
нений типа Урысона

(1.7)

Особенностью этой системы, состоящей из 3 нелинейных интегральных уравне-
ний, является знакоопределенность ядер, зависящих от компонент смещений и их
градиентов, при неизвестных функциях . Возможное нарушение знакоопреде-
ленности в зависимости от компонент тензора деформаций имеется в случае исполь-
зования модели несжимаемого материала, а также при таком виде нагружения, когда
шаровая часть тензора деформаций обращается в ноль (что приводит к обращению в
ноль ядра при , что отмечено выше). Заметим попутно, что ядра при  и  в ноль не
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обращаются. Обычно система нелинейных операторных уравнений вида (1.7) иссле-
дуется на основе операторного метода Ньютона, при этом требуется нахождение про-
изводных по Фреше от основного оператора и выбор начального приближения.

Начальное приближение для реализации итерационного процесса отыскивается
обычно в некотором узком классе функций – постоянных, линейных или кусочно-ли-
нейных путем минимизации функционала невязки

(1.8)

и на каждом шаге итерационного процесса необходимо формировать и решать линей-
ную систему интегральных уравнений Фредгольма первого рода с гладкими ядрами,
позволяющую находить поправки к некоторому приближению. Далее будем считать,
что  характеризует поправки для ,  характеризует поправки для параметра , а 
характеризует поправки для плотности, гладкие ядра в (1.7)  неотрицательны,

 – отрицательны. Решение таких интегральных уравнений и систем представляет
собой некорректную задачу [2] и может быть построено лишь на основе сужения про-
странства поиска до компактного или конечномерного множества, причем регуляри-
зованные решения строятся на базе метода А.Н. Тихонова. Особенностью ситуации,
когда определяется несколько функций, является то обстоятельство, что ядра системы
в силу различной чувствительности в равномерной норме могут различаться на поря-
док и более друг от друга, что приводит к сильному вырождению линейных систем при
численной реализации. Это подтверждают результаты вычислительных эксперимен-
тов, осуществленные при решении обратных задач для цилиндрической области [17–
20]. В вычислительных экспериментах по определению трех функций, зависящих от
радиальной координаты, показано, что законы изменения  и  находятся с приемле-
мой точностью, а  – с весьма невысокой, что связано с разным порядком ядер в инте-
гральных уравнениях типа (1.7).

Вернемся к операторному уравнению, в описание которого помимо полевых пере-
менных входят коэффициенты, образующие вектор .

Для оценки чувствительности введем в рассмотрение следующие характеристики
чувствительности относительно величин напряжений и смещений, где производные
понимаются в смысле Фреше [21]

(1.9)

Осуществляя необходимые построения и формируя соответствующие краевые за-
дачи для введенных производных, получим связанную систему краевых задач. При
этом, используя соответствующие соотношения взаимности, для произвольной на-
грузки для введенных характеристик получены следующие соотношения

(1.10)

Отметим, что для оценки чувствительности в некоторой точке поверхности тела
следует осуществить зондирование с помощью сосредоточенных нагрузок. При этом
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(1.11)

которые позволяют определять чувствительность тела по отношению к различным
видам воздействий и сравнивать отклики для различных законов неоднородности.

2. Пример оценки чувствительности для цилиндрического стержня. В качестве приме-
ра оценки чувствительности рассмотрим частную обратную задачу об определении
двух функций  и  соответственно безразмерного модуля Юнга и безразмер-
ной плотности для консольно-закрепленного стержня, в котором возбуждаются
а) продольные колебания за счет приложения продольной силы единичной амплиту-
ды на конце, б) изгибные колебания за счет приложения единичного момента на кон-
це. В качестве дополнительной информации в обратной задаче будем считать, что за-
даны амплитудно-частотные характеристики о смещении и угле поворота на конце в
зависимости от частоты колебаний.

(2.1)

(2.2)

В работе [16] построены интегральные уравнения вида (1.7) для стержня, в котором
возбуждаются продольные или изгибные колебания. Эти уравнения имеют вид

(2.3)

(2.4)

соответственно ядра интегральных операторов обладают свойствами знакоопределен-
ности, отмеченными выше. Здесь  и  – соответственно амплитуды продольных и
изгибных перемещений стержня, которые, вообще говоря, являются нелинейными
операторами от искомых функций g(x) и r(x); введены безразмерные параметры:

,  (для кругового стержня радиуса ),  – характерные
значения плотности и модуля Юнга.

Итерационный процесс, описанный выше, приводит на n-й итерации к последова-
тельному решению задач для стержней с известными переменными характеристиками
и нахождению поправок из системы интегральных уравнений вида [16]. Собственно
чувствительность для этого объекта отражают операторные зависимости   от
материальных характеристик стержня. Если ввести соответствующие производные,

отражающие чувствительность , , ,  и оператор

то нетрудно построить операторные уравнения для этих функций, а также установить
некоторые соотношения для расчетов и соответствующие неравенства
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Из этих неравенств следуют следующие выводы, которые аналогичны теоремам
сравнения Штурма.

1. Увеличение модуля упругости для неоднородного стержня приводит к уменьше-
нию амплитуды продольного смещения и угла поворота.

2. Увеличение плотности для неоднородного стержня приводит к увеличению ам-
плитуды колебаний продольного смещения и угла поворота.

3. Характеристики чувствительности сильно возрастают при приближении к резо-
нансным значениям для соответствующих операторов, частотный анализ позволит
выделить области, наиболее благоприятные для реконструкции неоднородных харак-
теристик.

Замечания. 1. Отметим, что эти выводы относятся к тем сравнениям характеристик,
когда неравенства выполняются всюду в области, занятой стержнем.

2. Важным также является сравнительный анализ разнородных характеристик чув-
ствительности и выявление частотных областей, в которых они имеют одинаковый
порядок.

Исследования в рамках предлагаемого подхода могут быть использованы при ана-
лизе колебаний кругового цилиндра и волновода [20] и решении КОЗ при общих дву-
мерных и трехмерных законах неоднородности, а также при анализе влияния компо-
нент предварительных напряжений.

3. Вычислительный эксперимент. При помощи методов пристрелки вычислим чув-
ствительности для балки, материальные свойства которой описываются функциями

, , примем, что .
На рис. 1 изображены зависимости функций  от параметра . Они яв-

ляются знакоопределенными. Структура этих функций такова. Они бесконечно диф-
ференцируемы, имеются разрывы второго рода, соответствующие резонансам (изгиб-
ным  и продольным ) и антирезонансы (на них
амплитуды соответствующих перемещений обращаются в ноль). Были проведены
масштабные вычислительные эксперименты, приведем результаты некоторых из них.

Рассмотрим задачу по восстановлению функций , r(x) = 0.67 + x2.
Построим АЧХ задач продольных и изгибных колебаний . Рассмотрим два
набора частот.

1. Точки первого набора . В качестве точек
первого набора выбраны такие точки, которые были бы близки к резонансным часто-
там и удалены от нуля и частот антирезонанса. Введем следующие характеристики

(3.1)

(3.2)

На основе точек первого набора вычисляется функционал невязки в соответствии с
(3.1). Путем его минимизации найдено начальное приближение , r0(x) =
= . На основе метода регуляризации А.Н. Тихонова с автоматическим вы-
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Рис. 1. Зависимость  от параметра .
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бором параметра регуляризации реализован итерационный процесс и найдены иско-
мые функции.

В табл. 1 сравнение АЧХ выполнено в евклидовой метрике (3.1) (так как в использу-
емом частотном диапазоне содержатся и резонансы), а сравнение точных функций
g(x), r(x) с результатами реконструкции в метрике  (3.2). Для использования невязки
(3.2) и перехода к следующей итерации используются кусочно-линейные аппрокси-
мации. Нулевая итерация соответствует начальному приближению. Заметим, что су-
щественное снижение невязки в решении происходит уже при первой итерации.

2. Аналогичный вычислительный эксперимент выполним для второго набора ча-
стот . Путем минимизации функционала
невязки найдено начальное приближение , .

В табл. 2 представлены невязки для второго диапазона частот. Отметим, что они
также значительно уменьшаются уже после первой итерации. При том, что невязка по
АЧХ оказалась меньше, чем в предыдущем случае, невязки в реконструкции функций
g(x) и r(x) оказались выше. Таким образом, можно считать этот частотный набор ме-
нее удачным.

Рассмотрим также задачу по восстановлению немонотонных функций с одинако-
вым среднеинтегральным значением , .
Зададим третий частотный набор . Путем
минимизации функционала невязки найдено начальное приближение ,

.
Из табл. 3 видно, что невязки, отвечающие начальному приближению достаточно

велики. Оказалось, что  на всем интервале и  при .
Наблюдение за решением на итерациях позволило выявить, что после 2 итерации не
происходит его существенных изменений.

2L
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Таблица 1. Сравнительный анализ невязок на итерациях

№ итерации

0 0.28 0.038 0.022
1 1.00 0.0064 0.0080
2 0.15 0.0070 0.0057
3 0.055 0.0069 0.0055

f
jJ g

jJ r
jJ



160 ВАТУЛЬЯН, ЮРОВ

Таблица 2. Сравнительный анализ невязок на итерациях

№ итерации

0 0.185 0.038 0.021
1 0.098 0.0098 0.012
2 0.033 0.0082 0.011
3 0.030 0.0078 0.010

f
jJ g

jJ r
jJ

Таблица 3. Сравнительный анализ невязок на итерациях

№ итерации

0 0.905 0.062 0.103
1 0.661 0.0038 0.0013
2 0.125 0.0015 0.0013
3 0.063 0.0016 0.00095
4 0.050 0.0017 0.0012

f
jJ g

jJ r
jJ
На рис. 2 сплошными линиями изображены точные решения обратной задачи: g(x)
слева и r(x) справа. Пунктирной линией (номер 0) изображено начальное приближе-
ние g0(x) и . Под номерами 1 и 4 изображены, соответственно, результаты рекон-
струкции на первой и четвертой (последней) итерациях.

Результаты вычислительных экспериментов позволили сформулировать следую-
щие рекомендации при решении коэффициентных ОЗ для стержневых структур при
выборе частотного диапазона:

1. Не использовать узкий частотный диапазон для съема АЧХ.
2. Оптимально в качестве частотного диапазона использовать частоты в окрестно-

сти первого и второго резонанса, поскольку в окрестности нуля практически отсут-
ствует чувствительность к изменению плотности, а после второго резонанса ядра ин-
тегральных уравнений начинают достаточно сильно осциллировать, обращаясь в ноль

( )0r x
Рис. 2. Результаты реконструкции на 1 и 4 итерациях.
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в наборе точек, что негативно влияет на обусловленность матрицы получаемой алгеб-
раической системы и в целом на процесс реконструкции.

3. Так как ядро при поправке к плотности обращается в нуль на закрепленном кон-
це стержня, то для получения приемлемых результатов реконструкции нужно задать
значение плотности в этой точке.

Заключение. Обсуждены некоторые аспекты исследования обратных задач по на-
хождению переменных характеристик для моделей теории упругости. На основе про-
изводных по Фреше введены характеристики чувствительности для модели неодно-
родной линейной теории упругости, построены общие соотношения, позволяющие
вычислять характеристики чувствительности при установившихся воздействиях.
Представлен пример для неоднородного стержня, найдены соответствующие характе-
ристики чувствительности.

Благодарности. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного
фонда № 22-11-00265, https://rscf.ru/project/22-11-00265/, Южный федеральный уни-
верситет.
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