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В статье рассматривается проблема вывода определяющих уравнений для микропо-
лярного термоупругого континуума GN-I в специфике стандартного псевдотензор-
ного формализма. Псевдотензорный подход в большинстве случаев оправдан при
моделировании гемитропных микрополярных тел, термомеханические свойства ко-
торых чувствительны к зеркальным отражениям трехмерного пространства. Приво-
дятся минимально необходимые для понимания сведения из теории псевдотензо-
ров. Привлекаются общие термодинамические подходы, обсуждаются уравнения
баланса энтропии и различные формы баланса внутренней и свободной энергии
Гельмгольца. Устанавливаются веса основных термомеханических псевдотензоров.
В линейном приближении выводятся определяющие уравнения гемитропного мик-
рополярного термоупругого континуума (GN-I) первого типа. В линейном прибли-
жении получена связанная система дифференциальных уравнений теплопроводно-
сти и динамических уравнений микрополярного термоупругого континуума GN-I.
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1. Введение. Изучение термомеханических свойств современных конструкционных
материалов и метаматериалов [1–6] оказывается возможным в результате синтеза ап-
парата современной термодинамики [7–9] и микроструктурных представлений [10–
12]. Большинство биоматериалов и метаматериалов с точки зрения их термомеханиче-
ских свойств чувствительны к преобразованиям, изменяющим ориентацию простран-
ства1, например, зеркальным отражениям и инверсиям пространства2. Однако, следует
понимать, что определяющие тензоры и определяющие постоянные линейных изо-
тропных микрополярных сред не проявляют чувствительность к указанным преобразо-
ваниям. Наиболее простой моделью, с определяющими псевдоскалярами, чувствитель-
ными к упомянутым преобразованиям пространства, оказывается гемитропная микро-
полярная среда, задающаяся девятью определяющими псевдоскалярами.

1 Мы считаем, что ориентация трехмерного пространства задается с помощью знака фундаментального
ориентирующего псевдоскаляра sgn. [13, 14].2 Под инверсией трехмерного пространства мы подразумеваем преобразование координатного репера, со-
поставляющее координатам их противоположные значения.



164 МУРАШКИН, РАДАЕВ
Термодинамические процессы, протекающие в термодинамических системах, с
точки зрения математической модели определяются эволюцией параметров состояния3,
составляющих термодинамический базис. Термодинамические процессы можно услов-
но разделить на равновесные и неравновесные. Равновесным называется такой термо-
динамический процесс, при котором все состояния, через которые последовательно
эволюционирует система, с достаточной степенью точности являются равновесными
состояниями, т.е. когда все термодинамические характеристики чрезвычайно близки к
своим средним значениям4. К таким процессам можно отнести медленно протекающие
процессы, когда время релаксации достаточно мало, по сравнению с характерным вре-
менем перехода между двумя соседними равновесными состояниями. В этом случае
процессы чаще всего рассматриваются как квазистатические, поскольку для динамиче-
ских процессов высказанные условия в большинстве случаев нарушаются.

Кроме того, термодинамические процессы, можно разделить на обратимые и необ-
ратимые. Обратимым называется такой термодинамический процесс, для любых двух
состояний которого фактически реализуются термодинамические процессы как в
прямом, так и в обратном направлениях. Поясним сказанное на двух простых приме-
рах. Рассмотрим в качестве примера модель атермической деформации цилиндриче-
ского упругопластического образца до и за пределом упругости (см. рис. 1). При зна-
чениях силовой нагрузки, ниже предела упругости , что на рисунке соответствует
точкам кривой между состояниями 1 и 2, термодинамический процесс будет обрати-
мым и разгрузка образца вернет процесс к начальному состоянию 1 [17]. При нагруже-
нии образца выше предела текучести (состояния 3 и 4) образец начнет проявлять не-
упругие свойства и процесс разгрузки пойдет по пути 4–5, а не вернется в состояние 1
по траектории , что означает необратимость процесса 1–4. В термодина-
мически необратимых процессах наблюдается неконтролируемое (неуправляемое, са-
мопроизвольное) производство энтропии (uncontrollable entropy production).

Для описания состояния термодинамической системы используются функции,
функционально зависящие от базиса термодинамических переменных (параметров
состояния: энтропия, деформация, температура), и термодинамические потенциалы
состояния (внутренняя энергия, свободная энергия Гельмгольца и другие энергетиче-
ские формы).

Термодинамический подход к исследованию процессов деформирования микропо-
лярных материалов использовался, например, в работах [10–12] и работах авторов
[6, 18, 19], где проводится построение определяющих уравнений для упругих микро-
полярных материалов в терминах абсолютных тензоров. Однако, построение опреде-
ляющих уравнений и термодинамических потенциалов для гемитропных микропо-
лярных термоупругих сред на корректной основе требует привлечения аппарата алгеб-
ры псевдотензоров (см., например, [14, 20, 21]).

В настоящей работе обсуждаются вопросы вывода определяющих соотношений для
микрополярного термоупругого континуума GN-I в терминах псевдотензоров. При-
водятся (правда, в минимальной степени) основные понятия алгебры и анализа псев-
дотензоров [22–28]. Обсуждаются уравнения баланса энтропии и различные формы ба-
ланса внутренней и свободной энергии Гельмгольца. Вычисляются веса основных термо-
механических величин. В линейном приближении выводятся определяющие уравнения
гемитропного микрополярного связанного термоупругого континуума GN-I.

2. Псевдотензоры в трехмерном евклидовом пространстве. Рассмотрим трехмерное
евклидово пространство5. Выберем в пространстве криволинейную систему коорди-

3 В книге Л.И. Седова [15] упомянутые параметры обозначены через .
4 Данные представления характерны для курса “Теоретической физики” Л.Д. Ландау, Е.М. Лифшица [16].5 Трехмерность пространства существенна для всех дальнейших рассуждений.
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Рис. 1. Одноосное растяжение образца за предел текучести.
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где  – компоненты метрического тензора. Компоненты фундаментального тензора
gij связаны с метрическим тензором соотношением

(2.2)

И метрический, и фундаментальный тензоры являются абсолютными (истинными)

тензорами. То же самое относится к символу Кронекера .
Введем в рассмотрение локальные базисные триэдры, связанные с выбранной ко-

ординатной системой в трехмерном пространстве:  ( ) – локальный ковари-

антный базис;  ( ) – локальный контравариантный (взаимный) базис.
Базисные векторы и взаимные базисные векторы удовлетворяют следующему соот-

ношению:

Метаиндексы  и  (в отличие от тензорных индексов) записываются шрифтом “fraktur”.
С ориентацией локальных базисов связан фундаментальный объект псевдотензор-

ной алгебры и многомерной геометрии – символы перестановок [23–25], которые не
являются абсолютными тензорами и определяются согласно соотношениям:

(2.3)

Заметим, что -символы нарушают основные привила тензорного формализма, что

видно уже по (2.3). Символы перестановок  и  являются относительными кова-
риантными тензорами (псевдотензорами) веса –1 ( ) и одновременно – от-
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носительными контравариантными тензорами веса +1 ( ), поэтому было бы
корректно использовать для них следующие обозначения:

Далее сверху корневого символа относительного тензора в квадратных скобках будем
отмечать его вес. Нулевой вес, присущий абсолютным тензорам, не отражается нами в
обозначениях.

Введем в рассмотрение ориентирующий трехмерное пространство псевдоскаляр
(относительный скаляр веса +1 ( )), представляющий собой смешанное
произведение базисных векторов:

(2.4)

и относительный скаляр отрицательного веса  ( ):

(2.5)

Обратим внимание, что псевдоскаляр (2.4) с точностью до знака совпадает с объе-
мом параллелепипеда, построенного на базисных векторах . Нетрудно показать, что в
евклидовом пространстве справедливо равенство

(2.6)

где g – детерминант метрического тензора. Условие  ( ) является фундамен-
тальным для развития общей теории относительности [29] и, например, математиче-
ской теории пластичности [30]. Важно отметить, что в этом случае абсолютные тензо-
ры совпадают с псевдотензорами с точностью до знака, учитывая уравнение (2.8) по-
лучим

(2.7)

Откуда следует, что псевдотензоры меняют свой знак на противоположный при изме-
нении ориентации координатного репера если их вес нечетный. Подчеркнем, что e > 0
для правоориентированной координатной системы, e < 0 для левоориентированной
координатной системы.

Псевдотензор  веса g ранга  с помощью степеней фундаменталь-

ного ориентирующего псевдоскаляра можно преобразовать к абсолютному тензору
того же ранга согласно

(2.8)

В дальнейшем изложении у фундаментальных символов, таких как e и g, указание
на их вес будем опускать.

Ковариантная производная псевдотензорного поля  была введена О. Веб-

леном [26, 27] и вычисляется согласно [14, 24]:
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(2.9)

В частности, для псевдоскаляра ковариантная производная, независимо от веса ,
примет вид

(2.10)

где

Учитывая свойства символов Кристоффеля  и соотношение (2.6), получим выра-
жение для ковариантной производной (2.10)

(2.11)

Однако, существуют альтернативные подходы реализации ковариантного диффе-
ренцирования псевдотензора. Определим ковариантную производную псевдотензора
произвольного ранга и целого веса  с помощью соотношения:

(2.12)

Кроме того, реализовать ковариантное дифференцирование псевдотензора с целым
положительным весом ( ) можно с помощью символов перестановок согласно
правилу6

(2.13)

Все три вида реализации ковариантной производной (2.9), (2.12) и (2.13) являются
эквивалентными, что было продемонстрировано в работе [31].

3. Термодинамические потенциалы состояния для гемитропных микрополярных термо-
упругих сред GN-I. Введем в рассмотрение внутреннюю энергию u в расчете на едини-
цу массы. Понятие внутренней энергии, как физической величины, характеризующей
элементарную термодинамическую систему, подробно обсуждается в классической
монографии [16, С. 25–28]. Стандартное статистическое определение внутренней
энергии элементарной термодинамической системы можно найти там же [16, c. 103–
105]. В статистической физике во внутреннюю энергию системы включают энергию
разных видов движения и взаимодействия входящих в систему частей: энергию посту-
пательного, вращательного и колебательного движений атомов и молекул, энергию
внутри- и межмолекулярного взаимодействия, энергию электронных оболочек ато-
мов и др. В этом случае внутренняя энергия трактуется как физическая величина.

Помимо трактовки u как физической величины, связанной с элементарной термо-
динамической системой, в механике континуума ее приходится рассматривать как не-
прерывное физическое поле (physical field), поскольку континуум является объедине-

6 Антологичное правило справедливо, если целый вес отрицателен, т.е. g < 0.
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нием элементарных термодинамических систем. В механике континуума значение u
как физической величины не представляет интереса ни в теоретическом, ни в при-
кладном плане. Подлинный интерес представляет трактовка внутренней энергии как
термодинамического потенциала состояния, т.е. как однозначной, непрерывной и
ограниченной снизу функции базиса термодинамических переменных (параметров
состояния). Чертой сверху будем в дальнейшем обозначать потенциалы состояния.
Например  означает, что внутренняя энергия u рассматривается как термодинамиче-
ский потенциал состояния, зависящий от некоторого конечного набора базисных тер-
модинамических переменных (параметров состояния). В термомеханике микропо-
лярных континуумов имеем:

• s – энтропия в расчете на единицу массы (абсолютный скаляр);

•  – асимметричный тензор деформации;

•  – псевдотензор деформации изгиба–кручения.

Поворот φj может трактоваться двояко: либо как ковариантный псевдовектор отри-

цательного веса , либо как контравариантный псевдовектор положительного веса

. В настоящей работе в качестве псевдовектора поворота мы будем использовать

контравариантный псевдовектор положительного веса . Перечисленные выше пе-
ременные мы считаем образующими термодинамический базис в случае микрополяр-
ного термоупругого континуума GN-I.

Все сказанное выше можно выразить следующим уравнением:

(3.1)

Фундаментальным утверждением (3.1) постулируется равенство физического зна-
чения внутренней энергии  (абсолютного скаляра, не зависящего от зеркальных от-
ражений и инверсий трехмерного пространства) и значения функциональной зависи-
мости .

Сопряженной к энтропии величиной в термодинамике выступает термодинамическая
температура (абсолютная температура). Термодинамическая температура может вводить-
ся статистически, как модуль канонического распределения Гиббса [16, c. 104–105].
В термомеханике континуума абсолютная температура  (абсолютный скаляр) опре-
деляется как функция параметров термодинамического состояния и вычисляется как
частная производная потенциальной функции (3.1) по энтропии s, т.е.

(3.2)

Формула (3.2) наглядно демонстрирует отличие  от . В работах некоторых авторов

[8, 7] приоритет отдается обратной к температуре величине  – холодности (coldness).

Уравнение баланса внутренней энергии для линейных микрополярных теорий, как
хорошо известно, имеет следующий вид

(3.3)
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Здесь  – производная по времени при фиксированных координатах xk,  – тензор

силовых напряжений,  – массовая плотность (абсолютный скаляр),  – псевдо-

тензор моментных напряжений, q – лучистое тепло (абсолютный скаляр),  – абсо-
лютный вектор потока тепла. В приближении малых деформаций мы считаем .

В конвенциональном виде уравнение баланса энтропии примем

(3.4)

где  – абсолютный вектор потока энтропии,  – неконтролируемое производство
энтропии7 (в единицу времени в расчете на единицу массы),  – контролируемое про-
изводство энтропии (в единицу времени в расчете на единицу массы). Отметим, что 
и  являются абсолютными скалярами.

В термомеханике широко используется еще один термодинамический потенциал –
свободная энергия Гельмгольца. Минуя статистический смысл свободной энергии,
приписывая ей отрицательный знак, введем с помощью преобразования Лежандра
внутренней энергии

(3.5)

Преобразование Лежандра и его основные свойства подробно обсуждаются в моно-
графии [30, c. 155–157].

На основания инволютивности преобразования Лежандра, получим

(3.6)

откуда следует

(3.7)

4. Определяющие уравнения гемитропного микрополярного термоупругого континуума
GN-I. Уравнение баланса свободной энергии можно получить подстановкой соотно-
шений (3.4) и (3.5) в уравнение (3.3). В результате несложных преобразований полу-
чим

(4.1)

В предположении

(4.2)

уравнение (4.1) преобразуется к одной из приведенных форм

(4.3)

Для необратимых термодинамических процессов справедливо следующее фунда-
ментальное неравенство:

(4.4)

где

7 Например за счет лучистого тепла (radiant heat).
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(4.5)

Откуда следуют определяющие соотношения

(4.6)

Для неконтролируемого производства энтропии справедливо уравнение

(4.7)

На основании уравнения баланса энтропии (3.4) при учете (4.6) получаем нелиней-
ное уравнение теплопроводности

(4.8)

Линеаризованную по базисным термодинамическим переменным, свободную энер-
гию для микрополярного термоупругого континуума GN-I можно принять в форме

(4.9)

Здесь , , , , ,  – определяющие тензоры и псевдотензоры

микрополярного термоупругого континуума GN-I,  – малый температурный
инкремент (считается малой первого порядка), θ0 – референциальная температура. Веса

определяющих псевдотензоров сведены в таблицу 1. Отметим, что  и  являют-
ся определяющими псевдотензорами, чувствительными к преобразованиям зеркаль-
ного отражения трехмерного пространства.

Для определяющих псевдотензоров ,  справедливы условия симметрии

Воспользовавшись определяющими соотношениями (4.6), в итоге получим
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(4.10)

5. Линейный гемитропный микрополярный термоупругий континуум. Полученная
энергетическая форма (4.9) используется, как правило, при построении моделей ге-
митропных микрополярных упругих континуумов. Определяющие тензоры и псевдо-
тензоры для линейного гемитропного микрополярного упругого континуума нечув-
ствительны к поворотам координатного репера, поэтому для них будут справедливы
следующие координатные представления8

(5.1)

Здесь , , ,  (  ) – двенадцать определяющих псевдоскаляры
гемитропного микрополярного термоупругого тела GN-I. Метаиндекс  – нумерует

определяющие псевдоскаляры. С точки зрения тензорной алгебры , , , , как ми-
нимум, являются полуизотропными инвариантами.

Подставив координатные представления (5.1) в определяющие соотношения (4.10),
получим

(5.2)

8 Подразумевается использование произвольной координатной криволинейной сетки. Алгоритм представ-
ления тензоров с постоянными коэффициентами подробно описан в монографиях (см. [22, c. 167], [32,
c. 70], [33, c. 445]) и работах [34, 35].
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Вместо определяющих псевдоскаляров , , ,  можно перейти к конвенцио-
нальным определяющим псевдоскалярам, таким как: G – модуль сдвига;  – коэффи-

циент Пуассона;  – характерная микродлина; , , , , ,  – не имеющие
физической размерности псевдоскаляры;  – коэффициент линейного теплового рас-

ширения;  – коэффициент теплового изгиба–кручения; λ – коэффициент тепло-

проводности; c – теплоемкость на единицу массы при  (см. [36, 37]). В этом слу-
чае характерная микродлина  будет псевдоскаляром отрицательного веса –1.

Сравнивая (5.2) с аналогичными формулами в [37, формулы (2.12)]:

(5.3)

для безразмерных определяющих псевдоскаляров удобно ввести новые обозначения

(5.4)

Подставляя (5.4) в (5.3), получим

(5.5)

откуда, учитывая определяющие уравнения (5.2), можно установить

(5.6)

Подставляя (5.5) в (5.6) и выражая , , , в итоге получим
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Таблица 1. Веса определяющих тензоров и псевдотензоров связанной термоупругой гемитроп-
ной среды

Терминологическое 
обозначение Символьное обозначение Вес Преобразование к абсолют-

ному тензору

определяющий тензор i 
(first constitutive tensor)

0

определяющий псевдотензор ii 
(second constitutive pseudotensor)

–2

определяющий псевдотензор iii 
(third constitutive pseudotensor)

–1

определяющий тензор iv 
(firth constitutive tensor)

0

определяющий псевдотензор v
(fifth constitutive pseudotensor)

–1

определяющий скаляр vi
(sixth constitutive scalar)
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(5.7)

Принимая обозначения для определяющих постоянных

(5.8)

или, с учетом (5.4)

(5.9)

уравнение теплопроводности и динамические уравнения можно представить в окон-
чательной форме

− − − − − − +
−

− − − + − −
−

− − − −

+

−

− +

c c

c c

c c c c

[ 2] [ 1][ 1] [ 2] [ 1][ 1] [ 2]
2

232 2
[ 2] [ 1][ 1] [ 2] [ 1] [ 1]

2
2 62 3

[ 1] [ 1] [ 1] [ 1]

4 5 4 53 3

= 2 , = (1 )

= (1 ), = 4

= 2 ( ), = 2 ( )

a G L L b G L L e

c G L L e a G L

b G L c G L

− − − + ρ+ ν− α − β −
− ν θ

[ 1] [ 1][ 1][ 1]

1 2 3 0

1= 4 , = 4 , = , =
1 2 * *

cd G d G L L d k F

+ + − −4 4 5 6 5 5 6 6 6
1 1 1 1= , = , =' ' '
2 4 2 4

c c c c c c c c c

+ − +c c c c c c4 6 4 5 5 4 5 6 5= 2 , = , = 4' ' 'c c c

− − − +
−

− + − +

⋅⋅

+ ∇ ∇ + − + ν − ν ∇ ∇ + ∇ φ +

+ ν+ ∇ ∇ φ + ∇ ∇ φ − α ∇ θ −ρ − ∂
− ν

[ 2] [ 2] [ 2] [ 1]
2 2 1

1 1 1

[ 1] [ 1] [ 1] [ 1]

4 5

[(1 ) (1 2 (1 2 ) ) 2

1] 2 = ( )' '
1 2*

s i i k ikl
s k k l

i k k i i i
k k i

G e u e u

L c L c G f u

c c c e



174 МУРАШКИН, РАДАЕВ
где fi – вектор массовых сил,  – момент микроинерции, li – вектор массовых момен-
тов.

Заключение. В настоящей статье рассмотрен сравнительно новый подход к матема-
тическому моделированию связанной термоупругой гемитропной среды.

1. Предложены новые подходы к построению энергетических форм и уравнений
механики микрополярной термоупругости.

2. Получены уравнение теплопроводности и динамические уравнения гемитропного
микрополярного термоупругого GN-I континуума в пседотензорной формулировке.

3. Использовались общие термодинамические принципы неравновесной термоди-
намики.

4. Анизотропные определяющие псевдотензоры в представлении квадратичной
энергетической формы включают: 3 псевдотензора четвертого ранга, 3 псевдотензора
второго ранга и один абсолютный скаляр.

5. Анизотропная энергетическая форма редуцировалась к гемитропной с помощью
специальных координатных представлений для определяющих псевдотензоров.

6. Рассмотрены различные варианты определяющих скаляров и псевдоскаляров, в
том числе, конвенционально используемые материальные псевдоскаляры: модуль
сдвига, коэффициент Пуассона, характерная микродлина (являющаяся псевдоскаля-
ром отрицательного веса, чувствительным к отражениям трехмерного пространства),
коэффициент линейного теплового расширения; коэффициент теплового искажения,
коэффициент теплопроводности, теплоемкость на единицу массы и псевдоскаляры,
не имеющие физической размерности.

Благодарности. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного
фонда (проект № 23-21-00262).
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