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Приведено общее решение задач теории упругости для анизотропных полуплоско-
сти и полосы с произвольными отверстиями и трещинами, использующее ком-
плексные потенциалы плоской задачи теории упругости анизотропного тела, кон-
формные отображения, представления голоморфных функций рядами Лорана и
удовлетворение граничным условиям обобщенным методом наименьших квадратов.
Задачи сведены к переопределенным системам линейных алгебраических уравне-
ний, решаемых методом сингулярных разложений. Описаны результаты численных
исследований для полосы с круговым отверстием при ее растяжении или действии
равномерного давления по отрезку прямолинейной границы, а также для растяже-
ния полосы с круговым отверстием и трещиной в перемычке, в том числе выходя-
щей на границу полосы или на контур отверстия. Изотропные полуплоскость и по-
лоса с отверстиями и трещинами рассматриваются как частные случаи общей зада-
чи. Изучено влияние на значения и распределение напряжений геометрических
характеристик отверстий и трещин, физико-механических свойств материала полосы.
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Введение. Многие элементы конструкций современной науки и техники изготавли-
ваются из анизотропных материалов. Под действием различных внешних сил в таких
элементах могут возникать высокие концентрации напряжений, что нужно учитывать
при проектировании конструкций. В связи с этим и до сих пор продолжается начатый
еще в первой половине XX века процесс изучения различных свойств анизотропных
материалов и их применений, о чем свидетельствует и многочисленные публикации в
последние годы, в том числе в виде монографий [1–4].

Наибольшее распространение в качестве элементов конструкций получили анизо-
тропные пластинки с отверстиями и трещинами. При исследовании напряженно-де-
формированного состояния анизотропных пластин наиболее надежные результаты
дает использование комплексных потенциалов Лехницкого С.Г., широко используе-
мых как для односвязных [5], так и для многосвязных областей [6]. Однако, если от-
верстия располагаются вблизи бесконечного прямолинейного контура, то при удовле-
творении граничным условиям на нем обычными методами возникают определенные
трудности. В работах [7, 8] при решении задачи для полуплоскости с отверстиями к
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граничным условиям на прямолинейной границе были применены методы вычисле-
ния интегралов типа Коши, что обеспечило точное удовлетворение этим условиям.
Но граничные условия на контурах отверстий были удовлетворены методом рядов,
что не обеспечивало высокой точности удовлетворения этим условиям: хотя была
установлена квазирегулярность получаемых бесконечных систем линейных алгебраи-
ческих уравнений для определения коэффициентов рядов, обеспечивающая един-
ственность и сходимость решения, для достаточно близких расстояний между конту-
рами не удавалось достичь высокой точности удовлетворения граничным условиям на
контурах отверстий. Позже в наших работах для более точного удовлетворения гра-
ничным условиям на контурах отверстий был введен дискретный метод наименьших
квадратов, но он оказался громоздким при численных реализациях. Как показывают
результаты наших исследований, при решении различных задач для многосвязных
сред, наиболее точное удовлетворение граничным условиям на контурах отверстий
обеспечивает использование обобщенного метода наименьших квадратов (ОМНК)
[9, 10], который, к тому же, прост для численной реализации.

В данной статье с использованием ОМНК дано общее решение задач для полуплос-
кости и полосы с произвольными отверстиями и трещинами при действии различных
внешних сил. Для полосы с круговым отверстием, с круговым отверстием и трещиной
описаны результаты численных исследований с установлением влияния геометриче-
ских характеристик отверстия и трещины, а также упругих свойств материала полосы
на значения напряжений и коэффициентов интенсивности напряжений (КИН).

1. Постановка и метод решения задачи для полуплоскости. Рассмотрим сначала ани-
зотропную пластинку в виде нижней полуплоскости с произвольными отверстиями и
трещинами, находящуюся под действием различных внешних сил. При решении зада-
чи теории упругости криволинейные контуры отверстий можно аппроксимировать
дугами эллипсов и берегами прямолинейных разрезов, которые также рассматривают-
ся как эллипсы, одна из полуосей которых равна нулю. В связи с этим рассмотрим
нижнюю полуплоскость, занимающую многосвязную область  (рис. 1), ограничен-

ную прямолинейной границей  и контурами произвольно расположенных относи-
тельно друг друга и границы полуплоскости эллиптических отверстий   с
полуосями , . Отнесем полуплоскость к прямоугольной системе координат  с

началом в произвольной точке полуплоскости на расстоянии  от прямолинейной
границы и направлением оси  вдоль направления прямолинейной границы полу-
плоскости. Кроме того, выберем локальные системы координат  с началами в
центрах эллипсов  и направлениями осей  вдоль полуосей . Тогда параметри-
ческие уравнения эллипсов  в локальных системах имеют вид

(1.1)

а в основной системе координат будут такими:

(1.2)

При этом  − параметр параметрического задания эллипса, изменяющийся от 0 до ;
,  – координаты начала локальной системы координат  в основной системе

координат ;  − угол между направлениями осей  и , отсчитываемый от 
против часовой стрелки.

Пусть на конечном отрезке [α+, β+] прямолинейной границы  действуют непре-
рывные распределенные внешние усилия, остальная ее часть свободна от усилий;
контуры отверстий  загружены распределенными усилиями или жестко подкрепле-
ны. На бесконечности полуплоскость не загружена или находится под действием рас-
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Рис. 1. Схема задачи для многосвязной полуплоскости.
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тягивающих усилий интенсивности p, и, следовательно, в силу незагруженности пря-

молинейной границы, на бесконечности , а остальные напряжения и угол по-

ворота равны нулю ( ). Кроме того, во внутренних точках

полуплоскости   действуют сосредоточенные силы .
Если исследования напряженно-деформированного состояния анизотропной пла-

стинки проводить с использованием комплексных потенциалов теории упругости
анизотропного тела [5], то они сводятся к нахождению из соответствующих гранич-
ных условий функций   обобщенных комплексных переменных

(1.3)

где  – корни характеристического уравнения 4-го порядка

(1.4)

aij – коэффициенты деформации материала пластинки. При этом комплексные по-
тенциалы  определены в многосвязных областях , ограниченных контурами

 , соответствующими контурам  области  при аффинных преобразова-
ниях (1.3), и в общем случае бесконечной многосвязной пластинки имеют вид [11]

(1.5)

в котором

, ,  – постоянные, определяемые из решения следующих систем линейных ал-
гебраических уравнений:
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 – компоненты главного вектора приложенных по контуру отверстия  внешних

усилий;  и  – точки в областях , соответствующие при

аффинных преобразованиях (1.3) точкам  и ;  – функции,
голоморфные вне контуров . Для построения последних функций используем ме-
тоды конформных отображений.

Учитывая параметрические уравнения (1.1) эллипсов  и известные равенства cosθ =

= , , , на основе формул (1.2) и (1.3) получим связи

между граничными значениями  и . Заменив эти граничные значения на
их значения  и  в областях, найдем конформные отображения внешностей еди-
ничных кругов  на внешности эллиптических контуров  в виде

(1.9)

где

Тогда функции  , голоморфные вне контуров , включая бесконечно
удаленную точку, после конформных отображений (1.9) будут голоморфными вне

единичных кругов  и их можно разложить в ряды Лорана вида Φkl(zk) =  с

неизвестными коэффициентами . Окончательно для комплексных потенциалов
(1.5) получаем выражения
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Верхние знаки в равенствах (1.12) соответствуют положительному обходу области,
нижние – отрицательному обходу.

Если контуры отверстий полностью лежат внутри полуплоскости, то при удовле-
творении граничным условиям на прямолинейной границе лучше всего использовать
методы вычисления интегралов типа Коши. Тогда на основе (1.10) для производных
комплексных потенциалов, точно удовлетворяющих граничным условиям на прямо-
линейной границе, получаются выражения [8, 10, 12]

(1.13)

в которых

(1.14)

(1.15)

 – проекции на оси основной системы координат действующих на отрезке [α+,
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(1.16)
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 – неизвестные коэффициенты разложений функций в ряды Лорана, которые бу-
дем определять из граничных условий (1.11) на контурах отверстий ОМНК [9, 10]. За-
метим, что соотношения (1.17) получаются на основе конформных отображений (1.9).
Для их нахождения нужно соотношения (1.9) рассматривать на границе полуплоско-
сти, взять от них сопряжения и выразить контурные значения переменных их значе-
ниями в областях, в частности,  и  переменной zk [10].

Но методы вычисления интегралов типа Коши применимы, а следовательно, и по-
лучение вида функций (1.13) возможно, если контуры отверстий не имеют общих то-
чек с прямолинейной границей.

Рассмотрим теперь случай, когда контуры отверстий могут пересекать прямолиней-
ную границу. В этом случае некоторые из входящих в выражения (1.13) функций в точ-
ках прямолинейной границы будут иметь особенность, и вычислять соответствующие
интегралы типа Коши не удается. В этих случаях ОМНК можно использовать и при
удовлетворении граничным условиям на прямолинейной границе. Но в таком, общем
случае коэффициенты рядов (1.13) в функциях, голоморфных вне воображаемых от-
верстий верхних полуплоскостей не равны , а их нужно определять из граничных
условий. Обозначив их через , функции (1.13) запишем в виде

(1.18)

Теперь для нахождения неизвестных коэффициентов ,  рядов Лорана ОМНК
удовлетворим граничным условиям на всех контурах, включая и прямолинейную гра-

ницу. Для этого на   и на  используем ОМНК [9, 10, 12–14]. Выберем на

каждом из контуров  области  систему точек  (

) (при этом под  понимается контур ), в которых удовлетворим соот-
ветствующим граничным условиям, подставив в них функции (1.18). Тогда для опре-
деления неизвестных постоянных  получим следующую систему линейных алгеб-
раических уравнений:

(1.19)

Систему (1.19) будем решать с использованием сингулярных разложений [15, 16]. По-
сле нахождения псевдорешения системы (1.19) постоянные  и , а следовательно,
и комплексные потенциалы (1.18), будут известными и по ним можно найти в любой
точке полуплоскости основные напряжения [5, 17]

(1.20)

а по ним также нормальные и касательные напряжения , ,  на произвольных
площадках с нормалью  и касательной . При этом, если некоторый эллипс  пере-
ходит в прямолинейный разрез (трещину или жесткое линейное включение), то в его
концах производные комплексных потенциалов (1.18) и напряжения будут иметь син-
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Рис. 2. Схема задачи для многосвязной полосы.
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гулярность, и можно определить для этих концов коэффициенты интенсивности на-
пряжений (КИН), используя известные формулы [10]

(1.21)

Здесь верхний знак соответствует правому концу разреза в локальной системе коорди-
нат , нижний – к его левому концу.

2. Решение задачи для многосвязной полосы. Рассмотрим теперь анизотропную пла-
стинку в виде полосы, занимающую многосвязную область  (рис. 2), ограниченную

прямолинейными границами ,  и контурами произвольно расположенных отно-
сительно друг друга и прямолинейных границ эллиптических отверстий   с
полуосями , . Отнесем полосу к прямоугольной системе координат  с началом в

произвольной точке полосы на расстояниях ,  от прямолинейных границ ,  и
направлением оси Ox вдоль направления прямолинейных границ. Как и выше, выбе-
рем локальные системы координат  с началами в центрах эллипсов  и направ-
лениями осей  вдоль полуосей эллипсов . Как и в предыдущем случае, внешние
силы действуют на бесконечности, на контурах отверстий, во внутренних точках, а
также на конечных отрезках [α+, β+], [α–, β–] соответствующих прямолинейных гра-

ниц , .

Поступая таким же образом, как это было сделано при решении задачи для много-
связной полуплоскости, в случае полосы с эллиптическими отверстиями для ком-
плексных потенциалов получаем выражения
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где , ,  – постоянные и функции, определенные на основе формул
(1.6), (1.14), (1.16);

 – переменные, определяемые по аналогии с величинами (1.17) из конформных

отображений внешностей единичных окружностей  на внешности контуров

 нижней полуплоскости с границей  по формулам [10]

, ,  – неизвестные коэффициенты разложений функций в ряды Лорана, ко-
торые определим из граничных условий (1.11) ОМНК [9, 10, 12–14], выбрав “коллока-
ционные точки” на всех конурах, включая и прямолинейные границы полосы. Полу-
чаем следующую систему:

(2.2)

При этом под  и  понимаются прямолинейные границы  и  и для  по
аналогии с выражением (1.15) выражение

 – проекции на оси основной системы координат действующих на отрезке

 прямолинейной границы  внешних усилий.
Система (2.2), как и (1.19), решается с использованием сингулярных разложений

[15, 16] и после ее решения напряжения и КИН находятся по формулам (1.20), (1.21).
Как частные случаи из приведенного решения следуют решения задач для много-

связных изотропных полуплоскости и полосы. В последнем случае при численной ре-
ализации алгоритмов один из коэффициентов деформации  нужно брать несколько
отличным от реального, например,  и  брать отличающимися друг от друга 5–6-й
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значащей цифрой в конце. В этом случае корни характеристического уравнения (1.4)
будут близки к мнимой единице i, но несколько отличаться друг от друга (слабая ани-
зотропия) и общая программа позволит получать значения напряжений и деформа-
ций, практически совпадающие с данными, получаемыми при решении задачи теории
упругости изотропного тела с использованием комплексных потенциалов Колосова–
Мусхелишвили [17].

3. Решение некоторых частных задач. Приведенный подход решения задачи с помо-
щью ОМНК был использован для решения различных частных задач. Исследования
проводились для полуплоскости и полосы из следующих материалов:

– изотропного материала алюминий (материал М1) с техническими постоянными [18]

– сильно анизотропного материала (“степень анизотропии” материала характеризует-
ся степенью отличия отношения  от единицы) углепластик HMS/DX209 [19] с
жесткими волокнами вдоль оси  (материал М2) с постоянными

– этого же материала углепластик HMS/DX209 [19] с жесткими волокнами вдоль оси
 (материал М22) с постоянными

Заметим, что по техническим постоянным коэффициенты деформации вычисляются
по известным формулам

Также отметим, что для изотропного материала М1 постоянная  принята несколько
отличной от истинного значения, чтобы изотропную пластинку рассматривать как
анизотропную и использовать приведенное выше решение, иначе при  корни

 характеристического уравнения (1.4) были бы равны i и это не давало бы возмож-
ность проводить ряд вычислений, например, определители систем линейных уравне-
ний (1.6)–(1.8) были бы равны нулю.

Численные исследования были проведены для растяжения полуплоскости и поло-
сы усилиями на бесконечности и для случая когда по отрезку верхней линии действует
постоянное нормальное давление. Для этих случаев в приведенных выше формулах
нужно положить

– в случае растяжения

 – постоянные, вычисляемые по формулам (1.6);

– в случае давления на отрезке 

При проведении численных исследований количество членов в бесконечных рядах
(1.18) и (2.1) для каждого из контуров   и “коллокационных точек” 
на этом контуре, для которых составлялись уравнения (1.19) и (2.2), увеличивалось до
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Рис. 3. Схема задачи для полосы с круговым отверстием.
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тех пор, пока граничные условия на контурах не удовлетворялись с достаточно высо-
кой степенью точности (пока значения напряжений на площадках, касательных к
контурам, не были менее 10–3). В описываемых ниже случаях для такого удовлетворе-
ния граничным условиям необходимо было в указанных рядах оставлять от 10 до 150
членов, и на каждом из контуров брать от 50 до 500 “коллокационных точек”. При вы-
боре “коллокационных точек” для каждого контура отверстия   отрезок [0,
2π] изменения параметра  параметрического задания (1.1) делился на количество 
для данного контура и “коллокационными точками” выбирались середины подотрез-
ков, т.е. точки располагались “равномерно” по контуру отверстия. На прямолиней-

ных границах ,  “коллокационные точки” выбирались на отрезках, где наблюда-
лось значительное влияние отверстий на значения напряжений, с равномерно удален-
ным друг от друга расположением “коллокационных точек”. Эти отрезки были длины
5 диаметров отверстий. Ниже описаны некоторые из полученных результатов для по-
лосы с центральным круговым отверстием или отверстием и трещиной, в том числе
выходящей на контур отверстия или на прямолинейную границу.

В табл. 1, 2 и 3 для полосы с одним центральным круговым отверстием радиуса 

( , , ) (рис. 3) в зависимости от , где c+ – ширина перемычек,
и центрального угла отверстия , отсчитываемого от направления оси  (направле-
ния прямолинейных границ) против часовой стрелки, с точностью до интенсивности
приложенной нагрузки приведены значения нормальных напряжений  вблизи кон-
тура отверстия на площадках, перпендикулярных к нему, и напряжений  в некото-
рых характерных точках полосы для случаев растяжения полосы усилиями p (рис. 3,a)
и равномерного давления интенсивности q по отрезку  верхней прямолиней-
ной границы полосы (рис. 3,b). При этом в качестве характерных рассматривались

точки , , , , , ,

, .
Из данных табл. 1–3 следует, что при растяжении полосы с центральным круговым

отверстием взаимовлияние отверстия и прямолинейных границ значительно, начиная
с ширины перемычек, равных радиусу отверстия. При этом с уменьшением ширины
полосы значения напряжений около контура отверстия резко возрастают. Если шири-
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Таблица 1. Значения напряжений  по контуру отверстия и  в некоторых точках полосы
при растяжении усилиями p

Мате-
риал c/a

θ, рад Точки

0 π/12 π/6 π/4 π/3 5π/12 π/2 D1 O1

М1 5 –1.08 –0.80 –0.04 1.00 2.04 2.81 3.09 1.07 0.96

2 –1.29 –1.00 –0.20 0.95 2.15 3.08 3.43 1.30 0.84

1 –1.57 –1.30 –0.52 0.72 2.25 3.65 4.23 1.76 0.69

0.5 –1.86 –1.67 –1.08 0.09 2.10 4.65 5.96 2.66 0.53

М2 5 –0.18 –0.15 –0.06 0.08 0.38 1.63 9.76 1.02 0.94

2 –0.19 –0.16 –0.07 0.06 0.35 1.56 9.44 1.10 0.78

1 –0.22 –0.19 –0.11 0.03 0.33 1.64 10.17 1.39 0.65

0.5 –0.23 –0.20 –0.14 –0.04 0.23 1.54 10.32 1.73 0.42

М22 5 –7.81 –0.35 0.93 1.47 1.98 2.48 2.71 1.09 0.90

2 –10.98 –1.03 0.66 1.34 2.04 2.76 3.10 1.34 0.83

1 –14.11 –1.85 0.17 1.04 2.09 3.29 3.89 1.79 0.79

0.5 –17.22 –2.90 –0.66 0.35 1.94 4.23 5.54 2.63 0.75

σ /s p σ /x p

σ /s p σ /x p

Таблица 2. Значения напряжений  по контуру отверстия в полосе при действии на границе
давления интенсивности 

θ, рад.
Значения 

5 1 0.5 5 1 0.5 5 1 0.5

Материал М1 Материал М2 Материал М22

–π/2 0.42 2.21 5.16 7.41 –13.83 –11.32 0.15 1.09 2.72

–5π/12 0.36 1.82 3.84 1.23 –1.72 –1.32 0.14 0.87 1.94

–π/3 0.20 0.92 1.32 0.25 0.09 0.17 0.11 0.45 0.60

–π/4 –0.01 –0.01 –0.57 –0.02 0.38 0.42 0.08 0.10 –0.28

–π/6 –0.22 –0.68 –1.47 –0.19 0.24 0.26 0.01 –0.16 –0.76

–π/12 –0.38 –1.09 –1.75 –0.36 –0.28 –0.34 –0.43 –1.08 –2.01

0 –0.48 –1.36 –1.86 –0.49 –1.08 –1.32 –4.95 –11.76 –15.89

π/12 –0.50 –1.60 –2.13 –0.51 –1.77 –2.25 –1.30 –3.96 –5.65

π/6 –0.42 –1.80 –2.65 –0.43 –2.03 –2.80 –0.46 –2.00 –3.39

π/4 –0.28 –1.71 –2.98 –0.25 –1.80 –2.87 –0.17 –1.28 –2.70

π/3 –0.09 –1.10 –2.48 0.15 –0.56 –1.87 0.03 –0.58 –1.74

5π/12 0.08 –0.24 –1.47 1.78 5.76 4.89 0.19 0.23 –0.11

π/2 0.15 0.17 –0.94 12.36 47.97 52.34 0.26 0.64 0.90

σ /s q
q

/c a
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Таблица 3. Значения напряжений  в некоторых точках полосы при действии на границе дав-
ления интенсивности 

, рад.
Значения 

10 1 0.5 10 1 0.5 10 1 0.5

Материал М1 Материал М2 Материал М22

–0.40 –1.57 –3.20 2.89 9.07 7.77 –0.06 –0.64 –1.46

–1.72 –3.21 –5.57 –1.24 0.43 –8.15 –0.45 –2.01 –3.86

–1.71 –2.85 –3.99 –1.23 2.09 –1.95 –0.41 –1.35 –1.78

–0.70 –0.90 –1.07 4.44 11.49 11.56 –0.10 –0.22 –0.26

0.46 1.44 2.97 –1.04 –5.46 –3.37 0.11 0.73 1.52

0.83 1.40 1.80 –2.36 –6.19 –2.81 0.22 0.66 0.80

0.82 1.62 2.96 –2.36 –6.33 –3.35 0.24 0.83 1.57

0.82 1.89 3.61 –2.35 –6.31 –3.23 0.26 1.21 2.21

0.82 1.88 3.09 –2.35 –6.16 –2.78 0.26 0.85 1.22

σ /x q
q

θ
/c a

1D

1O

1K

1M

2D

2O
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на одной из перемычек больше диаметра отверстия (  либо ), то взаи-
мовлияние отверстия и соответствующей прямолинейной границы незначительно, им
можно пренебречь и рассматривать полосу как полуплоскость с отверстием [12], а ес-
ли ширина обеих перемычек превышает диаметр отверстия, то полосу можно рассмат-
ривать как бесконечную пластинку с отверстием. В случае сильно анизотропной по-
лосы концентрация напряжений около контура отверстия значительно выше, чем в
случае изотропной и возникает в различных зонах, в зависимости от направления
жестких (мягких) волокон материала – для полосы из М2 наблюдаются большие рас-
тягивающие напряжения, для полосы из М22 – большие сжимающие напряжения,
причем она возникает в разных зонах.

В случае давления на прямолинейной границе взаимовлияние прямолинейных гра-
ниц и контура отверстия для материалов М1 и М22 такое же, как при растяжении по-
лосы, а для М2 это влияние начинается гораздо раньше и распределение напряжений
имеет свои особенности. При этом значения напряжений особенно велики для сильно
анизотропного материала полосы. При этом в точках перемычек напряжения всегда
отрицательны (сжимающие), кроме небольшой окрестности точек контура отверстия,
где они положительны (узкая полоса растяжения вблизи контура отверстия). В случае
полуплоскости из сильно анизотропного материала М22 с мягкими волокнами вдоль
направления границы полуплоскости весьма большие сжимающие напряжения на-
блюдаются и вблизи горизонтального диаметра отверстия (при  рад. и  рад.).
В противоположной от перемычки зоне значения напряжений значительно ниже,
меньше и влияние анизотропии материала полосы.

Исследования распределения напряжений проводились и для полосы с эллиптиче-
ским отверстием, с помощью которых, в частности, установлено, что в случае эллип-
тического отверстия с большой полуосью  и малой полуосью  при уменьшении от-
ношения  значения нормальных напряжений  в окрестности концов большой

оси эллипса бесконечно растут и при  эллипс можно рассматривать как
трещину и для ее концов по формулам (1.21) вычислять КИН. Исследования проводи-

+ ≥1/ 2c a − ≥1/ 2c a

θ = 0 θ = π

la lb
/l lb a σs

−≤ 3/ 10l lb a
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Таблица 4. Значения некоторых величин для полосы с круговым отверстием и краевой трещиной
в зависимости от 

Величина
Значения l/a1

0.1 0.3 0.5 0.7 0.8

Трещина из контура отверстия (рис. 4,a)

КИН k1 1.22 1.67 1.93 2.33 2.78

σx/p в точке 0.56 0.19 –0.08 –0.21 –0.20

σx/p в точке 4.24 4.50 4.84 5.29 5.61

Трещина из прямолинейной границы (рис. 4,b)

КИН 0.28 0.74 1.29 2.13 2.71

σx/p в точке 4.15 4.07 3.96 3.84 3.69

σx/p в точке 4.17 4.17 4.18 4.18 4.20

1/l a

1O

C

1k

B

C

лись и для случаев, когда контуры отверстий и трещин в полосе пересекались друг с
другом, образуя отверстия сложной конфигурации, а также пересекали прямолиней-
ные границы полосы. Опишем лишь некоторые из полученных результатов.

В табл. 4 для растяжения полосы с центральным круговым отверстием радиуса 

( , , ) из материала М1 и выходящей на контур отверстия или на
прямолинейную границу краевой трещиной в верхней перемычке длины l, перпенди-

кулярной прямолинейной границе (рис. 4), при ширине перемычки , в зависи-
мости от  приведены значения напряжений и КИН  для конца трещины, а на рис. 5
изображены графики распределения напряжений  по контуру отверстия в полосе
с круговым отверстием (сплошная линия), с круговым отверстием и трещиной длины

 из контура отверстия (рис. 4,a) (штриховая линия), с круговым отверстием и
трещиной прямолинейной границы (штрихпунктирная линия), с круговым отверсти-
ем и трещиной длины  из прямолинейной границы (рис. 4,b) (штрихпунктир-
ная линия), круговым отверстием и щелью длины  между верхней границей по-
лосы и контуром отверстия (рис. 4,c) (пунктирная линия).

Из данных табл. 4 и рис. 5 следует, что с увеличением длины краевой трещины из
контура отверстия или границы полосы значения напряжений около контура отвер-

1a
− +=h h − +=c c =1 1b a

+ = 1c a

1/l a 1k
σ /s p

= 1/2l a

= 1/2l a
= 1l a
Рис. 4. Схема задачи для полосы с круговым отверстием и трещиной.
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Рис. 5. Графики распределения напряжений  по контуру отверстия в полосе с круговым отверстием

(сплошная линия), с круговым отверстием и трещиной длины  из контура отверстия (рис. 4,a)
(штриховая линия), с круговым отверстием и трещиной прямолинейной границы (штрихпунктирная ли-

ния), с круговым отверстием и трещиной длины  из прямолинейной границы (рис. 4,b) (штрих-

пунктирная линия), круговым отверстием и щелью длины  между верхней границей полосы и конту-
ром отверстия (рис. 4,c) (пунктирная линия).
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2
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�2
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σ /s p

= 1/2l a

= 1/2l a
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стия и КИН для конца трещины растут. Наиболее высокая концентрация напряжений
около контура отверстия наблюдается в случае сквозной щели между контуром отвер-
стия и границей полосы в области перемычки, расположенной противоположно ще-
ли. В этом случае и в случае, когда трещина выходит на контур отверстия, значения
напряжений около контура отверстия в перемычке с этими дефектами незначительны.

Заключение. Таким образом, с использованием комплексных потенциалов теории
упругости анизотропного тела и удовлетворением граничным условиям на прямоли-
нейной границе и на контурах отверстий и трещин обобщенным методом наимень-
ших квадратов решение задач теории упругости для многосвязных анизотропных по-
луплоскости и полосы с отверстиями и трещинами при действии произвольных внеш-
них сил и произвольном расположении отверстий и трещин, в том числе в случае их
взаимопересечений, приведены к переопределенным системам линейных алгебраиче-
ских уравнений, решаемых методом сингулярного разложения. Описаны результаты
численных исследований для полосы с круговым отверстием при ее растяжении или
действии равномерного давления по отрезку прямолинейной границы, а также для
растяжения полосы с круговым отверстием и трещиной в перемычке, в том числе вы-
ходящей на границу полосы или на контур отверстия.



37РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ
СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Structural Nanocomposites: Perspectives for Future Applications / Ed. by J. Njuguna. Berlin, Hei-
delberg: Springer-Verlag, 2013. VIII, 269 p. 
https://doi.org/10.1007/978-3-642-40322-4.

2. Mechanics of Anisotropic Materials / Ed. by J.J. Skrzypek, A.W. Ganczarski. Cham: Springer Na-
ture Switzerland AG, 2015. XXIII, 311 p. 
https://doi.org/10.1007/978-3-319-17160-9

3. Halpin J.C., Finlayson K.M. Mechanics of Anisotropic Materials. Boca Raton: Taylor & Francis
Group, 2017. XIII, 227 p. 
https://doi.org/10.1201/9780203742235.

4. Advances in Machining of Composite Materials: Conventional and Non-conventional Processes /
Ed. by I. Shyha, D. Huo. Cham: Springer Nature Switzerland AG, 2021. VI, 552 p. 
https://doi.org/10.1007/978-3-030-71438-3

5. Лехницкий С.Г. Теория упругости анизотропного тела. М.: Наука, 1977. 416 с.

6. Космодамианский А.С. Напряженное состояние анизотропных сред с отверстиями или по-
лостями. К., Донецк: Вища шк., 1976. 200 с.

7. Космодамианский А.С. Упругое равновесие анизотропной полуплоскости, ослабленной эл-
липтическим отверстием // Тр. Тбилис. политех. ин-та. 1963. Т. 8 (93). С. 179–183.

8. Калоеров С.А. Напряженное состояние анизотропной полуплоскости с конечным числом
эллиптических отверстий // Прикладная механика. 1966. Т. 2. № 10. С. 75–82.

9. Калоеров С.А., Паршикова О.А. Термовязкоупругое многосвязной анизотропной пластинки //
Прикладная механика. 2012. Т. 48. № 3. С. 103–116.

10. Калоеров С.А. Общие решения задач для многосвязных анизотропных полуплоскости и по-
лосы // Вестн. ДонНУ. Сер. А. Естеств. науки. 2018. № 2. С. 22–35.

11. Калоеров С.А. Комплексные потенциалы плоской задачи теории упругости для многосвяз-
ного тела с трещинами // Теорет. прикл. механика. 1990. Вып. 21. С. 24–34.

12. Калоеров С.А., Глушанков Е.С., Мироненко А.Б. Общее решение задачи теории упругости для
многосвязной полуплоскости и его приложение к решению частных задач // Вестн. Дон-
НУ. Сер. А. Естеств. науки. 2022. № 1. С. 41–52.

13. Воеводин В.В. Вычислительные основы линейной алгебры. М.: Наука, 1977. 304 с.

14. Forsythe G.E., Malcolm M.A., Moler C.B. Computer methods for mathematical computations. En-
glewood Cliffs: Prentice-Hall, 1977. 259 p. = Форсайт Дж., Малькольм М., Моулер К. Машин-
ные методы математических вычислений. М.: Мир, 1980. 280 с.

15. Drmač Z., Veselič K. New fast and accurate Jacobi SVD algorithm. I // SIAM J. Matrix Anal. Appl.
2008. V. 29. № 4. P. 1322–1342. 
https://doi.org/10.1137/050639193

16. Drmač Z., Veselič K. New fast and accurate Jacobi SVD algorithm. II // SIAM J. Matrix Anal. Appl.
2008. V. 29. № 4. P. 1343–1362. 
https://doi.org/10.1137/05063920X

17. Мусхелишвили Н.И. Некоторые основные задачи математической теории упругости. М.:
Наука, 1966. 708 с.

18. Савин Г.Н. Распределение напряжений около отверстий. Киев: Наук. думка, 1968. 888 с.

19. Васильев В.В., Протасов В.Д., Болотин В.В. и др. Композиционные материалы: Справочник /
Под общ. ред. В.В. Васильева, Ю.М. Тарнопольского. М.: Машиностроение, 1990. 512 с.


	СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


