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В статье исследуется влияние зависимости нормальных реакций от параметров дви-
жения на динамику мобильной платформы при учете конструкции меканум-колес и
поликомпонентного трения. Для описания зависимости нормальных реакций от па-
раметров движения используются теоремы об изменении количества движения и
момента количества движения, записанные для меканум-платформы. Влияние нор-
мальных реакций на динамику меканум-платформы оценивается по результатам
численного моделирования. Модель динамики меканум-платформы учитывает кон-
струкцию меканум-колес и поликомпонентное трение. В качестве модели трения
контактирующих роликов с опорной поверхностью рассматривается предложенная
В.Ф. Журавлевым модель поликомпонентного трения, учитывающая скольжение и
верчение. Даны оценки максимальных отклонений нормальных реакций опор, обу-
словленных динамикой меканум-платформы, от значений нормальных реакций,
рассчитанных для покоящейся мобильной платформы (равные на примере робота
KUKA youBot 16.7%). Получены неравенства, ограничивающие максимальные значе-
ния управляющих моментов, при выполнении которых не происходит отрыва кон-
тактирующих роликов меканум-колес от опорной поверхности. По результатам мо-
делирования показано, что нормальные реакции изменялись на 5–6% от величины
нормальной реакции, рассчитанной в случае покоящейся меканум-платформы, что
соответствует полученным оценкам. Указанные изменения нормальных реакций
могут привести к снижению точности движения меканум-платформы, получаемой
при программном управлении.
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1. Введение. Исследования мобильных роботов, способных осуществлять всенаправ-
ленное движение, являются актуальными из-за широкого применения всенаправленных
платформ в области складской логистики, медицины и при работе в труднодоступных ме-
стах (стесненные пространства). Способность осуществлять всенаправленное движение
появляется за счет оснащения мобильных платформ роликонесущими колесами различ-
ных типов: омни-колеса или меканум-колеса [1].
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Для управления мобильными платформами с омни- или меканум-колесами необ-
ходимо разрабатывать кинематические и динамические модели движения указанных
платформ. Для математического описания омни- или меканум-колес широко исполь-
зуется упрощенная модель роликонесущих колес [2], а на динамику мобильных плат-
форм налагаются неголономные связи [3], характеризующие условия непроскальзы-
вания точек контакта роликов с опорной поверхностью.

При этом в недавних исследованиях рассматривается механика всенаправленных
платформ с более детальным учетом конструкции роликонесущих колес.

В [4] была описана геометрия и кинематика роликонесущих колес, а для меканум-
колес получена зависимость смещения точки контакта вдоль собственной оси колеса
от угла поворота колеса.

В [5] построена модель динамики меканум-платформы с учетом конструкции колес
(конечного числа и формы роликов) и сухого трения в точках контакта роликов с
опорной поверхностью. При этом для замыкания модели трения решена (в рамках
статического подхода) статически неопределимая задача нахождения нормальных ре-
акций в точках контакта в случае неподвижной меканум-платформы. Построенная
модель динамики была применена для исследования влияния конструкции меканум-
колес на динамику мобильной платформы при использовании трения Кулона [5] и
модели поликомпонентного трения [6, 7].

В [6, 7] в качестве модели поликомпонентного трения рассматривается связанная
модель трения, учитывающая скольжение и верчение контактирующих тел, которая
была предложена В.Ф. Журавлевым [8] и проверена в экспериментальных исследова-
ниях [9].

Работы [10, 11] посвящены описанию контактного взаимодействия роликов с опор-
ной поверхностью и исследованию влияния контактных сил на динамику меканум-
платформы по результатам экспериментов и компьютерного моделирования.

В рамках данной работы ставится задача определения нормальных реакций с уче-
том динамической согласованности [12–14] (в рамках динамического подхода) с це-
лью сравнительного анализа динамики меканум-платформы при различных моделях
нормальных реакций, полученных при статическом и динамическом подходах.

2. Конструкция меканум-платформы. Объектом исследования является мобильная
платформа с двумя парами соосных меканум-колес.

Рассматривается движение меканум-платформы по горизонтальной неподвижной
плоскости . Введем подвижную систему координат  (рис. 1,a). Начало этой
системы координат находится в геометрическом центре  платформы;  и  –
продольная и поперечная оси платформы;  – угол поворота платформы
относительно вертикальной оси OZ.

Абсциссы и ординаты центров колес  в системе координат  рав-
ны  и  (    ). Угол меж-
ду осями роликов i-го колеса и плоскостью  обозначим  (

).
Обозначим  центр оси контактирующего ролика, а  – угол его поворота вокруг

оси i-го колеса (рис. 1,b). Поскольку на каждом колесе расположено по шесть роли-
ков, то . При смене контактирующего ролика  скачкообразно изме-
няется на 60°.

Считая, что угол поворота i-го колеса  отсчитывается от направления отрицатель-
ной полуоси , угол  можно определить с помощью операции взятия остатка от
деления mod по формуле .

Поверхности всех роликов колеса касаются одной цилиндрической поверхности
радиуса , поэтому точка контакта  ролика с опорной поверхностью смещена отно-
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Рис. 1. Схема мобильной платформы: (a) – платформа, (b) – меканум-колесо, (c) – контактирующий ролик.
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сительно центра колеса  в направлении оси  на величину  [3, 4],
где  (см. рис. 1,c). Отметим, что в рассматриваемом случае геометрия роли-
ков обеспечивает отсутствие вертикальных вибраций центра колеса при движении по
плоскости.

3. Математическая модель меканум-платформы. Исследование влияния модели нор-
мальных реакций будем проводить путем сравнительного анализа динамики несколь-
ких моделей системы. Во всех рассмотренных моделях ролики считаются безынерци-
онными, а в сочленениях тел действуют линейные по скоростям силы трения.

Модель 1. Считается, что ролики колес непрерывно контактируют с опорной по-
верхностью, а точка контакта находится на центральном поперечном сечении (т.е.

). В этом случае

(3.1)

Уравнения динамики для модели 1 построены с учетом неголономных связей (3.1) в
работе [3].

Две другие модели описываются уравнениями динамики [5–7]:

(3.2)

где  – продольная и поперечная скоро-
сти платформы;  – угловая скорость платформа;  – масса робота,
состоящей из платформы массой  и 4-х колес массой  каждое;  – момент инер-
ции робота относительно вертикальной оси ;  и  – абсцисса и ордината центра
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масс платформы  в системе координат ;  – момент инерции i-го колеса от-
носительно оси ;  – момент инерции контактирующего ролика i-го колеса отно-
сительно собственной оси, который является малой величиной и вводится для устра-
нения проблем с не единственностью решения последнего уравнения системы (3.2) в
моменты смены роликов;  и  – коэффициенты линейного трения в сочленениях
звеньев “платформа–колесо” и “колесо–ролик” соответственно;  – управляющие
моменты, создаваемые приводами колес;  и  – проекции сил трения скольжения
на подвижные оси  и  соответственно;  – момент трения верчения;  и

 – проекции момента трения качения на оси  и  соответственно.
Модель 2. Описывается уравнениями (3.2) при использовании выражений для нор-

мальных реакций опор, полученных при статическом подходе [5, 6].
Модель 3. Описывается уравнениями (3.2) при использовании выражений для нор-

мальных реакций опор, полученных при динамическом подходе.
Ниже представлен вывод модели нормальных реакций опор из условия динамиче-

ской согласованности.
4. Модель нормальных реакций. Для определения нормальных реакций из условий

динамической согласованности запишем теорему об изменении количества движения
системы в проекциях на ось  и теорему об изменении момента количества движе-
ния системы в проекциях на оси  и , а также примем во внимание условие сов-
местности деформаций [5]:

(4.1)

Можно переписать систему уравнений (4.1) в силу уравнений динамики (3.2) для
угловых скоростей колес в виде:

(4.2)

Учитывая, что в выражения для сил и моментов трения нормальные реакции входят
линейно, можно представить силы и моменты трения в виде:

(4.3)

где      – вспомогательные функции компонент трения, независя-
щие от нормальных реакций опор. Принимая во внимание введенные обозначения,
систему уравнений (4.2) можно записать в виде:
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(4.4)

Решение системы линейных алгебраических уравнений (4.4) имеет вид:

(4.5)

где для краткости введены вспомогательные обозначения:

(4.6)

Для замыкания уравнений движения в моделях 2 и 3 рассмотрим модель поликом-
понентного трения [8], учитывающего скольжение и верчение:

(4.7)

где f – коэффициент трения скольжения;  – радиус площадки контакта;  – малый
параметр, введенный для устранения особенности в окрестности нулевых скоростей;

 – нормальная реакция опоры, действующая на контактирующий ролик i-го колеса.
При этом площадка контакта ролика i-го колеса с опорной поверхностью предполага-
ется кругом с центром в точке .

При использовании модели трения (4.7) выражения для вспомогательных функций
сил и моментов трения имеют вид:
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(4.8)

Отметим, что функции компонент трения ограничены неравенствами:

(4.9)

а величины, введенные в обозначениях (4.6), с учетом (4.9) ограничиваются соотно-
шениями:

(4.10)

Оценим порядки величин, входящих в модель нормальных реакций (4.5) и возника-
ющих из условия динамической согласованности:

(4.11)

Рассмотрев в качестве примера значения параметров для робота KUKA youBot [5]:
,  м,  м, получаем, что изменения величин нормальных реак-

ций, связанные с влиянием динамики меканум-платформы, могут оцениваться в

.

В частности, при движении платформы вдоль ее поперечной оси ( ,
Ω = 0) проекция силы трения скольжения на ось , действующей на контактирующий
ролик i-го колеса, будет максимальна по модулю (  = fR). При этом в рам-
ках неголономной модели боковому движению соответствуют равные по модулю зна-
чения управляющих моментов ( ) и угловых скоростей враще-
ния колес ( ). Тогда выражения нормальных реакций опор (4.5)
при поперечном движении мобильной платформы примут вид:
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где знак перед слагаемым  в формулах (4.12) зависит от направления движения
платформы вправо ( ) или влево ( ).

Заметим, что приведенная выше оценка максимальных отклонений (в 16.7%) нор-
мальных реакций от значений, полученных для покоящейся платформы, явно про-
сматривается из формул (4.12) при нулевых смещениях центра масс мобильной плат-
формы ( ). А в случае смещенного центра масс платформы оценка макси-
мальных отклонений нормальных реакций может изменяться в зависимости от
величины смещения центра масс платформы.

Стоит отметить, что при исследовании динамики систем с трением (или односто-
ронними связями) [14, 15] интерес представляют условия безотрывного движения
контактирующих тел по опорной поверхности, которые могут быть сформулированы,
как положительная определенность нормальных реакций опор ( ). Поэтому ни-
же получим оценку максимальных управляющих моментов из условий безотрывности
движения контактирующих роликов по опорной поверхности.

Для этого рассмотрим движение платформы вдоль ее продольной оси (
 ). В этом случае проекция силы трения скольжения на ось Y, действую-

щей на контактирующий ролик i-го колеса, будет близка к нулю (  ).
При этом в рамках неголономной модели продольному движению меканум-платфор-
мы соответствуют равные значения управляющих моментов (  = Mp)
и угловых скоростей вращения колес ( ). Здесь  – значе-
ния управляющего момента и угловой скорости вращения колес, которые соответ-
ствуют программному движению. Тогда выражения нормальных реакций опор (4.5)
при продольном движении мобильной платформы примут вид:

(4.13)

По формулам (4.13) можно получить ограничения на величины управляющих мо-
ментов, при которых меканум-платформа имеет четыре точки контакта с опорной по-
верхностью. При этом данные ограничивающие значения минимальны в момент на-
чала движения, когда угловая скорость колес равна нулю ( ):

(4.14)
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бота youBot [5]:  кг,  м, ограничения могут быть оценены, как

 Нм.

Далее при проведении численного моделирования с целью упрощения модели (4.5)
и уменьшения вычислительных затрат можно использовать линеаризованные выра-
жения:

(4.15)

Линеаризованные выражения (4.15) для нормальных реакций опор, найденные из
условий динамической согласованности, будут использованы в модели 3 при числен-
ном моделировании.

Кинематические соотношения для скорости точки  и угловой скорости верчения
контактирующих роликов имеют вид [3, 5–7]:

(4.16)

Модель поликомпонентного трения (4.7) и кинематические выражения (4.16) ис-
пользуются в моделях 2 и 3. При этом в модели 3 для вычисления нормальных реакций
по формулам (4.15) используются выражения (4.8).

5. Результаты моделирования. Результаты численного решения уравнений движения
для перечисленных моделей представлены на рис. 2. Во всех моделях использовались
законы изменения управляющих моментов , при которых в соответствии с
моделью 1 платформа совершает поступательное движение ( ), а ее геометриче-
ский центр O равномерно перемещается по окружности.

По рис. 2,a видно, что зависимости продольной скорости платформы  во всех
рассматриваемых моделях динамики достаточно близки. А в зависимостях для попе-
речной скорости платформы  (см. рис. 2,b) в моделях 2 и 3 учет конструкции мека-
нум-колес приводит к снижению скорости по сравнению с поперечной скоростью,
полученной для неголономной модели 1.

Отметим, что влияние изменения нормальных реакций опор при движении мека-
нум-платформы хорошо просматривается по графикам для угловой скорости плат-
формы  и ее угла курса  (рис. 2,c и рис. 2,d). Отклонение угла курса от программно-
го значения в модели 3 (при использовании динамического подхода к вычислению
нормальных реакций) больше, чем в модели 2 (при использовании статического под-
хода к вычислению нормальных реакций).
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Рис. 2. Результаты моделирования: (a) – продольная скорость платформы  (м/с), (b) – поперечная ско-

рость платформы  (м/с), (c) – угловая скорость платформы  (рад/с), (d) – угол курса платформы  ( ).
(модель 1 – штриховая черная линия; модель 2 – сплошная темно-серая линия; модель 3 – сплошная светло-
серая линия).
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На рис. 3 представлены графики модуля силы трения скольжения и момента трения
верчения в зависимости от модуля скорости скольжения  и угловой скорости верче-
ния контактирующего ролика.

Отметим, что ограничения минимальных значений модуля силы трения скольже-
ния пропорциональны модулю угловой скорости верчения контактирующего ролика.
А ограничения максимальных по модулю значений момента трения верчения обратно
пропорциональны модулю скорости скольжения центра пятна контакта. По рис. 3
можно наблюдать наличие зон “застоя”, при которых скольжение центра пятна кон-
такта и/или верчение контактирующего ролика отсутствуют.

Рассмотрим, как изменяется величина нормальной реакции опоры, действующая
на контактирующие ролики меканум-колес, на примере 1-го колеса. На рис. 4 приве-
дены зависимости нормальной реакции опоры  при использовании статического
(модель 2) и динамического (модель 3) подходов. Видно, что нормальные реакции опор
в модели 3 имеют высокочастотную составляющую, связанную со сменой роликов и
возникающую из-за скачкообразных изменений смещения  центра пятна контакта
вдоль оси вращения колеса. При рассмотренном движении изменения нормальной
реакции опоры 1-го колеса составляли около 5–6% от величины нормальной реакции,
вычисленной при статическом подходе.

Для демонстрации влияния изменчивость нормальных реакций опор на динамику
меканум-платформы были построены траектории движения геометрического центра
платформы (см. рис. 5).

Из рис. 5 видно, что для неголономной модели 1 используемое программное управ-
ление приводит к точному исполнению программного движения, а в моделях 2 и 3 учет
конструкции меканум-колес приводит к отклонениям от программного движения.
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Рис. 3. Результаты моделирования для контактирующего ролика 1-го колеса: (a) – зависимость модуля силы

трения  (Н) от скорости скольжения  (м/с), (b) – зависимость моду-

ля силы трения  (Н) от угловой скорости верчения  (рад/с), (c) – зависимость мо-

мента трения верчения  (Нм) от скорости скольжения  (м/с), (d) – зависимость

момента трения верчения  (Нм) от угловой скорости верчения  (рад/с). (модель 2 – сплошная тем-

но-серая линия; модель 3 – сплошная светло-серая линия).
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При этом отметим, что указанные отклонения от программного движения существен-
но изменяются при учете изменчивости нормальных реакций опор. Как следствие, из-
менения нормальных реакций могут существенно повлиять на точность движения ме-
канум-платформы при использовании программного управления.

6. Заключение. В статье представлена математическая модель динамики всенаправ-
ленной платформы, учитывающая конструкцию меканум-колес и поликомпонентное
контактное трение. При этом одним из основных результатов является построение
модели нормальных реакций опор в точках контакта из условий динамической согла-
сованности, которые позволяют учесть изменение нормальных реакций в зависимо-
сти от параметров движения меканум-платформы.

Даны оценки максимальных отклонений нормальных реакций опор, обусловлен-
ных динамикой меканум-платформы, от значений нормальных реакций, рассчитан-
ных для покоящейся мобильной платформы, на примере робота KUKA youBot равные
16.7%. Получены неравенства, ограничивающие максимальные значения управляю-
щих моментов, при выполнении которых не происходит отрыва контактирующих ро-
ликов меканум-колес от опорной поверхности.

По результатам моделирования движения всенаправленной платформы при про-
граммном управлении (на примере движения по окружности) показано, что нормаль-
ные реакции изменяются на 5–6% от величины нормальной реакции, рассчитанной в
случае покоящейся меканум-платформы, что соответствует полученным оценкам.
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Рис. 4. Нормальная реакция опоры  (Н), действующая на контактирующий ролик 1-го меканум-колеса:
модель 2 (статический подход) – сплошная темно-серая линия; модель 3 (динамический подход) – сплошная
светло-серая линия.
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Рис. 5. Траектория движения геометрического центра платформы  (в метрах) (модель 1 – штриховая
черная линия; модель 2 – сплошная темно-серая линия; модель 3 – сплошная светло-серая линия).
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Установлено, что изменения нормальных реакций могут привести к снижению точно-
сти движения меканум-платформы, получаемой при программном управлении.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-
00831, https://rscf.ru/project/22-2-00831/.
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