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На основе нелинейной модели деформирования кристаллической среды со сложной
решеткой поставлена и решена задача о стационарном распространении трещины
Гриффитса под действием однородных расширяющих напряжений. Показано, что
напряженное и деформированное состояния среды определяют как внешние воз-
действия на среду, так и градиенты оптической моды (взаимное смещение атомов).
Вклады от данных факторов разделены. Нахождение компонент тензора напряже-
ний и вектора макросмещений сведено к решению краевых задач Римана–Гильбер-
та. Получены их точные аналитические решения.
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1. Введение. В работах [1, 2] предложена нелинейная модель деформирования кри-
сталлических сред со сложной решеткой. Она описывает многие физико-механиче-
ские процессы, которые реализуются в экспериментах (образование суперрешетки,
возникновение дефектов, фазовые переходы типа мартенситных и др.), но которые не
описывает классическая линейная модель. На основе общих решений динамических
уравнений плоской деформации нелинейной модели [3] можно решать многие дина-
мические задачи (распространение сосредоточенных сил, штампов разного профиля и
др.). В классической постановке эти задачи решены и исследованы многими авторами
[4–6]. Тем не менее их решение на основе нелинейной модели представляет опреде-
ленный интерес. Он обусловлен тем, что результаты исследования плоских динамиче-
ских задач находят применение при решении многих фундаментальных проблем, на-
пример, построении теории разрушения и долговременной прочности твердых тел.
Локальные критерии разрушения твердых тел определяют локальные поля напряже-
ний и деформаций, а нелинейная модель их описывает более адекватно. Ниже на ос-
нове нелинейной модели решается задача о распространении трещины Гриффитса в
поле однородных растягивающих напряжений.

2. Общее решение динамических уравнений плоской деформации нелинейной модели.
В нелинейной модели деформацию среды описывают вектор макросмещений

 (акустическая мода) и вектор микросмещений  (оптическая мода).
Деформацию будем считать плоской, параллельной оси , если
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Для плоской деформации уравнения движения нелинейной модели принимают вид
[7, 8]

(2.3)

(2.4)

Здесь  – тензоры макро- и микронапряжений,  – средняя и приведенная
плотности масс атомов соответственно,  и по повторяющимся индексам под-
разумевается суммирование. Функция  описывает энергию взаимодействия под-
решеток. В основополагающей работе [9] и большинстве последующих [10] принима-
ют

(2.5)

где B – вектор обратной решетки. Множитель

(2.6)

представляет собой энергию активации связей. Слагаемое p – половина энергии акти-
вации жесткого сдвига подрешеток, а  – тензор нелинейной стрикции.

Ограничимся рассмотрением кристаллических сред кубической симметрии, состо-
ящих из двух подрешеток. Для них материальные соотношения нелинейной модели
записываются следующим образом [7, 8]
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Тензоры ,  – коэффициенты упругости и микроупругости соответственно.
Эти тензоры симметричны к перестановке пар индексов и индексов пары между со-
бой. В случае кристаллических сред кубической симметрии отличными от нуля ком-
понентами будут только
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Для независимых компонент используем введенные Фойгтом (Voigt) [11] матричные
обозначения
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В общем случае  и  имеют вид тензора Хуанга (Huang) [12]
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Здесь  – единичный тензор, а , если все индексы одинаковы, и равен нулю в
остальных случаях. Последнее слагаемое в (2.13) описывает анизотропию среды. В фи-
зике твердого тела [13] вводят фактор анизотропии среды 
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Для сред со слабой анизотропией ,  и кубической симметрией  ма-
териальные соотношения (2.7), (2.8) принимают вид

(2.15)

(2.16)

Компоненты тензора напряжений  должны удовлетворять условиям
Бельтрами–Мичелла (Beltrami–Michell) [14]. Для плоской деформации нелинейной
модели – это одно уравнение

(2.17)

(2.18)

Здесь  – скорость продольной волны, а  – скорость сдвига. Тензор  и вектор 
выражаются через произвольную функцию  [3]:

(2.19)

(2.20)

Если (2.19 ) подставить в (2.17), то получим уравнение для нахождения функции
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Из (2.21) видно, что  является динамическим аналогом функции Эри (G.B. Airy),
которая вводится для решения статических задач классической плоской деформации.
Функция , в отличие от функции Эри, удовлетворяет неоднородному динами-
ческому бигармоническому уравнению. Функция  играет роль объемных источ-
ников макронапряжений и макродеформаций. Общее решение уравнения (2.21) мож-
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(2.23)

а  есть решение неоднородного уравнения

(2.24)

Полученное общее решение уравнений макрополя (2.3), (2.4) позволяет ставить и
находить точные аналитические решения разнообразных динамических задач на ос-
нове нелинейной модели. Среди них наиболее простыми, но имеющими большой ин-
терес, являются стационарные задачи (движение сосредоточенных сил, штампов и
трещин разного профиля и др.). В качестве примера рассмотрим решение задачи о
распространении конечного разреза (y = 0, ) в плоскости под действием посто-
янных растягивающих напряжений.

3. Решение задачи о распространении трещины Гриффитса. Пусть конечный разрез
расположен на оси  (y = 0, ), а плоскость (X, Y) находится в поле однородных
растягивающих напряжений. Тогда тензор  должен удовлетворять граничным усло-
виям

(3.1)

(3.2)

Примем, что трещина со скоростью C распространяется вдоль оси . Тогда целесо-
образно перейти в подвижную систему координат ( , ). В координатах

 уравнения (2.23), (2.24) примут вид
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Примем, что
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Тогда решением (3.3) будет
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Здесь  и  – произвольные аналитические функции соответствующих ком-
плексных переменных ( ). Черта сверху обозначает комплексное сопряжение.
Тензор  и вектор  можно выразить через функции ,  и , если в
(2.19), (2.20) учесть (2.22) и (3.7). Окончательно получим
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(3.9)

Здесь и далее штрих обозначает производную по аргументу. При выводе формул (3.8)
и (3.9) использовались частные производные
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и деформированное состояния среды определяют как внешние воздействия ( ),

так и градиенты оптической моды . Представляется целесообразным
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(3.16)

(3.17)

С учетом (3.15) компоненты тензора напряжений (3.8) и вектора макросмещений
(3.9) записываются в виде суммы двух слагаемых
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Чтобы удовлетворить условиям на бесконечности (3.2), из функций  и 
выделим линейные слагаемые

(3.21)

Тогда граничные условия (3.16) примут вид

η ξ ≤
η ξ ≤

η ξ ≤ η ξ ≤

σ
+ −

−

  σ−+ 
 − − 

11 21 =0,| | 2
2 =0,| |

2 2
2

11 212 2
2 2=0,| | =0,| |

[Re Re ] =' '
2

( 2)Re Re =' '
2 1 2 1

yy
a

a

xy

a a

F F
M

MF F i
M M

η ξ ≤
η ξ ≤

η ξ ≤ η ξ ≤

+
−

  ∂−+ 
∂ξ∂η − − − 

12 22 =0,| | 22 02
2 =0,| |

22 2
02

12 222 2 2
2 2 2=0,| | =0,| |

1[Re Re ] = ( )' '
2

( 2)Re Re =' '
4 (1 )(1 ) 2 1

a
a

a a

F F L Q
M

QM iF F
M M M

+ − + −σ σ + σ += , = , ( , ) = (1,2)ik i i iik ik U U U i k

−

+

    σ       − − + + − +         σ     

11 212 2 2
2 1 2

11 012 22

Re Re 0' '
= ( 2 2) ( 2)

( )Re Re' '

xx

xx

F F
M M M

L QF F

−

+

  σ +     − − +       σ +   

11 212
2

22 012 22

Re Re 0' '
= ( 2)

( )Re Re' '

yy

yy

F F
M

L QF F

−

+

     σ −       − + − ∂      σ  −      ∂ξ∂η 

2 2
11 212 2 2

1 02
12 222

0
Im Im' '( 2)= 2 1
Im Im2 1' '

xy

xy

F FMM Q
F FM

−

+

          μ − + − −  ∂            ∂ξ 

11 212
2 0

12 22

0
Re Re' '1= ( 2) 12Re Re' ' 2

x

x

U F F
M Q

U F F

−

+

      −     μ − − −  ∂      −      ∂η 

2
11 212 2

1 02
12 222

0
Im Im' '2= 1 1
Im Im2 1' ' 2

y

y

U F FMM Q
U F FM

11 1( )'F z 21 2( )'F z

∞ ∞

∞

+ +

− +− σ σ
− − −

+ σ
−

11 1 1 10 1 21 2 2 20 2
2 2
2 1

2 2 2 2 2
2 1 2 2 1

2
2

( ) = ( ), ( ) = ( )

2 21= , =
2( ) 2(2 )( )

1=
2

yy yy

yy

F z Az F z F z Bz F z

M MA B
M M M M M

A B
M



9РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О РАСПРОСТРАНЕНИИ ТРЕЩИНЫ
(3.22)

Из (3.22) находим граничные условия для  и :

(3.23)

а из (3.12) получаем граничные условия для , :

(3.24)

Из (3.23) и (3.24) видно, что нахождение , , ,  сведено к построению
функции Z(z), которая является регулярной вне отрезка  , на бесконечно-
сти ( ) , а на самом отрезке она удовлетворяет краевому условию вида

(3.25)
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(3.28)

Соотношения (3.28) соответствуют решению задачи о распространении трещины Гриф-
фитса на основе классической линейной модели. Эта задача была решена Е. Иоффе [16].
Если принять, что скорость распространения трещины , то, полагая в (3.28)

 и переходя к пределу , получим поле напряжений в плоскости с
разрезом   в статическом случае

(3.29)

Выражения (3.29) совпадают с результатами, которые получил С.Е. Инглис [17].
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(3.32)

Видно, что уравнения (3.32) связаны. Они разделяются, если . Примем это
условие и вместо переменных (ξ, η) введем

(3.33)

В переменных ( ) уравнения (3.32) примут вид

(3.34)

(3.35)

Из соотношений (2.6), (2.15) находим

(3.36)

С учетом (3.36) уравнение (3.34) принимает вид

(3.37)
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даны допущения, которые преобразуют (3.37) к уравнениям, имеющим точные анали-

тические решения. Для сред, у которых  можно принять , а  = 1.
Тогда уравнение (3.37) станет классическим уравнением синус-Гордона

(3.38)
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Если , но  не является пренебрежимо малой вели-
чиной, то (3.37) принимает вид уравнения синус-Гордона с переменной амплитудой

(3.39)

Уравнение синус-Гордона (3.38) подробно изучено в литературе. Для уравнения си-
нус-Гордона с переменной амплитудой аналитические решения построены только для
частного вида функций  [18]– [20]. Поскольку нахождение оптической моды
сопряжено с преодолением значительных трудностей, то для иллюстрации метода на-

хождения ( ) возьмем самое простое решение . Если принять, что справедливо
уравнение (3.38), а , то решением уравнения (3.38) будет

(3.40)

Найдем ( ) оптической моды (3.40).
3.2. Нахождение напряжений и смещений, обусловленных оптической модой. Для опти-

ческой моды (3.40)
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4. Заключение. Изложенный общий способ решения нелинейных уравнений плос-
кой деформации является эффективным методом решения динамических задач. На-
хождение точных аналитических решений динамических задач он сводит к проблемам
теории краевых задач аналитических функций (Римана, Римана–Гильберта, Келды-
ша-Седова). Напряженное и деформированное состояния среды получаются в виде
суммы двух слагаемых. Первое описывает действие внешних сил, а второе – оптиче-
ской моды. Эти факторы учитываются порознь; что позволяет исследовать влияние
оптической моды на деформирование кристаллической среды и уточнить такие важные
величины, как интенсивность напряжений, локальные критерии напряжения и др.
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