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Введение. Осуществляется построение в R3 тензора Грина уравнений теории коле-
баний анизотропных упругих сред с анизотропией общего вида.

Для изотропной упругой среды в R3 фундаментальное решение уравнений устано-
вившихся упругих колебаний в замкнутом виде получено в [1, 2]. Однако форма по-
строенного решения такова, что при нулевой частоте это решение теряет смысл и не
переходит в фундаментальное решение Кельвина, отвечающее уравнениям статики
изотропной среды. Заметим, что в скалярном случае в аналогичной ситуации фунда-
ментальное решение уравнения Гельмгольца при  совпадает с соответствующим
решением классической теории потенциала [3, 4].

При произвольной анизотропии упругой среды фундаментальные решения теории
колебаний в замкнутом виде получить не удается. В [5] с помощью преобразования
Фурье задача построения фундаментальных решений уравнений теории колебаний и
псевдоколебаний анизотропных сред сведена к задаче вычисления несобственных
пространственных интегралов, для подсчета которых эффективные вычислительные
алгоритмы отсутствуют.

В отличие от теории колебаний, для нестационарной динамической теории упруго-
сти задачу построения фундаментальных решений в общем случае анизотропии удает-
ся свести к вычислению интегралов по диаметральным окружностям на сфере еди-
ничного радиуса [6, 7]. Это выполняется при помощи преобразования Радона [8, 9],
возникающего на этапе обращения по Фурье символов фундаментальных решений.
В принципе этот метод, известный также как метод разложения на плоские волны,
может быть применен и для получения фундаментальных решений теории колебаний.
В то же время, метод разложения на плоские волны даже в более простом случае урав-
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нений статики по оценкам [10, 11] требует весьма значительных затрат машинного
времени.

Один из альтернативных подходов состоит в разложении символа фундаментально-
го решения в мультиполярный ряд [12–14] и осуществлении обратного преобразова-
ния Фурье с использованием мультипликаторов Бохнера [15, 16]. На основе этой ме-
тодики, известной как разложения по мультполям [12, 17, 18], в настоящей работе, по-
видимому, впервые получено фундаментальное решение теории колебаний для ани-
зотропной упругой среды. Показано, что в случае изотропной среды этим методом
удается в замкнутом виде получить фундаментальное решение, которое, в отличие от
фундаментального решения Купрадзе [1, 2], совпадает в фундаментальным решением
Кельвина при нулевой частоте.

В заключение надо отметить, что в случае уравнений нестационарной динамики,
соответствующие фундаментальные решения в пространственном случае обычно
строят с помощью экспоненциальных отображений [19–21], а в плоском случае для
этих целей применяют логарифмические отображения [22–24]. На основе фундамен-
тальных решений уравнений движения могут быть построены соответствующие по-
тенциалы простого слоя (с регулярным ядром) и двойного слоя (с сингулярным ядром
на несущей поверхности) [25–29]. С помощью соответствующих сингулярных ядер
удается построить точные решения внутренней и внешней динамических задач Лэм-
ба, см. [30–33].

1. Основные операторы. Рассматривается однородная анизотропная упругая среда в
R3, уравнения установившихся колебаний которой имеют вид

(1.1)
u – поле перемещений, ρ – плотность среды, ω – частота колебаний, I – единичная
диагональная матрица, g – поле объемных сил. В уравнениях (1.1) A0 – матричный
дифференциальный оператор уравнений равновесия (статики):

(1.2)
Четырехвалентный тензор упругости С в (1.2) предполагается строго эллиптичным и
симметричным, если его рассматривать как линейный оператор действующий в про-
странстве двухвалентных тензоров, что обеспечивается симметрией по крайним парам

индексов: .
Преобразование Фурье

примененное к оператору Aω, дает соответствующий символ

(1.3)
По определению фундаментального решения имеем

(1.4)
Преобразование Фурье формулы (1.4) позволяет получить следующее выражение для
символа фундаментального решения

(1.5)

Выражения (1.3), (1.5) показывают, что символы A0^, E0^, отвечающие уравнениям
статики, положительно однородны по ξ степени 2 и –2 соответственно.

2. Свойства символов. Спектральное разложение символов A0^, E0^ дает

ω ∂ ≡ ∂ − ρω =2
0( ) ( ) [ ( ) ] ( ) ( )x xA u x A I u x g x
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3

3(̂ ) ( ) exp(2 ) ,
R

f f i dx Rx x

ω ξ ≡ ξ − ρω = π ξ ⋅ ⋅ ξ − ρω2 2 2
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(2.1)

где Q – матрица поворотов, а D0 – диагональная матрица, на главной диагонали кото-
рой находятся собственные числа λi(ξ), i = 1, 2, 3 символа A^0. Формулы (1.3), (1.4) по-
казывают, что спектральное разложение символов Aω^, Eω^ осуществляется по форму-
лам аналогичным (2.1):

(2.2)

Существенно, что тензоры поворота Q в (2.1) и (2.2) одинаковы. Это легко доказать
для символов A^0 и Aω^, а затем перейти к E0^, Eω^ по (1.5).

Приведем также следующее легко проверяемое тождество

(2.3)

Теорема 2.1. а) Символ Eω^ вещественно аналитичен по ξ и ω всюду в ,
где Cond – характеристический конус оператора ; б) в точках  име-
ет место разложение в ряд Тейлора

(2.4)

в) ряд в правой части (2.4) абсолютно сходится в топологии компактной сходимости в

; г) для любых ω ≠ 0 E^ω(ξ) → 1/ρω2I при ; д) при любых ω ряд в
правой части (2.4) сходится в слабой топологии S‘, где S‘ – пространство медленно
растущих тензорных распределений в R3.

Замечание 2.1. В общем случае анизотропии Cond состоит из трех конусов с общей
вершиной в нуле, причем в некоторых частных случаях эти конусы могут иметь и дру-
гие точки соприкосновения. Например, в изотропном случае два из трех конусов во-
обще совпадают [2].

Доказательство. Утверждение а) вытекает из вещественной аналитичности симво-

ла Aω^ всюду в , причем в  детерминант Aω^ обращается в нуль лишь в точ-
ках характеристического конуса. В силу (1.5) точки характеристического конуса обра-
зуют полярное множество символа Eω^.

Для доказательства б) заметим, что с учетом формул (1.3), (1.5) символ  яв-
ляется резольвентой символа  в нормированной алгебре симметричных тензо-

ров второго ранга в . Далее рассмотрим разложение символа , очевидно ве-
щественно аналитичного по ω при любых , в ряд Тейлора по степеням ω:

(2.5)

При получении (2.5) использовалась формула дифференцирования резольвенты по
параметру [12] c необходимым изменением знаков:

(2.6)

где , λ = ρω2, так что . Но ряд в правой части (2.5) как раз
представляет собой искомое разложение (2.4).
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Доказательство в) вытекает из вещественной аналитичности символа Eω  ̂в ,
обеспечивающей абсолютную и, следовательно, равномерную сходимость на ком-

пактных подмножествах из .

Для доказательства утверждения г) заметим, что   при . От-
сюда и из общей теории нормированных алгебр следует, что при любых  и

 символ  как резольвента  сходится к 1/ρω2I.
В силу (2.5) доказательство утверждения д) достаточно провести для произвольной

тензорной функции , имеющей компактный носитель, содержащийся в какой-

либо окрестности нуля в ξ-пространстве, где сосредоточены особенности вида 
членов ряда (2.5) при условии, что  (при ω = 0 доказательство тривиально, по-
скольку ряд в правой части (2.5) редуцируется к одному члену). Но в силу предыдуще-
го утверждения ряд (2.5) в ε-окрестности нуля в ξ-пространстве можно заменить на
1/ρω2I c ошибкой O(ε), что обеспечивает доказательство утверждения д).

3. Построение фундаментального решения Eω. Теорема 3.1. а) Фундаментальное реше-

ние Eω вещественно аналитично по x и ω всюду в ; б) имеет место разложение

(3.1)

сходится в топологии компактной сходимости в .
Доказательство. Утверждение а) вытекает из известных результатов об аналитично-

сти решений дифференциальных операторов с аналитическими коэффициентами
[13].

Применяя почленное обратное преобразование Фурье к ряду (2.4) и используя то-
пологический изоморфизм пространства S‘ на себя при обратном преобразовании
Фурье, получаем доказательство утверждения б).

Для доказательства утверждения в) заметим, что тензорные функции En в (3.1) по-
ложительно однородны по |x| степени 2n – 3 [7], так что особенность при x = 0 имеет
лишь . Надо отметить, что при обратном преобразовании Фурье символов

 появляются множители Бохнера γ, зависящие от n и еще одного параметра, так
что

Ниже выражения для множителей Бохнера будут выписаны явно. Таким образом, при
любых  и ω имеем

(3.2)

Но ряд, члены которого удовлетворяют асимптотической оценке (3.2) абсолютно
сходится. Отсюда вытекает равномерная сходимость ряда (3.1) на компактных под-

множествах из . В заключение остается отметить, что обратное преобразова-
ние Фурье расширило область сходимости ряда (3.2) по сравнению с исходным рядом
(2.4), поскольку характеристический конус в (3.1) свелся к единственной точке – ну-
лю в x-пространстве.
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Для построения ядер En, присутствующих в (3.1), разложим символы  в ряд
по мультиполям

(3.3)

где  – поверхностные сферические гармоники степени k индекса m. Матричные ко-

эффициенты  в (3.3) определяются интегрированием по сфере единичного ра-
диуса в R3:

Присутствие в разложении (3.3) гармоник лишь четных степеней обусловлено поло-

жительной однородностью по |ξ| символов .

Обратное преобразование Фурье, примененное к , дает [7]:

(3.4)

В этой формуле  – множители Бохнера, определяющие действие преобразования
Фурье на положительно однородные обобщенные функции медленного роста.

Из формул (3.1), (3.4) немедленно вытекает
Следствие. а)  при  равномерно по x на любых компактных под-

множествах из ; б) при любых ω имеем |Eω(x)| = O(|x|–1), |x|  0.
В некоторых случаях ряд (3.1) удается просуммировать с получением аналитических

выражений. В следующих разделах приводятся примеры построения в замкнутом виде
фундаментальных решений для скалярного уравнения Гельмгольца и уравнений тео-
рии колебаний изотропной упругой среды.

4. Фундаментальное решение уравнения Гельмгольца. В качестве демонстрации воз-
можностей метода рассмотрим построение фундаментального решения Eω скалярного
уравнения Гельмгольца в R3:

(4.1)
Применяя формулы разложения (2.4), (2.5) к символу фундаментального решения

уравнения (4.1), получим

(4.2)

Характеристический конус в этом случае определяется уравнением .
Обратное преобразование Фурье выражения (4.2) с использованием формул (3.1),

(3.4) дает

(4.3)
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При получении (4.3) использовалось соотношение

Но последний ряд в правой части (4.3) c точностью до множителя совпадает с тейло-
ровcким разложением функции Неймана N1/2, так что (4.3) дает формулу для фунда-
ментального решения уравнения Гельмгольца, выраженного через функцию Неймана
[6]:

(4.4)
В ряде исследований по теории колебаний [1, 2, 15–18] фундаментальное решение

уравнения Гельмгольца в R3 записывается в виде

(4.5)
Нетрудно видеть, что действительная часть фундаментального решения (4.5) совпада-
ет с (4.4) и c построенным фундаментальным решением (4.3).

5. Фундаментальное решение теории упругих колебаний для изотропной среды. Рас-
смотрим однородную изотропную упругую среду, тензор упругости которой имеет вид

(5.1)
где λ, μ – константы Ламе.

С учетом (5.1) символ оператора уравнений теории упругих колебаний может быть
представлен в виде

(5.2)
Используя (1.4), (5.2) получим символ фундаментального решения уравнений статики
(равновесия) изотропной среды

(5.3)
Непосредственно из (5.3) вытекает тождество, легко доказываемое по индукции

(5.4)
С учетом (2.4), (5.4) получаем представление символа фундаментального решения
теории упругих колебаний изотропной среды в виде ряда Тейлора

(5.5)

Обратное преобразование Фурье, примененное к (5.5) с использованием формул
(4.2)–(4.5), дает искомое фундаментальное решение в виде

(5.6)

Нетрудно видеть, что при  фундаментальное решение (5.6) переходит в фунда-
ментальное решение Кельвина [14]:

(5.7)

Отметим, что в отличие от фундаментального решения Купрадзе [2, 7], теряющего
смысл при ω = 0, фундаментальное решение (5.6) остается справедливым при любых
действительных значениях частоты.
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Заключение. Фундаментальное решение (тензор Грина) уравнений установившихся
колебаний для анизотропной упругой среды с анизотропией общего вида построен в
виде мультиполярных рядов по пространственным координатам. Показано, что в
частном случая изотропной среды, ряды удается просуммировать, и тензор Грина тео-
рии колебаний для безграничной упругой среды представим в замкнутом виде (5.6).

В заключение надо отметить, что фундаментальные решения теории колебаний на-
ходят применение при решении задач квазистационарной динамики [33–38], а так же
для построения решений некоторых волновых задач теории упругости [39–42], где с
помощью преобразования Фурье по временной переменной, задача сводится к реше-
нию соответствующих задач теории колебаний в спектральной области.
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