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Рассматриваются периодические контактные задачи для трехмерного упругого кли-
на (двухгранного угла, полупространство и четверть пространства являются частны-
ми случаями) при учете сил трения Кулона в неизвестных областях контакта. Одна
грань клина жестко закреплена, а другая грань взаимодействует с бесконечной пря-
молинейной цепочкой одинаковых жестких штампов, ось цепочки параллельна реб-
ру клина. Учитываются силы трения перпендикулярные или параллельные ребру
клина. Выведены интегральные уравнения, в которых ряды, порожденные компо-
нентами Черрути вклада сил трения, точно просуммированы. Для решения задач
применяется метод нелинейных интегральных уравнений, позволяющий одновре-
менно определить область контакта и контактные давления. Рассчитаны механиче-
ские характеристики, изучен переход от дискретной к непрерывной области контак-
та бесконечной длины.
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Введение. Исследования задач периодического контакта актуально в связи с инже-
нерными приложениями [1, 2]. Одним из основных подходов является метод локали-
зации, применяемый для круговых инденторов [3–5]. Изучались двоякопериодиче-
ские контактные задачи для регулярных поверхностей, слоя и полупространства [6–8].
Учитывался вклад сил трения, износа, сцепления и адгезии при периодическом кон-
такте упругих тел [9–12]. Для нерегулярных поверхностей при наличии угловой линии
периодический контакт рассматривался на примере несжимаемого упругого клина без
учета сил трения [13]. В случае периодической заданной области контакта применялся
асимптотический метод [6, 13], а при неизвестной области – метод быстрого преобра-
зования Фурье с анализом перколяции (слияния областей контакта) [7], а также метод
нелинейных граничных интегральных уравнений [8, 13], разработанный Б.А. Галано-
вым [14]. Рассматривались пространственные контактные задачи о взаимодействии
клина при учете трения с единичным штампом [15, 16].

В настоящей статье на основе известных фундаментальных решений [15, 16] полу-
чены интегральные уравнения линейно-периодических контактных задач для трех-
мерного упругого клина при учете сил трения. Жесткая заделка одной грани клина
обеспечивает корректность интегральных уравнений с символом ядра типа тангенса
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Рис. 1. Схема контакта на грани ϕ = α.
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гиперболического, который обеспечивает сходимость ядерных рядов. В отличие от за-
дач для несжимаемого материала [13] учитываются силы трения Кулона, действующие
перпендикулярно или параллельно ребру клина при произвольном коэффициенте
Пуассона. В частном случае, когда клин разворачивается в полупространство, инте-
гральное уравнение для перпендикулярных ребру сил трения совпадает с выведенным
ранее [8]. В ядрах уравнений выделены главные члены, из которых связанные с трени-
ем точно просуммированы, а несвязанные содержат интегрируемые особенности на
линиях возможного слияния соседних областей контакта. Изучена возможность пере-
хода от дискретного к непрерывному пространственному линейно-периодическому
контакту на грани клина.

1. Постановка задач. Рассмотрим упругий клин 0 ≤ r < ∞, 0 ≤ ϕ ≤ α, |z| < ∞, ребро ко-
торого совпадает с осью z цилиндрической системы координат. Грань клина ϕ = 0
жестко заделана. Изучим квазистатические периодические контактные задачи о ли-
нейной цепочке одинаковых жестких штампов (период 2l, ось цепочки параллельна
ребру клина и удалена от нее на расстояние c), внедренных в грань ϕ = α на величину δ
и начинающих достаточно медленно двигаться без перекоса перпендикулярно или па-
раллельно ребру клина (задачи A и B соответственно, рис. 1). Учитываем силы трения
Кулона коллинеарные направлению движения и направленные против движения. За-
дача A симметрична по z. К штампам приложены нормальные силы P на расстоянии H
от ребра и касательные силы T = μP (μ – коэффициент трения Кулона). Предполага-
ется, что неизвестные области контакта априори содержатся в заданных соприкасаю-
щихся прямоугольниках со сторонами 2l и 2a (рис. 1, a < c). Ближний к началу коорди-
нат прямоугольник S содержит область контакта Ω, в которой подошва штампа опи-
сывается функцией f(r, z), периодически продолжающейся по z вне S с периодом 2l.
Для определенности далее берем

(1.1)

где  для задачи A и  для задачи B.
Граничные условия контактных задач имеют вид (Ω* – объединенная область кон-
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При заданных параметрах упругости G (модуль сдвига), ν (коэффициент Пуассона),
величинах α, a, c, l, δ, μ и функции f(r, z) требуется определить область контакта Ω и
контактное давление σϕ(r, α, z) = –q(r, z), (r, z) ∈ Ω, затем при использовании инте-
гральных условий равновесия штампов могут быть найдены величины P и H.

2. Интегральные уравнения. Для трехмерного упругого клина с одной жестко закреп-
ленной гранью функции Грина содержат решения вспомогательных интегральных
уравнений Фредгольма второго рода [15, 16]. Используя эти функции для условий
(1.2), принцип суперпозиции и периодичность контактных задач, относительно кон-
тактного давления получим интегральные уравнения (θ = G/(1 – ν), n = 1, 2 для задач
A и B соответственно)

(2.1)

Здесь Kiu(r) – цилиндрическая функция Бесселя, а функции  при фиксиро-
ванном значении βx удовлетворяют интегральным уравнениям Фредгольма второго
рода (0 ≤ u < ∞)

(2.2)
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Для сходимости ряда в ядре  важно, что его символ  типа тангенса
гиперболического. Интегральное уравнение (2.1) для задачи A при α = π совпадает с
выведенным ранее для полупространства [8]. При ν = 0.5 ядра интегральных уравне-
ний (2.1) приводятся к форме

(2.3)

где n = 1, 2 для задач A и B соответственно. При μ=0 формулы (2.3) дают известное яд-
ро [13].

Для упрощения ядра уравнения (2.1) воспользуемся представлением [17]

(2.4)

где δ(x) – δ-функция Дирака, отделяя в нем действительную и мнимую часть. При вы-
числении интегралов с δ-функцией (2.4) требуются значения пределов

(2.5)

возникающих в ядре (2.1) при k = 0; также используем предел, получаемый почлен-
ным дифференцированием по x второй формулы (2.5).

Пределы (2.5) связаны с соответствующей плоской задачей. Если удержать в ядре
уравнения (2.1) задачи A лишь слагаемое при k = 0 (единичный штамп) для полосовой
области контакта вдоль ребра клина, применить преобразование Фурье по z и совер-
шить предельный переход β → 0 при учете формул (2.5), придем к известному ядру ин-
тегрального уравнения плоской задачи с трением для клина [15]

(2.6)
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а для зависящих от μ слагаемых ядра выделим интегралы и ряды [15, 18, 19]

(2.7)

Ряды (2.7) позволяют точно просуммировать члены, порожденные решением зада-
чи Черрути для полупространства.
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(2.8)

( ) ( )
∞ ∞

+ −
= =

 − π − π − = + + + + −      
 0

1 1

| |2 1 1 1 1 1cos ( ) C ln
4k k

k k k k

r xK r x z y
l R l l klR R

±= − + − = − + − ± π = π2 2 2 2( ) ( ) , ( ) ( 2 ) , /k kR r x z y R r x z y kl k l

∞ ∞ ∞ β β −β − β = −
π − ππ   2 2

0 0 0

( , ) ( ) ( )4 cos( ( ))
ch( ) ch( )

it iuU t u K x K r r xz y d dtdu
t u R

∞ ∞ ∞ β β β −β − = −
π − π βπ   

/

2 2
0 0 0

( , ) ( ) ( )4 sin( ( ))
ch( ) ch( )

it iuU t u K x K r d z yz y dtdu
t u R

= π π −( , ) ch( )ch( ) 1U t u t u

∞

+
=−∞

π π −− =
π − − π − 2

 sh( ( )/ )
2  [ch( ( )/ ) cos( ( )/ )]( )k k

r x lr x
l r x l z y lR

∞

+
=−∞

− + π π −=
π − − π − 2

2 sin( ( )/ )
2  [ch( ( )/ ) cos( ( )/ )]( )k k

z y lk z y l
l r x l z y lR

∞

+ −
=

  −
= + + − + + + 

 
0

1

1 1 1 1 C 1( , , , ) ln
4 ln( / )k k k

r x
K x y r z

R kl l l l r xR R

( ){ }∞

+ − + − +
0

1 [ ( ) 1]cos ln exp( )r duW u u u
l x u

∞ Σ + π − π Σ + π π  0
0

0

( ) ( )4 sh( ) [ ( ) cth( )] ( , )
ch( /2)

W u uu W u u u u du
l u

πν π −∗= +
π − − π −1

 sh( ( )/ )( , , , )
2  [ch( ( )/ ) cos( ( )/ )]

r x lK x y r z
l r x l z y l

( )∞

∞

ν∗+ − +

Σ + π Σ + − π π 





0

0 1
1

0

[ ( ) ( ) 1]sin ln

( ) ( )4 sh( ) ( ) ( , )
ch( /2)

r duW u h u u
l x u

h u uu W u u u du
l u u

∞ ∞ν π π −∗− Σ
π π − π  1

0 0

4 ( ) ( ) sh( )sh( ) ( , ) ( , )
ch( ) ch( )

W u h t u t U t u t u dtdu
l t u

πν π −= −
π − − π −

∗
2

sin( ( )/ )( , , , )
2  [ch( ( )/ ) cos( ( )/ )]

z y lK x y r z
l r x l z y l

( ) ( )}{∞−− ν − + +∗ 0

0

( ) ( )[ ( ) ( ) 1]cos ln sin ln  W u h uz y r rW u h u u u du
lx x u x



175ПЕРИОДИЧЕСКИЕ КОНТАКТНЫЕ ЗАДАЧИ
В формулах (2.8) улучшена сходимость всех интегралов с учетом асимптотического
поведения символов в бесконечности. Ядра (2.8) содержат слагаемые, входящие в ядра
известных интегральных уравнений пространственных и плоских контактных задач с
трением для одного штампа; в пределе при l → ∞ они стремятся к известным ядрам
для одного штампа. Логарифмический член ядра  обладает устранимой
особенностью при r → x [8, 13].

3. Численный метод. Для решения контактных задач используем метод, развитый
Галановым [14], который позволяет определить область контакта и давления в этой
области одновременно. В данном методе интегрирование в уравнении (2.1), (1.1) рас-
пространяется на прямоугольник S, содержащий область Ω (рис. 1). В условиях отсут-
ствия контакта и обращения в нуль давления в дополнительной области S\Ω прихо-
дим к системе интегрального уравнения и интегрального неравенства

(3.1)

После введения нелинейных операторов

и представления искомого давления в форме

система (3.1) сводится к решению нелинейного операторного уравнения типа Гаммер-
штейна

(3.2)

где p = p(M), p± = p±(M), d = d(M),

(3.3)

Интегральное неравенство (3.1) удовлетворяется автоматически. Можно доказать
эквивалентность системы (3.1) и уравнения (3.2) [14, 15].
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Для численного решения уравнения (3.2) применяется модифицированный метод
Ньютона, который базируется на построении последовательных приближений по
формулам

где F – дифференцируемый оператор, аппроксимирующий оператор Θ по равномер-
ной метрике [14, 15].

В отличие от задач для одного штампа [14, 15] первое ядро (2.8) в прямоугольнике S
имеет не только классическую особенность R–1, но и дополнительные интегрируемые

особенности  в точках ,  на сторонах S, обозначенных точками
на рис. 1. При расчете значений ядра в интегралах типа (3.3) особенности сглажива-
лись по формуле (k = 0; 1)

где h1 и h2 – шаги сетки соответственно по осям r и z.
Введем безразмерные обозначения (штрихи далее опускаем)

Параметр λ характеризует относительную удаленность цепочки штампов от ребра
клина.

В табл. 1 и 2 приведены соответственно зависимости P(δ) (λ = 2, ν = 0.5, μ = 0.2, ε = 1) и
P(λ) (δ = 1, ν = 0.5, μ = ±0.2, ε = 1) для разных углов клина α, рассчитанные при A = 1 и
B = 0.2 для задачи A и A = 0.2 и B = 1 для задачи B. Значения вдавливающей силы P
растут при увеличении угла клина и осадки штампов и снижаются при отдалении це-
почки от ребра клина. Для упругой четверти пространства соответствующие значения
больше, чем для полупространства, что объясняется приближением зоны контакта к
жесткой заделке по угловой координате. Для несжимаемого полупространства в зада-
че A, а также для произвольного клина в задаче B, знак μ не влияет на значение P (см.
уравнения (2.1) и (2.3)). Существенное влияние направления сил трения на вдавлива-
ющую силу P при ν = 0.5 наблюдается в задаче A при контакте вблизи ребра остро-
угольного клина. Для несжимаемой четверти пространства при μ < 0 (силы трения на-
правлены в положительном направлении полуоси r) значения P меньше, чем при μ > 0
(см. табл. 2). Противоположная ситуация отмечалась для сжимаемого полупростран-
ства (α = π, ν = 0.25) [8]. Такое поведение интегральной характеристики контактных
давлений коррелирует со знаком связанной с μ части фундаментального решения
плоской задачи (2.6), которое является нормальным перемещением (с обратным зна-
ком), вызванным действием касательной силы, приложенной в точке r = x и направ-
ленной к углу клина [15]. При r < x для полуплоскости указанное нормальное переме-
щение точек границы  (ν = 0.25) [8], тогда как для несжимаемой четвер-
ти плоскости  (ν = 0.5), что по-разному может влиять на контакт.

Для достаточно вытянутых вдоль ребра клина штампов при росте осадки δ наблю-
дается выход области контакта на боковые стороны прямоугольника S (показаны точ-
ками на рис. 1), что означает начало перколяции (слияние областей контакта). На рис. 2
показаны зависимости (a) minδ(λ) и (b) minP(λ), при которых начинается слияние об-
ластей контакта для задачи A (ν = 0.5, A = ε = 1, B = μ = 0.2; сплошные линии для α = 3π/2,
пунктир – α = π, точки – α = π/2). Значения minP(λ) при α = π и α = π/2 отличаются

−
+ = − Θ = = =/ 1
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Таблица 1. Значения силы P в зависимости от осадки δ
Задача A B

δ 0.5 1 1.5 0.5 1 1.5

α = π/2 0.132 0.332 0.444 0.147 0.375 0.628
α = π 0.0996 0.235 0.309 0.109 0.267 0.442

α = 3π/2 0.0918 0.214 0.281 0.0985 0.236 0.389

Таблица 2. Значения силы P в зависимости от параметра λ
Задача A B

λ 1.5 2.5 3.5 1.5 2.5 3.5

α = π/2, μ = 0.2 0.383 0.303 0.268 0.451 0.335 0.291
α = π/2, μ = –0.2 0.341 0.278 0.248 0.451 0.335 0.291

α = π, ∀μ 0.258 0.221 0.202 0.306 0.246 0.222
α = 3π/2, μ = 0.2 0.233 0.202 0.186 0.266 0.220 0.202

α = 3π/2, μ = –0.2 0.227 0.198 0.183 0.266 0.220 0.202
от соответствующих значений при α = 3π/2 не более, чем на 2%, и не показаны на рис.
При уменьшении угла раствора клина снижается осадка, при которой наступает пер-
коляция. При отдалении цепочки штампов от ребра клина указанная осадка, наобо-
рот, возрастает. При этом вдавливающая сила меняется незначительно. На рис. 3
внутри прямоугольника S показаны границы половинок симметричных по z областей
контакта Ω (задача A, ν = 0.5, A = ε = 1, B = μ = 0.2). При развитии перколяции с ро-
стом осадки δ наблюдается увеличение линии слияния соседних областей при z = 1 и
площади Ω, смещение области Ω к ребру клина относительно точки начального каса-
ния (рис. 3,a, α = = π/2, δ = 1, λ = 2). Область контакта растет также при уменьшении
угла остроугольного клина (рис. 3,b, δ = 0.5, λ = 1.5, сплошная линия для α = π, пунк-
тир – α = π/2).
Рис. 2. Зависимости (a) minδ(λ) и (b) min P(λ) для начала перколяции.
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Рис. 3. Границы половинок зон контакта (a) после и (b) до перколяции.
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Заключение. Закрепление одной грани пространственного упругого клина позволя-
ет получить корректные интегральные уравнения при линейно-периодическом кон-
такте с трением Кулона. Установлена структура ядер интегральных уравнений задач
линейно-периодического контакта с трением для клина, которая включает известные
члены ядер интегральных уравнений соответствующих плоских и пространственных кон-
тактных задач с трением для одного штампа. На линиях возможной перколяции возника-
ют дополнительные интегрируемые особенности ядра порядка R–1. При уменьшении
острого угла клина характеристики контакта могут существенно отличаться от случая
полупространства.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (код проекта 22-21-
00013).
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