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Изучаются уравнения движения гиростата Горячева–Сретенского. Установлено, что
одна компонента вектора угловой скорости совершает колебания с нулевым сред-
ним значением на всех решениях вне множества нулевого уровня интеграла площа-
дей. Найдены все стационарные решения, включающие два состояния покоя и два
параметрических семейства перманентных вращений. Методом интегральных свя-
зок Четаева получены достаточные условия устойчивости стационарных решений.
На основе анализа корней характеристического уравнения получены условия не-
устойчивости. Установлена возможность гироскопической стабилизации за счет мо-
мента циркулярно-гироскопических сил при определенных условиях.
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1. Введение. В динамике твердого тела с неподвижной точкой важное значение име-
ют как классические случаи полной интегрируемости (Эйлера, Лагранжа и Ковалев-
ской), так и случаи частичной интегрируемости, когда удается получить дополнитель-
ный частный интеграл [1–3]. Один из таких частично интегрируемых случаев для
уравнений движения тяжелого твердого тела вокруг неподвижной точки был найден
Д.Н. Горячевым [4], который показал существование четвертого по счету интеграла на
инвариантном множестве нулевого уровня интеграла площадей. Интегрирование
дифференциальных уравнений движения с использованием дополнительного инте-
грала было выполнено [5] С.А. Чаплыгиным, установившим, что решения в общем
случае представляются гиперэллиптическими функциями времени. Эти результаты
были распространены Л.Н. Сретенским [6] на более общие по сравнению с твердым
телом уравнения движения гиростата, содержащие дополнительный параметр – век-
тор гиростатического момента.

Исследования случая Горячева–Чаплыгина для твердого тела и гиростата Горяче-
ва–Сретенского, а также их аналогов и обобщений успешно продолжаются и в насто-
ящее время по нескольким направлениям. Изучались [7] эргодические свойства реше-
ний волчка Горячева–Чаплыгина, показано, что собственное вращение и прецессия
обладают главным движением, а нутация является квазипериодической функцией
времени. Обобщение случая Горячева–Чаплыгина, где в гамильтониане присутствует
ряд новых дополнительных параметров, изучалось в [2], при этом сохраняется вывод
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об интегрируемости на нулевом уровне интеграла площадей. Доказана [8] периодич-
ность движений тела в случае Горячева при малых значениях энергии.

Были найдены [9] стационарные решения уравнений гиростата Горячева–Сретен-
ского, лежащие на инвариантном множестве нулевого уровня интеграла площадей, но
анализ их устойчивости не проводился. Изучалась [10] орбитальная устойчивость пе-
риодических движений твердого тела в случае Горячева–Чаплыгина, показана их не-
устойчивость в первом приближении. Затем эта неустойчивость была подтверждена
[11] и в строгой нелинейной постановке применением теоремы Четаева. Были выделе-
ны инвариантные множества волчка Горячева–Чаплыгина и обобщенным методом
Рауса исследовалась их устойчивость [12].

Объектом исследования в данной статье являются уравнения движения гиростата
Горячева–Сретенского с дополнительным моментом циркулярно-гироскопических
сил. Статья организована следующим образом. В разделе 2 приводятся уравнения дви-
жения, их первые интегралы и формулируются задачи исследования. В разделе 3 уста-
новлено, что одна из компонент вектора угловой скорости совершает колебания с ну-
левым средним значением на всех движениях вне множества нулевого уровня инте-
грала площадей. В разделе 4 найдены все стационарные решения, среди которых два
состояния покоя и два параметрических семейства перманентных вращений, и полу-
чены условия устойчивости или неустойчивости найденных стационарных решений.
В разделе 5 построение и исследование устойчивости стационарных решений прове-
дено в случае нелинейного потенциала. В разделе 6 рассматривается влияние момента
циркулярно-гироскопических сил на устойчивость стационарных решений и доказа-
на возможность стабилизации в линейном приближении при условиях, аналогичных
теореме Томсона–Тета–Четаева. Раздел 7 посвящен обсуждению результатов. В за-
ключение кратко сформулированы основные результаты статьи.

2. Дифференциальные уравнения движения, первые интегралы и постановка задачи.
Рассмотрим векторную форму уравнений движения гиростата с неподвижной точкой
под действием момента потенциальных и циркулярно-гироскопических сил

(2.1)

(2.2)

Здесь  – вектор угловой скорости,  – единичный век-
тор оси симметрии силового поля, заданные проекциями на оси связанной системы

координат,  – симметричная положительно определенная матрица тензора
инерции относительно неподвижной точки,  – вектор гиростатиче-
ского момента,  – некоторая непрерывно дифференцируемая функция (потен-
циал),  – произвольная непрерывная функция. Отметим, что уравнения дви-
жения гиростата под действием момента потенциальных и гироскопических сил, ана-
логичные или более общие, чем система (2.1), (2.2), рассматривались во многих работах
(см., например, [13–16]). Момент циркулярно-гироскопических сил вида M2 =
=  использовался в уравнениях Гриоли [17]. Момент вида 

 возникает при вращении ферромагнитного тела в постоянном и однород-
ном магнитном поле в случае, изученном в [18].

Как известно [13–16], система (2.1), (2.2) имеет три первых интеграла:
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(2.4)

(2.5)
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Предположим пока, что момент  отсутствует, т.е. что .
Далее всюду будем считать матрицу инерции диагональной I = , потенци-
ал пока будем полагать линейной функцией , и параметры отве-
чающими условиям гиростата Горячева–Сретенского [4, 6]:  

. При этих условиях система (2.1), (2.2) и первые интегралы в координат-
ной форме запишутся так

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

В [6] установлено, что функция

(2.11)

удовлетворяет во всем фазовом пространстве дифференциальному соотношению

(2.12)

Из (2.12) следует, что на инвариантном множестве J2 = 0, задаваемом нулевым уров-
нем интеграла площадей (2.8), функция (2.11) порождает первый интеграл

(2.13)

с произвольной постоянной . Наличие четырех известных первых интегра-
лов (2.8)–(2.10) и (2.13) позволяет выполнить на множестве J2 = 0 интегрирование в
квадратурах [6]. Однако поведение решений и их свойства представляют несомнен-
ный интерес и вне этого множества J2 = 0. Задача построения решений вне множества
J2 = 0 рассматривались в [19], где была проведена редукция к системе двух уравнений.

Задачи исследования в данной статье состоят в том, чтобы:
1) установить эргодические свойства компоненты q(t) решения системы (2.6), (2.7)

вне множества J2 = 0;
2) выявить все стационарные решения, которые задаются постоянными, обращаю-

щими правые части уравнений движения (2.6), (2.7) в нуль;
3) используя первые интегралы получить методом интегральных связок Четаева [20]

достаточные условия устойчивости выявленных стационарных решений;
4) используя уравнения линейного приближения и теорему Ляпунова выявить слу-

чаи неустойчивости;
5) распространить условия устойчивости на случай нелинейного потенциала и вы-

яснить влияние циркулярно-гироскопических сил на устойчивость стационарных ре-
шений.

3. О поведении q(t) вне множества J2 = 0. Утверждение 1. Для всякого решения 
системы уравнений движения гиростата (2.6), (2.7), не лежащего в инвариантном мно-
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жестве J2 = 0, его компонента q(t) совершает колебания с нулевым средним значением

.

Доказательство. Рассмотрим произвольное решение , не лежащее на
множестве . Из существования интегралов  и  вытекает ограниченность ре-
шения  при всех . Значит на этом решении будет ограничена
сверху и снизу при всех  и задаваемая формулой (2.11) функция . Инте-
грируя дифференциальное равенство (2.12), получаем  =  –

‒ , поэтому, поскольку , то из ограничен-

ности функции  вдоль решения  следует, что  при всех

. Следовательно, среднее значение равно нулю . Утвер-

ждение доказано.
Следствие 1. Для любого стационарного решения  = const,

не лежащего в множестве J2 = 0, всегда будет .
Это следствие полезно при отыскании всех стационарных решений системы (2.6), (2.7).
4. Стационарные решения и условия их устойчивости. Все стационарные решения

 системы (2.6), (2.7), лежащие на инвариантном множестве
J2 = 0, были найдены в [9], при этом для них характерно . Таким образом, с уче-
том следствия 1 для всех стационарных решений системы (2.6), (2.7) выполняются ра-
венства  . Поэтому для нахождения стационарных решений получаем си-
стему уравнений

(4.1)

Эта система имеет очевидное решение

(4.2)

Все другие вещественные стационарные решения находятся следующим образом.
Используя геометрический интеграл (2.10), полагаем , , где  <
< 2π – произвольно. Заметим, что решения (4.1) с  нас не интересуют, так как
они влекут  и противоречат геометрическому интегралу. Поэтому считаем, что

. В случае  из системы (4.1) вновь получается решение (4.2), поэтому
считаем, что . Из второго уравнения (4.1) выражаем  и, подставляя в пер-

вое, получаем квадратное относительно  уравнение  = 0,
которое имеет вещественные корни при условии

(4.3)

Таким образом, система (2.6), (2.7) имеет при всех , , удо-
влетворяющих неравенству (4.3), два стационарных решения (при D = 0 они совпадают)

(4.4)

( )
→±∞

=
0

1lim τ τ 0
t

t
q d

t
( ) ( )( )ω γ,t t

=2 0J 1J 3J
( ) ( )( )ω γ,t t −∞ < < +∞t

−∞ < < +∞t 4J
( ) ( )( )ω γ4 ,J t t ( ) ( )( )ω γ4 0 , 0J

( ) ( )( ) ( )ω γ2
0

0 , 0 τ τ
t

aJ q d ( ) ( )( ) ≠ω γ2 0 , 0 0aJ

4J ( ) ( )( )ω γ,t t ( ) < +∞
0

τ τ
t

q d

−∞ < < +∞t ( )
→±∞

=
0

1lim τ τ 0
t

t
q d

t

= 1 2 3( ( ), ( )) ( , , , γ , γ , γ )t t p q rω γ
= 0q

( ) =1 2 3, , , γ , γ , γ constp q r
= 0q

= 0, q =2 γ 0

− + + = − =3 3 3 13 λ γ 0, γ γ 0Cpr p a p r

= = = = = = = ±2 3 10, γ γ 0, γ σ 1p q r

=1γ cosφ =3γ sinφ <0 φ
=1γ 0

=3γ 0
= ϕ ≠1γ cos 0 =3γ 0

= ≠3γ sin φ 0 r

p − λ −2
33 sinφ cosφ sinφcosφC p p a

= + ≥2 2 2
3λ cos φ 12 sin φcosφ 0D aC

< <0 φ 2π ≠φ π/2, π,  3π/2

± ±= = =

= = γ =

3 3
1,2 1,2

1 2 3

λ cosφ λ cosφ, 0,
6 sinφ 6 cosφ

 γ cosφ, γ 0, sinφ  

D Dp q r
C C



73ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ
Других стационарных решений, кроме двух состояний покоя (4.2) и двух однопара-
метрических семейств перманентных вращений (4.4), система (2.6), (2.7) не имеет.

Перейдем теперь к анализу устойчивости стационарных решений. Введем обозна-
чения для отклонений от невозмущенного стационарного движения

В этих переменных интегралы уравнений возмущенного движения для стационара
(4.2), выпишутся следующим образом:

Здесь и далее  означает значение выбранного интеграла на невозмущенном движе-
нии. Функцию Ляпунова по методу Четаева [20] строим в виде связки (линейной ком-
бинации) интегралов

С целью уничтожения линейных слагаемых в связке выберем число  следующим
образом , тогда функция V(x) будет квадратичной формой V(x) =

= . В случае  эта квадратичная форма
является положительно определенной по отношению ко всем переменным x =
= . Тем самым доказано следующее

Утверждение 2. Состояние покоя (4.2), соответствующее значению ,
устойчиво по Ляпунову.

Для анализа устойчивости второго состояния покоя (4.2), которому соответствует
, воспользуемся теоремой Ляпунова о неустойчивости по линейному при-

ближению. Для этого состояния покоя характеристическое уравнение линейного при-
ближения имеет вид

(4.5)
где

(4.6)

Для того, чтобы уравнение (4.5) не имело корней с положительной вещественной
частью, оба коэффициента (4.6) должны быть неотрицательны, что приводит к проти-

воречивым условиям , . Это означает, что один из коэффициен-
тов (4.6) отрицателен и уравнение (4.5) имеет корень с положительной вещественной
частью. Тем самым доказано следующее

Утверждение 3. Состояние покоя (4.2), соответствующее значению , не-
устойчиво по Ляпунову.

Теперь рассмотрим вопрос об устойчивости перманентных вращений из семейств
(4.4). В этом случае интегралы уравнений возмущенного движения записываются так

Функцию Ляпунова по методу Четаева [20] строим в виде связки интегралов
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С целью уничтожения линейных слагаемых в связке числа  и  выберем следую-
щим образом

Тогда функцию Ляпунова можно записать в виде

где

Так как положительные числа  и  можно брать как угодно большими, то для по-
ложительной определенности квадратичной части функции Ляпунова необходимо и
достаточно [21], чтобы квадратичная форма V2(x) = 
была положительно определенной на линейном множестве

Поскольку переменные  и  не входят в линейные ограничения , то квадратич-
ная форма  должна быть положительно определена, для чего в соответствии
с критерием Сильвестра необходимо и достаточно

(4.7)

В силу полного совпадения коэффициентов, это же неравенство (4.7) обеспечит и
положительную определенность квадратичной формы . А условия положи-
тельной определенности квадратичной формы  даются неравенством

, которое заведомо выполнено при выполнении (4.7). Таким образом, условие
(4.7) гарантирует положительную определенность трех первых слагаемых (каждого от-
носительно своих переменных), а значит и всей функции Ляпунова. Тем самым дока-
зано

Утверждение 4. Каждое перманентное вращение из однопараметрических семейств
(4.4), для которого выполнено неравенство (4.7), является устойчивым по Ляпунову.

Нарушение неравенства (4.7) для какого-либо стационарного решения (4.4) еще не
означает его неустойчивость, поскольку это условие является лишь достаточным. Для
получения условий неустойчивости воспользуемся теоремой Ляпунова о неустойчи-
вости по линейному приближению. Для стационарных решений (4.4) характеристиче-
ское уравнение системы линейного приближения имеет вид (4.5), где коэффициенты
вместо (4.6) задаются следующими формулами

(4.8)
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(4.9)

Из теоремы Ляпунова о неустойчивости по линейному приближению вытекает
справедливость следующего утверждения.

Утверждение 5. Каждое перманентное вращение из однопараметрических семейств
(4.4), для которого коэффициенты характеристического уравнения  и , вычисляе-
мые по формулам (4.8) и (4.9), удовлетворяют хотя бы одному из трех условий 

, , является неустойчивым по Ляпунову.
Пример 1. Пусть параметры системы (2.6), (2.7) имеют следующие значения: C = 1,

 . При  имеются два стационарных решения вида (4.4):

Вычисляя по формуле (4.7), для первого решения находим Δ =  =

= 0.18 ... > 0. Для второго решения получаем Δ =  = 49.24 ... > 0.
Таким образом, из утверждения 4 следует, что оба стационарных решения, отвечаю-

щих , устойчивы по Ляпунову.

При  имеются два стационарных решения вида (4.4):

Условия (4.7) для обоих решений нарушаются. Вычисляя по формуле (4.9) коэффици-

ент характеристического уравнения, для первого решения получаем a0 = –  +

+  = , а для второго  –  =  < 0.

Таким образом, на основании утверждения 5 оба стационарных решения, отвечающих

, неустойчивы по Ляпунову.

Изменим теперь значение одного параметра, положив  Тогда при 

имеются два стационарных решения вида (4.4):
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Вычисляя по формуле (4.7) для первого решения находим , а для
второго . Условия (4.7) для обоих решений нарушаются. Вычисляя
по формулам (4.8), (4.9) коэффициенты характеристического уравнения для первого ре-

шения получаем , , . Для вто-

рого решения соответственно получаем , ,  =
= 3.1801 ... > 0. Все корни характеристических уравнений лежат на мнимой оси, утвер-
ждение 5 неприменимо. Таким образом, в данном случае вопрос об устойчивости для
обоих стационарных решений остается открытым.

5. Случай нелинейного потенциала . В этом разделе рассмотрим гиростат Горя-
чева–Сретенского в более общем случае нелинейного потенциала , где

 – некоторая дважды непрерывно дифференцируемая функция. Отметим, что
такого вида потенциальная функция, зависящая только от одной компоненты вектора

, использовалась в [22]. Уравнения движения вместо (2.6), (2.7) и интеграл энергии
теперь запишутся так

(5.1)

(5.2)

(5.3)
Интеграл площадей и геометрический интеграл для системы (5.1), (5.2) сохранят вид
(2.4), (2.5). Состояния покоя (4.2) будут стационарными решениями и для системы
(5.1), (5.2). Другие стационарные решения  системы (5.1),
(5.2), для которых  находятся с помощью квадратного относительно 
уравнения

(5.4)

которое имеет вещественные корни при условии

(5.5)

Таким образом, система (5.1), (5.2) имеет при всех , , удо-
влетворяющих неравенству (5.5), два стационарных решения

(5.6)

При D1 = 0 эти решения (5.6) совпадают друг с другом. Для анализа устойчивости со-
стояний покоя (4.2) функцию Ляпунова по методу Четаева [20] строим в виде связки
интегралов

где используется интеграл энергии в форме (5.3). С целью уничтожения линейных

слагаемых в связке и подавления влияния слагаемого  если , выбе-
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рем числа  и  следующим образом: , . Тогда квадратич-

ная часть функции V(x) будет формой  – U'(σ)  +

+ . В случае  эта квадратичная форма является положитель-
но определенной по отношению ко всем переменным . Тем самым
доказано следующее

Утверждение 6. Состояние покоя (4.2) системы (5.1), (5.2), для которого выполнено
условие  устойчиво по Ляпунову.

Для линеаризованной в окрестности состояния покоя (4.2) системы (5.1), (5.2) ха-
рактеристическое уравнение имеет вид (4.5), а коэффициенты вычисляются по фор-
мулам

(5.7)

Если , то один из коэффициентов (5.7) будет отрицателен, поэтому
справедливо следующее

Утверждение 7. Состояние покоя (4.2) системы (5.1), (5.2), для которого выполнено
условие  неустойчиво по Ляпунову.

В случае линейного потенциала  одно из двух состояний покоя (4.2) было
устойчиво, а другое неустойчиво. В случае же нелинейной функции  воз-
можны ситуации, когда оба состояния покоя устойчивы, или оба неустойчивы. На-

пример, для функции  при a < 0 оба состояния покоя устойчивы, а при a > 0
оба неустойчивы.

Теперь рассмотрим вопрос об устойчивости перманентных вращений из семейств
(5.6). В этом случае интегралы уравнений возмущенного движения записываются так

Функцию Ляпунова по методу Четаева [20] строим в виде связки интегралов

С целью уничтожения линейных слагаемых в связке числа  и  выберем следую-
щим образом

Тогда квадратичную часть функции Ляпунова можно записать в виде

где
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Так как положительные числа  и  можно брать как угодно большими, то для по-
ложительной определенности квадратичной части функции Ляпунова необходимо и
достаточно [21], чтобы квадратичная форма  была положительно определенной
на линейном множестве   +  = 0}.

Поскольку переменные  и  не входят в линейные ограничения , то квадратичная
форма  должна быть положительно определена, для чего в соответствии с крите-
рием Сильвестра необходимо и достаточно выполнения неравенства (4.7). На множестве 
выразим  и  через  и , тогда после подстановки форма  запи-
шется так

где

Применив критерий Сильвестра, получаем необходимые и достаточные условия
положительной определенности формы  в виде следующего неравенства

(5.8)

Из наличия положительно определенного первого интеграла на основании теоремы
Ляпунова вытекает справедливость следующего утверждения.

Утверждение 8. Каждое перманентное вращение из однопараметрических семейств
(5.6), для которого выполнены неравенства (4.7) и (5.8), является устойчивым по Ля-
пунову.

Замечание. Если  и выполнено неравенство (4.7), то будет выполняться и
неравенство (5.8).

Для получения условий неустойчивости воспользуемся теоремой Ляпунова о не-
устойчивости по линейному приближению. Для стационарных решений (5.6) характе-
ристическое уравнение системы линейного приближения имеет вид (4.5), где коэф-
фициенты вместо (4.6) задаются следующими формулами

(5.9)

(5.10)

Из теоремы Ляпунова о неустойчивости по линейному приближению вытекает те-
перь справедливость следующего утверждения.
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Утверждение 9. Каждое перманентное вращение из однопараметрических семейств
(5.6), для которого коэффициенты a2 и a0, характеристического уравнения (4.5), вы-
числяемые по формулам (5.9) и (5.10), удовлетворяют хотя бы одному из трех условий

 , , является неустойчивым по Ляпунову.
Сопоставляя основные результаты данного и предыдущего разделов отметим, что

особенность случая нелинейного потенциала проявляется в том, что как достаточные,
так и необходимые условия устойчивости перманентных вращений существенным об-
разом зависят от значения второй производной  на исследуемом стационарном
решении. А вот для состояний покоя в случае нелинейного потенциала условия устой-
чивости от значения второй производной не зависят и вполне аналогичны случаю ли-
нейного потенциала.

6. О влиянии момента циркулярно-гироскопических сил на устойчивость стационарных
решений. Вернемся теперь к рассмотрению системы (2.1), (2.2), в которой действует
момент циркулярно-гироскопических сил , т.е. функция 
не обращается тождественно в ноль. Потенциал  будем считать таким же,
как в разделе 5, а параметры удовлетворяющими условиям Горячева–Сретенского.
Тогда в координатной форме уравнения движения записываются так

(6.1)

(6.2)

Легко проверить, что справедливы следующие факты:
1) система (6.1), (6.2) и система (5.1), (5.2) имеют одни и те же стационарные решения;
2) система (6.1), (6.2) имеет те же первые интегралы (5.3), (2.9), (2.10).
Поэтому условия устойчивости стационарных решений, полученные с помощью

интегральных связок Четаева и сформулированные в утверждениях 6 и 8, будут спра-
ведливы и по отношению к системе (6.1), (6.2). Таким образом, здесь имеется прямая
аналогия с второй теоремой Томсона–Тэта–Четаева [23]: если построением знако-
определенной связки интегралов установлена устойчивость стационарного решения

системы (5.1), (5.2) с действием только потенциального момента , то она сохра-

няется в системе (6.1), (6.2) при добавлении произвольного циркулярно-гироскопиче-
ского момента .

Рассмотрим теперь как обстоит дело касательно свойства неустойчивости. Далее
считаем, что в системе (6.1) . Тогда характеристическое уравне-
ние для состояния покоя (4.2) системы (6.1), (6.2) по-прежнему имеет вид (4.5), а его
коэффициенты выражаются следующим образом

(6.3)

Из (6.3) следует, что если выполнено условие

(6.4)

то при всех достаточно больших  будут выполнены неравенства  

 следовательно, все корни соответствующего характеристического урав-
нения (4.5) будут расположены на мнимой оси.
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Тем самым установлено, что при выполнении (6.4) циркулярно-гироскопический
момент  с достаточно большим по модулю коэффициентом  осу-
ществляет гироскопическую стабилизацию в первом приближении для неустойчивого
при одном только потенциальном моменте состояния покоя. Если же вместо (6.4) вы-

полнено неравенство , то при любом  характери-
стическое уравнение будет иметь корень с положительной вещественной частью, сле-
довательно состояние покоя будет неустойчиво.

Рассмотрим теперь произвольное перманентное вращение семейства (5.6), оно при лю-
бом  будет стационарным решением и для системы (6.1), (6.2). Соответствующее ему ха-
рактеристическое уравнение имеет вид (4.5), в котором коэффициент  задается форму-

лой (5.10), а коэффициент  является квадратным трехчленом a2 =  + b0, в ко-

тором . Поэтому, если для  вычисляемого по формуле (5.10), будет

выполнено условие  то при всех достаточно больших  будут выполнены нера-

венства    следовательно, все корни соответствующего харак-
теристического уравнения (4.5) будут расположены на мнимой оси.

Таким образом, для перманентных вращений также установлена возможность ста-
билизации в первом приближении за счет присоединения момента циркулярно-гиро-
скопических сил. Здесь налицо полная аналогия с первой теоремой Томсона–Тэта–
Четаева [23]: если коэффициент при наименьшей степени в характеристическом урав-
нении положителен, то возможна гироскопическая стабилизация за счет момента

 с достаточно большим по модулю коэффициентом , а если коэффи-
циент при наименьшей степени отрицателен, то такая стабилизация невозможна.

7. Обсуждение результатов. Исследование устойчивости движения гиростатов мето-
дом интегральных связок Четаева было начато В.В. Румянцевым [24]. Достаточные
условия устойчивости перманентных вращений тяжелого гиростата были получены
методом Четаева в [25], а с помощью теоремы Рауса–Ляпунова в [26]. Но в этих рабо-
тах рассматривался случай общего положения (все компоненты вектора гиростатиче-
ского момента ненулевые, все координаты центра масс ненулевые), поэтому получен-
ные в них условия не применимы к случаю гиростата Горячева–Сретенского. Этот
случай по терминологии [27] является вырожденным и должен изучаться отдельно.
Если в уравнениях движения гиростата (2.1) потенциал удовлетворяет условиям Горя-
чева, т.е. имеет вид , а вектор гиростатического момента вместо условий
Сретенского подчинен условиям  , то имеет место другой вырожден-
ный в смысле [27] случай, для которого устойчивость перманентных вращений вокруг
первой главной оси инерции рассматривалась в [28].

В дальнейшем исследования устойчивости стационарных решений уравнений дви-
жения тяжелого гиростата были продолжены и развиваются и в настоящее время (см.,
например, [29–32] и цитированную там литературу). Из недавних работ этого направ-
ления отметим [33], где были найдены семейства перманентных вращений и условия
их устойчивости в случае, когда потенциал линейный и зависит только от одной пере-
менной. Сопоставление на ряде примеров показало, что утверждение 4 и теорема 6 из
[33] дают одинаковые области устойчивости, хотя записи самих условий устойчивости
существенно различаются. При этом в [33] условия Горячева–Сретенского не исполь-
зуются, поэтому теорема 6 из [33] применима к более широкому классу систем, чем
утверждение 4. Однако в случае нелинейного потенциала, где применимо утвержде-
ние 8, результаты [33] не применимы, поскольку относятся только к случаю линейно-
го потенциала.

×ω γL = constL
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Отметим также, что возможность и условия стабилизации в линейном приближе-
нии за счет момента циркулярно-гироскопических сил для уравнений движения гиро-
стата ранее в литературе не рассматривались, и аналогия с теоремами Томсона–Тэта–
Четаева не устанавливалась.

Заключение. В заключение сформулируем кратко основные результаты статьи.
Установлено, что на всех решениях, лежащих вне множества  нулевого уровня
интеграла площадей, компонента вектора угловой скорости  имеет нулевое сред-
нее значение по всей оси времени. Найдены все стационарные решения уравнений
движения гиростата Горячева–Сретенского и проведен анализ их устойчивости. До-
казано, что одно состояние покоя устойчиво, а другое неустойчиво. Получены доста-
точные условия устойчивости перманентных вращений. Показана возможность гиро-
скопической стабилизации в первом приближении за счет момента циркулярно-гиро-
скопических сил при определенных условиях, аналогичных теореме Томсона–Тета–
Четаева.

Работа выполнена при поддержке РНФ, проект 22-29-00819.
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