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В работе выполняется построение и исследование нелинейной электромеханиче-
ской модели движения микромасштабного проводящего недеформируемого кольца
в неконтактном электромагнитном индукционном подвесе. Аналитически найдены
положения равновесия кольца, исследована их устойчивость, построены соответ-
ствующие бифуркационные диаграммы. С применением асимптотических методов
нелинейной механики исследована нелинейная динамика системы вблизи ее поло-
жения равновесия. Проведена линеаризация системы вблизи ее положения равнове-
сия, получено выражение для магнитной жесткости подвеса. Рассмотрена возмож-
ность использования электростатических полей для управления величиной суммар-
ной линейной жесткости левитирующего подвеса.
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1. Введение. Электромагнитный неконтактный подвес – устройство, работающее
на принципе электромагнитной левитации и использующее пондеромоторные силы
для компенсации силы тяжести. Это приводит к стабилизационному удержанию чув-
ствительной части устройства в равновесии без механического крепления [1–5]. При
этом чувствительный элемент подвеса может приобретать достаточно большую (тео-
ретически бесконечную) чувствительность при правильной настройке электрической
части системы [6], что позволяет использовать данный прибор как сенсор, регистри-
рующий малейшие воздействия на чувствительный элемент в окрестности своего по-
ложения равновесия, что показано в [6–13]. Для демонстрации принципа работы при-
бора предположим, что подвес работает как датчик ускорений. С уменьшением жест-
кости подвеса ( ) чувствительность акселерометра неограниченно увеличивается
и в пределе становится бесконечной [6]. Таким образом, при технологической воз-
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можности исключения механической жесткости из модели оказывается возможным
получить прибор с бесконечной (очень большой) чувствительностью и, как следствие,
перспективой измерять сколь угодно малые внешние ускорения. Для управления ве-
личиной жесткости предлагается использовать комбинацию магнитного и электриче-
ского подвесов, чтобы при определенных параметрах электрической и магнитной ча-
стей конструкции свести к нулю суммарную линейную жесткость системы.

Множество работ посвящено тематике разработки конструкции и режимов работы
электромагнитного подвеса. В [6] рассмотрен описанный подход при конструирова-
нии электромагнитного подвеса в случае дискообразной массы при учете только осе-
вых движений левитирующей массы. В работах [12, 14] получены динамические урав-
нения левитирующей массы при дополнительном учете угловых смещений вследствие
возникновения магнитных моментов. В [10, 15] получены общие условия устойчивого
движения левитирующей массы, в [16] обсуждаются построение и оценка взаимной
индуктивности контуров различной формы, в [17] проводится численный анализ ре-
жимов работы электромагнитного подвеса.

Основной целью данной работы является развитие общего аналитического подхода
к исследованию нелинейной динамики электромагнитных подвесов на примере по-
становки задачи, впервые рассмотренной в [6]. В работе выполняется построение и
исследование нелинейной электромеханической модели движения микромасштабно-
го проводящего недеформируемого кольца в неконтактном электромагнитном индук-
ционном подвесе. Аналитически найдены положения равновесия кольца, исследова-
на их устойчивость, построены соответствующие бифуркационные диаграммы.
С применением асимптотических методов нелинейной механики исследована нели-
нейная динамика системы вблизи ее положения равновесия. Проведена линеаризация
системы вблизи ее положения равновесия, получено выражение для магнитной жест-
кости подвеса. Рассмотрена возможность использования электростатических полей
для управления величиной суммарной линейной жесткости левитирующего подвеса.

2. Математическая модель. При рассмотрении магнитного подвеса предполагается,
что по катушке индуктивности (левитационной катушке) протекает периодический
ток. В левитирующем теле, изготовленном из проводящего материала, вследствие за-
кона электромагнитной индукции возникают наведенные токи, которые взаимодей-
ствуют с питающим током. При этом взаимодействии возникает сила Ампера, которая
может отталкивать или притягивать левитирующее тело в зависимости от направле-
ния пондеромоторных сил. Стабилизирующая катушка выступает в качестве регулято-
ра возможных движений инерционной массы. При определенных условиях, сформулиро-
ванных в статье [12], в микромеханическом неконтактном подвесе левитационная и ста-
билизационная катушки могут быть рассмотрены отдельно. Схематическое изображение
рассматриваемой проблемы представлено на рис. 1.

Энергия магнитного поля W, создаваемого катушкой срединного радиуса , тол-
щины , запитываемая переменным током i1, и дископодобной инерционной массой
(ИМ) радиуса , толщины  с наведенным током , записывается как

(2.1)

где L1 и L2 – собственные индуктивности катушки и ИМ, соответственно [5]:

(2.2)

w – количество витков катушки,  – взаимная индуктивность между катушкой и
ИМ,  – магнитная постоянная, y – координата вертикального перемещения ИМ от-
носительно катушки индуктивности.
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Рис. 1. Схематическое изображение магнитной части электромагнитного подвеса; 1 – инерционная масса,
2, 3 – левитационная и стабилизирующая катушки соответственно.
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В общем случае взаимная индуктивность  является сложной неэлементарной
функцией [18]. Это составляет определенную трудность для аналитического исследо-
вания модели магнитного подвеса [19]. Известны приближенные выражения для вза-
имной индуктивности [5, 6, 18], применимые в условиях ряда допущений, заключаю-
щихся в предположении о том, что характерные размеры катушки и ИМ намного
больше высоты положения равновесия левитации . Также предполагается, что ин-
дуцированный вихревой ток  распределяется вдоль ИМ таким образом, что можно
выделить контур, соответствующий максимальному значению плотности вихревого
тока [19]. Контур вихревого наведенного тока  геометрически определяется как
окружность, имеющая тот же диаметр, что и ИМ [19]. В силу указанных особенностей
устройства, силовое взаимодействие в вертикальном направлении сводится к взаимо-
действию между вихревым током  и током катушки  [20]. Иными словами, данное
приближение соответствует случаю линейных токов, т.е. сведению взаимодействия
токов в проводниках к токам по некоторым кривым в пространстве [21]. Если рас-
сматривать ИМ и наведенный ток как окружности, то взаимная индуктивность между
ними может быть описана точной формулой Максвелла для двух колец радиусов  и

 [18]:

(2.3)

где  и  – полные эллиптические интегралы первого и второго рода,  – эл-
липтический модуль [22].

При выводе уравнений динамики ИМ рассматривается динамика его центра тяже-
сти. Предполагается, что ИМ перемещается только в вертикальном направлении.
В указанной постановке потенциальная Π и кинетическая T энергии имеют вид:

(2.4)

где  – масса ИМ,  – ускорение свободного падения,  – обозначение произ-

водной по времени t.
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(2.5)

где  – электрическое сопротивление ИМ,  – коэффициент механического трения
между ИМ и окружающей средой.

Также предполагается, что ток катушки  создается генератором переменного тока,
то есть:

(2.6)

где  и  – амплитуда и частота тока  соответственно.
Для записи уравнений движения ИМ и наведенного тока  применим формализм

Лагранжа–Максвелла. В качестве обобщенных координат примем перемещение  и
ток  и запишем уравнения Лагранжа–Максвелла в форме

(2.7)

Подставляя выражения (2.2)–(2.6) в выражение (2.7), получим

(2.8)

Система уравнений (2.8) задает динамику колебаний ИМ при воздействии на нее
переменного тока i1, протекающего в катушке индуктивности. Для дальнейшего ис-
следования системы (2.8) введем безразмерные величины:

(2.9)

и перепишем систему (2.8) в безразмерном виде:

(2.10)

где  – обозначение производной по безразмерному времени .

Величина  определяет отношение между магнитной и механической

энергиями системы. Из (2.9) видно, что входящий в нее параметр , обозначающий
собой отношение гравитационного ускорения к центростремительному, является ма-
лым. Данное утверждение следует из предположения [6] о высокой частоте  питающего
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тока . Для характерных параметров системы [6, 10]  = 265 мкм,  = 6.28 мрад/с,
 × 10–9. Таким образом, получена безразмерная динамическая система левити-

рующей массы и наведенного тока с явным малым параметром , что позволяет при-
менять асимптотические методы нелинейной механики для оценки динамических ре-
жимов исследуемой системы [23].

Сначала решается задача о нахождении положения равновесия ИМ для пары неиз-
вестных  системы (2.10), где  – гармоническая функция наве-
денного тока, которая соответствует постоянному значению положения равновесия .

3. Определение положения равновесия системы. Исследуем равновесные состояния
инерционной массы. В силу гармоничности тока возбуждения  магнитная сила, дей-
ствующая на ИМ, также гармонична, что приводит к установившемуся колебательно-
му процессу ИМ относительно некоторого положения . Для этого перепишем выра-
жение (2.10) для переменной силы тока , соответствующей постоянному
значению  (  ):

(3.1)

где к.с. – комплексное сопряжение выражения.
Разрешая первое выражение системы (3.1), установившееся периодическое реше-

ние для тока  записывается в форме
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где  – обозначение мнимой единицы,
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Рис. 2. График функции  при  = 18.68, 26.15, 37.35;  × 10–6, , , .

Крестики – обозначение решения  = 0.

0

f(
� 0

)

0 0.02 0.04 �0
0.06

� = 18.68
� = 26.15
� = 37.35

0.08 0.10

�0.5

�1.0

ξ0( )f α = 22r = 0.022l = 0.94a β = 0.0059
ξ0( )f
Видно, что устойчивость положения равновесия  зависит только от геометриче-
ских и физических параметров системы и в явном виде не зависит от параметров пи-
тающего тока.

Выражение (3.4) является трансцендентным уравнением относительно положения
равновесия , которое отвечает случаю равенства сил Ампера и тяжести ИМ. На рис. 2
представлен график нормированной функции  относительно ее максимального
значения при различных параметрах α.

Из рис. 2 видно, что решением уравнения (3.4) являются два положения равновесия
, устойчивость которых определяется выражением (3.6). При изменении параметров

системы возможно наблюдение состояния системы, при котором два положения рав-
новесия сливаются в одно, то есть возникает седлоузловая бифуркация [24]. При этом
в системе существует единственное полуустойчивое положение равновесия. Для каче-
ственного исследования эволюции системы при изменении ее параметров использу-
ется программный пакет MatCont [25]. На рис. 3, 4 приведены зависимости положе-
ния равновесия  от параметров α и , варьирование которых соответствует измене-
нию амплитуды  и частоты  тока генератора  согласно выражениям (2.9) (при
фиксированных остальных параметрах системы). Сплошным линиям соответствует
устойчивое положение равновесия, пунктирным – неустойчивое.

Из рис. 3, 4 видно, что седлоузловая бифуркация соответствует граничному значе-
нию варьируемого параметра и определяет таким образом область существования по-
ложений равновесия [24]. Для дальнейшего исследования бифуркации, которой соот-
ветствует пара параметров (α*, r*), продолжим рассматриваемое положение равнове-
сия по одному из активных параметров (α или r) [25]. Для определения области
существования устойчивого положения равновесия на плоскости параметров (α, r)
осуществим продолжение по параметру точки бифуркации. Для продолжения подой-
дет точка слияния устойчивого и неустойчивого равновесий. Именно эта точка про-
должается над плоскостью (α, r) и дает границу области существования устойчивых
равновесий.

На рис. 5 изображены области устойчивого и неустойчивого движения в простран-
стве параметров .

Из рис. 5 видно, что в рассматриваемой системе существует набор параметров, от-
вечающий случаю полуустойчивого движения ИМ. Согласно условию (3.6) видно, что

ξ0

ξ0
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Рис. 3. Эволюция положений равновесий  от параметра  при   , ,

, ; красные кружки – обозначение седлоузловой бифуркации (LP) при соответствую-
щих параметрах системы [25].
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Рис. 4. Эволюция положений равновесий  от параметра r при ; 25; 30, , ,

; красные кружки – обозначение седлоузловой бифуркации (LP) при соответствующих пара-
метрах системы [25].
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случаю существования устойчивого равновесия соответствует область параметров, на-
ходящаяся выше линии, полученной путем численного продолжения бифуркацион-
ного состояния системы [25]. Таким образом, при фиксированном параметре r имеет-
ся возможность через уменьшение амплитуды питающего тока (уменьшение парамет-
ра α) зайти в область неустойчивости, что означает следующее: в устойчивой зоне
колебаний ИМ располагаются два положения равновесия (см. рис. 3, 4), на границе
устойчивости два положения равновесия сливаются в одно, при попадании в зону не-
устойчивости положений равновесия не наблюдается. Иными словами, в рассматри-
ваемой системе существуют области параметров, при которых положения равновесия
отсутствуют, что физически связано с недостаточной амплитудой тока питания ка-
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Рис. 5. Область устойчивости движений ИМ в координатах ; 1, 3 – области устойчивости и неустойчи-
вости соответственно, 2 – граница устойчивости.
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Рис. 6. Зависимость положения равновесия ξ0 от параметра  при r = 11 × 10–3; 13 × 10–3; 15 × 10–3; 17 × 10–3;

19 × 10–3 для системы после усреднения.
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энергия низкочастного воздействия между током катушки и наведенными токам в ИМ).

На рис. 6–9 изображены зависимости величины устойчивого положения равнове-
сия  от физических параметров системы.

Из рис. 6–9 видно, что при увеличении параметра , что соответствует случаю уве-
личения тока , величина  растет, что связано с увеличением электромагнитной си-
лы, действующей на кольцо. При увеличении параметра , что соответствует случаю
уменьшения частоты , положение равновесия  принимает меньшие значения, что
вызвано увеличением реактивного сопротивления системы. При увеличении парамет-
ра l положение равновесия также принимает меньшие значения, что обозначает
уменьшение числа витков катушки индуктивности и, следовательно, уменьшение
плотности магнитного потока, пронизывающего ИМ.
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Рис. 7. Зависимость положения равновесия ξ0 от параметра r при  23.6; 26.2; 28.8; 31.5 для системы

после усреднения.
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Рис. 8. Зависимость положения равновесия ξ0 от величины l при  23.6; 26.2; 28.8; 31.5 для системы

после усреднения.
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4. Исследование нелинейной динамики ИМ. Для нахождения равномерно пригодного
асимптотического решения системы (2.10) применим метод многих масштабов [23] и
представим искомые функции в виде следующих разложений по малому параметру :
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Рис. 9. Зависимость положения равновесия ξ0 от величин l и α при r = 22 × 10–6 для системы после усреднения.
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где , , , . Далее принимается, что диссипация механи-
ческой энергии мала, что позволяет перенормировать коэффициент :   .

Подставляя уравнение (4.1) в уравнения (2.10) и приравнивая коэффициенты при
одинаковых степенях , получаем
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(4.4a)

(4.4b)

где количество верхних индексов  обозначает порядок производной по переменной .
Частное решение уравнения (4.2) при нулевой степени ε запишется как
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где  – постоянная величина.
Подставляя уравнение (4.5) в уравнение (4.3b), получаем

(4.6)

Из уравнения (4.6) видно, что в его правой части присутствует член, зависящий от

квадрата времени , что приводит к неограниченно возрастающему решению для ве-
личины . Данное обстоятельство нарушает равномерную пригодность найденного
решения, и для устранения этого вводится условие разрешимости [23] для уравнения

(4.6), которое заключается в обнулении коэффициента при величине . Используя
определение величины φ (3.3) и приводя подобные, условие на отсутствие секулярно-
го слагаемого в уравнении (4.6) запишется как

(4.7)

Уравнение (4.7) полностью совпадает с уравнением (3.4) и определяет положение
равновесия . Решением трансцендентного уравнения (4.7) является постоянное пе-
ремещение , которое определяет нетривиальное положение равновесия ИМ.

Подставляя (4.7) в (4.6), запишем  как

(4.8)

и перепишем уравнение для тока  (4.3a) в форме

(4.9)

Решение уравнения (4.9) j21 имеет вид

(4.10)

где
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Наконец, подставляя (4.11) в (4.4b) и интегрируя полученное уравнение, получаем
выражение для переменной :
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где
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B2 – несекулярный член [23].
Из уравнения (4.12) по аналогии с (4.6) следует, что значение  должно тожде-

ственно равняться нулю [23], откуда выводится следующее условие на отсутствие се-
кулярного члена в уравнении (4.12):

ξ0

φ φ+ ξ ξα αξ − + ξ − ξ + ξ ξ + +

02 ( 2 )
12 0 0 12 0

1 12 0 12 02 2 2 2

( ) ( )= 1 ( ) ( ) к.с.
42 16

i i Tdm T dme em m
d dl r l r

2
0T

ξ1

2
0T

ξ +ξ −
ξ α

2 2
12 0

12 0
( ) 2( )( ) =dm l rm

d l

ξ0

ξ0

ξ1

+φ
ξ +

φ
0(2 )

1 = к.с.
8 cos

i Te

21j

ξ +φ +φ+ ξ − +
φ

0 0( ) (3 )
0 21 21 12 0

1= ( )( 3 ) к.с.
8 cos

i T i TlD j rj m e e

+φ +φ  − + − +   
   

0 0( ) (3 )31 2 4
21 = к.с.

2 2 2 2
i T i TYY iY iYj e e

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ+ +
φ φ+ + + +

ξ ξ+ +− −
φ φ+ + + +

2 2 2 2
12 0 12 0

1 24 2 2 4 4 2 2 4

2 2 2 2
12 0 12 0

3 44 2 2 4 4 2 2 4

( ) ( )(9 ) (9 )= , =
8 sin 8 sin(9 10 ) (9 10 )

( ) ( )3 ( ) 9 ( )= , =
8 cos 8 cos(9 10 ) (9 10 )

m mr l r l l rY Y
l l r r l l r r

m mr l r l l rY Y
l l r r l l r r

ξ2

ξ +2
2 1 0 2= B T B

ξξ ξα ξ ξ + + ξ −
+

2 2 2 2 2
12 0 12 0 12 0

1 2 2
( ( ) ( )( ) ( ( )) ( ))=

32 ( )
m m l r m l rB

l l r

1B



109НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА МИКРОМЕХАНИЧЕСКОГО
(4.14)
Данный результат может быть объяснен следующим образом: на начальном этапе

асимптотической процедуры постулировалось, что первое приближение для величи-
ны  не зависит от более медленных времен , что также могло привести к указан-
ным особенностям полученных результатов.

Таким образом, асимптотическое разложение колебаний левитирующей массы для
величин ,  запишется как:

(4.15)

Далее рассмотрен вопрос об оценке линейной жесткости магнитного подвеса.

(4.16)

В силу (4.16) функция взаимной индуктивности  может быть разложена в ряд
Тейлора вблизи точки . Подставляя два последних выражения (4.1) во второе урав-
нение системы (2.10) с учетом выражения (3.2), линейная часть дифференциального
уравнения смещения ИМ  вблизи положения равновесия  записывается как:

(4.17)

где

(4.18)

где  – обобщенная сила, действующая на ИМ и включающая в себя нелинейные
члены относительно .

Из уравнения (4.18) видно, что магнитная жесткость cm имеет периодический ха-
рактер и, в общем случае, знакопеременность, что означает колебательный режим ле-
витации ИM вблизи среднего положения равновесия.

Для более детального исследования зависимости жесткости cm от параметров систе-

мы рассмотрим среднее значение жесткости :

(4.19)

Из выражения (4.19) видно, что средняя за период магнитная жесткость всегда по-
ложительна, но неосредненная магнитная жесткость является периодической функ-
цией, и это необходимо брать во внимание при проектировании электрической схемы
компенсации жесткости cm.

5. Числовой пример. Далее приведено сравнение аналитических результатов дина-
мики ИМ вблизи положения равновесия  с данными численного расчета, проведен-
ного в программном комплексе Matlab (исследуемая система интегрировалась с ис-
пользованием встроенной функции ode45 при заданных начальных условиях [ , ,

]  = [0.053, 0,0] [26]). Согласно работам [6], [27] приняты следующие физические и гео-
метрические свойства магнитного подвеса:  = 250 мкм,  = 10 мкм,  = 19300 кг/м3,
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Таблица 1. Сравнение высот положения равновесия ИМ

Аналитическая формула (2.9), мкм Численный результат, мкм

26.185 26.194
= 1.25 нГн,  = 265 мкм,  = 88 мкм,  = 12,  = 56.5 нГн,  = 0.35 А,  =
= 6.28 Мрад/с. Безразмерные величины, определяемые выражениями (2.9), равняют-

ся:  = 0.94,  = 0.022,  = 0.0022,  = 35.28,  = 0.006,  = ,  = ,  =
= 6.28 Мрад/с. В табл. 1 приведено сравнение величин положений равновесия . Из
нее видно, что нахождение среднего положения с достаточной степенью точности
совпадает с численными результатами. Относительная ошибка при этом составляет
порядка , что связано с возможными погрешностями численного определения
положения равновесия.

Далее на рис. 10 приведен график установившегося процесса колебаний ИМ в слу-
чае численного расчета и аналитических выражений (2.10), (4.15).

Из рис. 10 видно, что аналитические выражения в достаточной степени совпадают с
прямыми численными результатами, что говорит о корректности применения асимп-
тотической методики анализа нелинейной динамики ИМ под действием электромаг-
нитных сил. Видно, что в системе присутствуют колебания вблизи положения равно-
весия , но их амплитуда имеет порядок ε, что является достаточно малой величиной
по отношению к .

6. Выводы. В представленной работе был рассмотрен электромагнитный некон-
тактный подвес, запитываемый переменным электрическим током. Получены выра-
жения для нахождения положения равновесия дископодобной левитирующей массы.
Оценена магнитная жесткость системы и показано, что она имеет вид периодической
функции. С помощью методов теории бифуркаций получены области в пространстве
параметров, отвечающие устойчивым и неустойчивым движениям системы. Исследо-
ваны особенности применения асимптотического метода многих масштабов к анали-
зу нелинейной динамики рассматриваемого класса электромеханических систем с ма-
лой переменной жесткостью подвеса. Предметом дальнейших исследований является
распространение предложенного подхода на анализ нелинейной динамики простран-

2L cr ct w 1L ai ω

a l r α β ε −× 12104.7 λ −× 122 10 ω
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0.03%
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Рис. 10. График зависимости безразмерного перемещения ИМ ξ от безразмерного времени τ в случае прямого
численного счета (красные крестики) и аналитических формул (2.10), (4.15) (красная сплошная линия).
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ственных движений проводящих твердых тел в неконтактных индукционных подве-
сах.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 21-71-
10009, https://rscf.ru/project/21-71-10009/
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