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В статье рассматривается проблема недопущения резонанса в мостовых балках от
периодического воздействия подвижного состава. Резонансные колебания балок
становятся реальностью при высоких скоростях движения, когда поезд сформиро-
ван из одинаковых вагонов. Явление подавления колебаний балок поездом возмож-
но лишь при точном соотношении длины вагона и балки, что значительно сокраща-
ет набор необходимых длин балок. Кроме того, рассмотрение вопросов взаимодей-
ствия поезда и моста в целях безопасности требует привлечения достаточно
сложного и громоздкого математического аппарата и соответствующего программ-
ного обеспечения. В статье предлагается новый метод ограничения колебаний ба-
лок, пригодный для любых пролетов и доступный для инженеров на этапе предпро-
ектного назначения динамических параметров балок.
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1. Введение. Из-за повышенных требований к плану высокоскоростной магистрали
(ВСМ), необходимости устройства пересечения с другими дорогами только на разных
уровнях доля мостов на магистрали значительно возрастает [1–3] и достигает 94% от
общей длины линии. Благодаря простоте монтажа и дешевизне свободно опертая бал-
ка стала предпочтительной конструкцией для строительства мостов на ВСМ. Однако
по мере того, как скорость поезда постоянно увеличивается, проблемы, связанные с
вибрационной реакцией моста, становятся более важными. Поэтому динамический
анализ мостов под нагрузкой скоростных поездов привлекает внимание многих ис-
следователей из разных стран. За последние несколько десятилетий проведен ряд тео-
ретических исследований по вибрационному отклику и колебаниями свободно опер-
тым балкой моста высокоскоростной железной дороги [4–6]. Однако из-за роста ско-
рости движения эта область исследований остается актуальной и сложной.

Введение высокоскоростного движения поездов со скоростями до 111 м/с (400 км/ч) де-
лает реальной возможность возбуждения резонансных колебаний в наиболее распро-
страненных конструкциях мостов – балочных [7]. При этом динамический коэффи-
циент достигает 4 [7]. Резонанс также опасен ухудшением взаимодействия колеса и
рельса и ведет к сходу колеса с рельса [8].
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Модели упругих балок используются для описания механических систем в широ-
ком классе приложений. Мосты, рельсы, манипуляторы и резонаторы – вот несколь-
ко примеров конструкций, которые были смоделированы как балки для изучения их
поведения. Некоторые материалы, а также геометрические и внешние параметры мо-
гут существенно повлиять на их характеристики. Среди параметров, оказывающих
значительное влияние на поведение строительных конструкций, является приложен-
ная нагрузка. Тип нагрузки варьируется от простой статической нагрузки на точку до
нагрузки, зависящей от пространства и времени.

Поведение гибкой балки с подвижной нагрузкой или системой масса–пружина
привлекало внимание исследователей на протяжении десятилетий. Можно отметить
работы [9, 10]. Это стало популярной темой в литературе из-за широкого использова-
ния во многих инженерных приложениях, например, подвесные мосты, мостовые
краны и привязные спутниковые системы [11]. Было предложено несколько моделей
для описания характеристик системы и влияния движущейся нагрузки или массы на
динамическую характеристику балки. Монография [12] является одним из первых
комплексных исследований в этом отношении. Аналитические решения реакции бал-
ки были представлены для различных типов нагрузок, таких как подвижная постоян-
ная нагрузка, подвижная гармоническая нагрузка и движущиеся массы. Поскольку
конструкция подвергается нагрузке, изменяющейся в пространстве и времени, ре-
зультирующие напряжения и деформации значительно выше, чем наблюдаемые при
стационарных нагрузках. Наиболее распространенными являются балки, использую-
щие модель Эйлера–Бернулли с постоянной движущейся нагрузкой. В более точных
моделях используется динамическая система подвижная масса–пружина–демпфер на
балке; эти модели учитывали инерцию и эффект отскока движущегося объекта [12,
15]. Для решения уравнений движения системы использовались различные аналити-
ческие и численные подходы, такие как метод конечных элементов [16], метод штрафа
[17] и множитель Лагранжа [18]. Краткий обзор работ по движущейся нагрузке с их
приложениями предоставлен в [19].

В работе Янга [20] и в монографии [21] рассматривается подавление колебаний ба-
лок поездом, который и возбуждает эти колебания. В статье [22] явление антирезонан-
са, или подавления колебаний балок нагрузкой рассмотрены применительно к реаль-
ным проектным решениям на высокоскоростных магистралях (ВСМ). Термин “анти-
резонанс” был введен, по всей видимости, Я.Г. Пановко и И.И. Губановой в их книге
(см. например [23]). Классический антирезонанс представлен на рис. 1. Антирезонанс
проявляется в виде монотонного уменьшения амплитуды вынужденных колебаний
середины балки во время прохода поезда [22]. После прохода поезда (t > 4.5 с) проис-
ходят свободные колебания. Проблема применения, предложенного в монографии
[20] условия подавления колебаний балки подвижным составом заключается в стро-
гом выполнении соотношения длины пролетного строения и вагона. Так, для распро-
страненной длины вагона 25 м (ICE3, CRH380B, CRH3C, AVE-103, Siemens Velaro Rus
и т.д.) длина пролетного строения должна быть равна 12.5 м, или 37.5 м или 62.5 м для
проявления эффекта подавления колебаний. Однако при движении поездов с другой
длиной вагона, например, TGV (18.7 м), резонанс указанных пролетных строений ста-
новится возможным на скорости 78 м/с (281 км/ч). С другой стороны, при установ-
ленной длине пролетного строения 33 м длина вагона должна быть равна 13.2 м, 22 м
или 66 м. При иных вагонах резонанс в таких балках реализуется при скоростях менее
расчетных.

Все эти условия значительно затрудняют практическую реализацию подавления
колебаний поездом, как инерционным демпфером. В реальности, пересечение раз-
личных препятствий требует широкого разнообразия пролетов балок. Так, например,
на ВСМ в Китае [21] в основном применяются стандартные балки длиной 20, 24, 32, 40 м.
При этом длина средних вагонов различных типов поездов варьируется от 24.77 м до 26.6 м.
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Рис. 1. Явление антирезонанса.
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Определение критических скоростей движения, вызывающих резонанс или, наобо-
рот, подавление колебаний с оценкой безопасности движения по коэффициенту схо-
да производится с помощью сложных методов теории оптимального управления и ма-
тематического анализа, а также соответствующего программного обеспечения [20, 22].
При проектировании же требуются относительно простые практические методы, поз-
воляющие инженеру не только определить режим динамического поведения балоч-
ных пролетных строений до подробной разработки проектной документации, но и на-
значать удачные динамические параметры балок еще на стадии предпроектной разра-
ботки конструкции.

Таким образом, разработка иных условий, позволяющих определить поведение ба-
лочных пролетных строений при высокоскоростном движении, или заранее задать
удовлетворительные динамические параметры балок является актуальной задачей.

2. Метод определения условий резонанса и подавления колебаний балок. Изучим сле-
дующую задачу. Рассмотрим упругую прямолинейную балку показанную на рис. 2.

Балка с изгибной жесткостью  и линейной плотностью  имеет длину . Счита-
ется, что на балку действует постоянная по величине вертикальная сила ,
движущаяся вдоль горизонтальной оси со скоростью . В начальный момент
времени балка находится в покое, т. е.  и сила P приложена к лево-
му концу балки x = 0. В момент времени , когда сила оказывается приложен-
ной к правому концу, на левом конце возникает новая сила P, которая движется вдоль
балки со скоростью . Таким образом балка оказывается под действием пери-
одической нагрузки с периодом . Граничные условия не зависят от времени и
определяются условиями закрепления: .

Движение балки описывается обыкновенным дифференциальным уравнением с
постоянными коэффициентами

(1.1)

В данном случае демпфирование не учитывается. Здесь  – дельта функция.
Решение будем искать в виде
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Рис. 2. Упругая балка под действием подвижной силы .
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(1.6)

Введем в рассмотрение параметр

(1.7)

Тогда соотношения (1.6) перепишутся в виде

(1.8)

Интересным представляется случай, когда параметр  является целым числом

(1.9)

В этом случае первое соотношение из (1.8) тождественно равно нулю

а второе имеет вид

(1.10)

Очевидно, что значение выражения (1.10) определяется значением скобки, которую,
не теряя общности можно переписать в виде

(1.11)

Таким образом, если значение параметра  является нечетным числом ,
, то реализуются условия антирезонанса и терминальные условия для этого

движения имеют вид

(1.12)

Используя это свойство, можно утверждать, что какая бы не была система последо-
вательно действующих движущихся сосредоточенных сил вдоль балки, амплитуды
возникающих колебаний всегда будут ограниченными. А при условии наличия дисси-
пативных сил такие колебания будут затухать.

В случае, если значение параметра  является четным числом , , то
несмотря на то, что в конце движения реализуются нулевые перемещения по всей
длине балки, распределение скоростей могут быть не нулевыми
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(1.13)

Таким образом при четных значениях параметра  (четные моды) так же, как и в
предыдущем случае наблюдается явление антирезонанса. Можно предположить, что
для нечетных мод при периодическом нагружении балки бегущими силами может на-
блюдаться явление резонанса.

Рассмотрим следующий процесс нагружения балки бегущими вдоль нее попереч-
ными силами с интенсивностью . В начальный момент времени  к левому концу
балки приложена сила , которая движется по направлению к правому концу со ско-
ростью . В момент времени, когда сила достигает правого конца на левом конце бал-
ки появляется сила , которая движется к правому концу с той же скоростью V. Далее
процесс повторяется.

Предположим, что в некоторый момент времени  происходит смена сил и

на левом конце возникает сила . По индукции можно доказать, что начальное усло-
вие для этой задачи (1.13) имеет вид

(1.14)

Для полноты картины осталось рассмотреть один особый случай. Из соотношения
(1.8) следует, что при  знаменатель становится равным нулю. Поэтому рас-
смотрим этот случай отдельно. Тогда уравнение (1.3) примет вид

(1.15)

Решение (1.15) имеет вид

(1.16)

Из (1.16) видно, что начальные условия  удовлетворяются при

. При этом терминальные условия есть

(1.17)

Используя условия (1.17) в качестве начальных для второго движения получим

(1.18)

Терминальные условия для этого движения имеют нулевые движения

(1.19)

Таким образом в отличие от общего случая (β0 – нечетные числа) периодические дви-
жения реализуются на двух циклах движения.
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Рис. 3. Диаграмма колебаний y(t) середины балки 50 м от 10-вагонного поезда при резонансе и ,
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3. Верификация метода с помощью компьютерного моделирования. Очевидно, что
сформулированные в п. 2 условия не полностью соответствуют реальным условиям,
поскольку подвижной состав представляет собой для пролетного строения множество
движущихся переменных сил, а не одиночную постоянную силу. Поэтому из-за су-
перпозиции сил контакта подавление колебаний в виде антирезонанса может и не
происходить. Однако, по нашему мнению, подавление колебаний может проявляться
в виде ограниченности амплитуды колебаний.

Проверка сформулированных условий проявления резонанса и подавления или
ограничения колебаний производилась с помощью комплекса численного интегриро-
вания обыкновенных дифференциальных уравнений колебаний подвижного состава
из 10 вагонов с 10 степенями свободы каждый, дифференциальных уравнений в част-
ных производных для верхнего строения пути и балок пролетных строений [24]. Мо-
дель вагона с 10 степенями свободы учитывает колебания подпрыгивания и галопиро-
вания кузова вагона и тележек, которые возбуждаются проходом через мост. Такие ко-
лебания вагона, как виляние, боковой относ, боковая качка не рассматриваются, так
как такие колебания не возбуждаются мостами.

Рассмотрим движение поезда со скоростью 82.5 м/с (297 км/ч) по балке 50 м для
различных значений . Эта скорость является критической (вызывающей резонанс)
исходной балки реального проекта.

Как и было предсказано, для  и соответствующего ему соотношения 
происходят резонансные колебания балки (рис. 3). Очевидно, что амплитуда резо-
нансных колебаний будет возрастать с увеличением длины поезда (на линии С.-Пе-
тербург–Москва длина поезда Сапсан достигает 20 вагонов).

При  в соответствии с п. 2 ожидалось явление антирезонанса. Из-за наложе-
ния колебаний от прохода не менее чем 4 колес, умещающихся на этой балке одновре-
менно, монотонного уменьшения амплитуды вынужденных колебаний не наблюдает-
ся. При этом (рис. 4) видно, что амплитуда вынужденных колебаний остается ограни-
ченной. Согласно нормам [25] предельный прогиб для такой балки составляет 2.2 см.
Однако важным представляется практическое отсутствие свободных колебаний после

0β

=0β 4 /EJ m

=0β 3
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Рис. 4. Диаграмма колебаний y(t) середины балки 50 м при , .
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ухода поезда, что подтверждает выполнение условия (2.12). Таким образом, можно
констатировать подтверждение численным экспериментом на более подробной моде-
ли [24] теоретических результатов преобразований и вычислений, изложенных в п. 2.

4. Заключение. Разработан новый метод прогнозирования динамического поведе-
ния балочных пролетных строений мостов на ВСМ. Этот инженерный метод позволя-
ет без привлечения сложного программного обеспечения на этапе предпроектных работ
назначить динамические параметры балки с предписанным динамическим поведением.
Таким образом можно избежать резонанса балки, достижимого при высокоскоростном
движении.

Работа выполнена в рамках госзадания № 123021700050-1.
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