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Представлена аналитическая модель расчета гидродинамических характеристик потока вяз-
кой несжимаемой жидкости во вращающемся цилиндре при наличии тормозящей крышки в
случае образования на торцевых поверхностях турбулентных пограничных слоев. Анализ вы-
полнен с учетом всех нелинейных инерционных членов в уравнениях движения в рамках ин-
тегральных соотношений Лойцянского. Приближенные профили скоростей в пограничных
слоях задаются в соответствии с эмпирическим 1/7 – законом. Основной поток разделяется
на невязкое квазитвердое ядро и боковой слой, в котором сосредоточена практически вся
восходящая часть циркуляционного потока. Неизвестные величины угловой скорости ядра и
его границы по радиусу оцениваются из баланса моментов сил трения, действующих на ос-
новной вращающийся поток, и условия неразрывности циркуляционного течения.
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Вращательное движение жидких и газообразных сред находит широкое применение во мно-
гих приложениях – центробежное разделение газовых и жидких смесей [1], получение изотопо-
модифицированных материалов (газовые центрифуги) [2], очистка воздуха от жидкости и пыли
[3], газотурбинные установки [4], насосные агрегаты [5] и др. Для многих прикладных задач важ-
ной модельной проблемой является изучение трехмерной гидродинамики вязкого газа во враща-
ющемся цилиндре при наличии тормозящих элементов в верхней его части [6]. Последние вы-
зывают нарушение равновесия между центробежной силой и градиентом давления в торцевых
зонах и, как следствие, возникновение вторичного циркуляционного течения. Указанная задача
непосредственно связана с газодинамикой центробежных разделительных устройств [2].

Интерес к изучению течений в быстро вращающемся цилиндре при наличии тормозящей
крышки обусловлен тем, что такая система качественно моделирует течение в центрифуге с ме-
ханическим возбуждением циркуляции [2]. Если скорость вращения разделяемой смеси в объеме
определяет радиальный эффект разделения, то вторичные циркуляционные потоки, связанные
с тормозящим влиянием неподвижного торца, ответственны за умножение первичного эффекта
разделения по высоте аппарата. В [6] рассмотрено трехмерное движение газа во вращающемся
цилиндре с тормозящей крышкой и рассчитан циркуляционный поток, вызванный тормозящим
действием крышки в случае ламинарного течения в торцевых пограничных слоях. При больших
числах Рейнольдса на вращающемся дне и неподвижной крышке возможно образование турбу-
лентных пограничных слоев [7, 8]. Известно, что в газовых центрифугах для разделения изото-
пов, при увеличении длины ротора интенсивность циркуляционного течения падает [9]. В связи
с этим приходится искать пути увеличения интенсивности циркуляции (например, увеличивать
градиент температуры на боковой стенке ротора), что требует дополнительных энергозатрат и
увеличивает стоимость получаемого продукта [10, 11]. Отсюда следует важность оценок влияния
турбулизации течения в приторцевых пограничных слоях на интенсивность осевой циркуляции.
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В настоящей работе исследуется трехмерное движение вязкой сплошной среды во вращаю-
щемся с постоянной угловой скоростью  цилиндре в случае турбулентного характера течения
в пограничных слоях на верхней тормозящей крышке и нижнем торце цилиндра.

1. ТУРБУЛЕНТНЫЙ ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ
НА БЕСКОНЕЧНО ПРОТЯЖЕННОМ ДИСКЕ

Рассмотрим сначала вращающийся с угловой скоростью  диск бесконечного радиуса при
наличии внешнего потока вращающегося с угловой скоростью .

Для расчета турбулентного пограничного слоя на диске воспользуемся интегральными соот-
ношениями, полученными в результате интегрирования уравнений Навье–Стокса в проекции
на радиальное и азимутальное направления [12]

(1.1)

(1.2)

где  и  – радиальная и азимутальные компоненты скорости среды,  – давление рабочего газа,
 – радиальная координата;  – осевая координата, отсчитываемая от поверхности диска,  и  –

соответствующие компоненты вязких напряжений на диске. Отметим, что подобные соотноше-
ния без учета второго члена в левой части уравнения (1.2) впервые использовал Карман [13], а в
дальнейшем – Окайя и Хасегава [14].

Зададим величины  и  в пограничном слое в виде (1.3)–(1.4), воспользовавшись эмпириче-
ским законом “1/7”. Однако, в отличие от работы [14], используем симметричный профиль ра-
диальной скорости

(1.3)

(1.4)

где  – толщина пограничного слоя на диске,  – неизвестная постоянная, которая наряду с 
подлежит определению.

Вблизи диска ( ) справедливы зависимости

вследствие чего  представляет собой отношение радиальной и азимутальной составляющих на-
пряжений трения  и  ( ) на диске.

Для определения  и  используем полуэмпирические соотношения [7, 14]

(1.5)

(1.6)

где  – коэффициент кинематической вязкости среды.
Будем предполагать, что полученные решения для протяженного диска справедливы при

условии  [7].
В пограничном слое радиальный градиент давления равен градиенту давления во внешнем

потоке [6, 15]
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(1.7)

Полагая согласно [14]  и используя (1.1)–(1.7), получим следующие уравнения:

(1.8)

(1.9)

где ; ; ; .
Решение системы (1.8)–(1.9) приводит к следующему результату:

(1.10)

где .
Определив на основании (1.5) и (1.10) напряжение , можно рассчитать коэффициент мо-

мента сил трения, действующих на одну сторону диска

(1.11)

где 

Отметим важность учета в левой части уравнения для проекции азимутального импульса вто-
рого члена, описывающего ускорение среды

Дело в том, что знак этого члена противоположен инерционному ускорению, описываемому
первым членом в уравнении (1.2), при радиальном потоке, направленном к периферии, и совпа-
дает с ним при обратном направлении этого потока. По этой причине в случае вращения среды
над неподвижным основанием и диска, вращающегося в движущейся среде (при ), когда
направление радиального потока изменяется на противоположное, инерционные ускорения
имеют противоположные знаки, по-разному влияя на циркуляционный поток. Важно отметить,
что при учете в (1.2) ускорения A и одновременном использовании несимметричного профиля
радиальной скорости [14] решение задачи в случае вращения среды над неподвижным основани-
ем отсутствует.

Рассмотрим подробнее частный случай торможения вращающегося над неподвижным осно-
ванием азимутального потока , .

На рис. 1 линией 1 показана определенная согласно (1.11) зависимость  от величины ,
где  – число Рейнольдса, рассчитанное по угловой скорости . Пунктирной линией 2
показаны результаты расчета, полученные без учета второго члена в левой части уравнения (2)
[14]. Как следует из расчета, выполненного с использованием формул (1.5)–(1.11), выражение
для коэффициента момента сил трения принимает вид

(1.12)
Отметим, что полученная зависимость (1.12) учитывает как упомянутый выше инерционный

член, так и изменение второго члена в скобках для профиля радиальной скорости.
Аналогичное соотношение по результатам [14] имеет вид

(1.13)
Воспользуемся теперь общими соотношениями (1.10) для расчета случая вращения диска в

неподвижной среде ( , ).
На рис. 2 приведены зависимости коэффициента момента сил трения от числа Рейнольдса

для диска, вращающегося в неподвижной среде, полученные расчетным путем и эксперимен-
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тально. Сплошная линия 1 описывает зависимость от , где число Рейнольдса определено
по угловой скорости вращения диска . Пунктирной линией 2 показаны результаты расчета из
работы [14] для турбулентного пограничного слоя на протяженном диске, вращающемся в непо-
движной среде. Также показаны экспериментальные данные 3 работы [16]. Видно, что влияние
инерционного члена A не проявляется, однако симметризация профиля способствует лучшему
согласованию результатов эксперимента и расчета.

2. ТРЕХМЕРНОЕ ТЕЧЕНИЕ ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ ЦИЛИНДРЕ
ПРИ НАЛИЧИИ ТОРМОЗЯЩЕЙ КРЫШКИ

Исследуем поле скоростей во вращающемся с угловой скоростью  прямом круговом цилин-
дре при наличии неподвижного верхнего торца, воспользовавшись предложенной в [6] прибли-
женной методикой учета влияния пограничных слоев на торцах вращающегося цилиндра. Пред-
положим, что на обеих торцевых поверхностях образуются тонкие турбулентные пограничные
слои. Будем также предполагать, что полученные решения для протяженного диска в условиях
неперекрывающихся пограничных слоев справедливы при условии  [7]. Отсут-
ствие перекрытия слоев ( ) при  приводит к неравенству  м. На-
зовем основным объемом всю область потока за исключением торцевых пограничных слоев.
Предположим, что в центральной части основного объема возникает ламинарное квазитвердое
невязкое ядро с исчезающе малой радиальной скоростью, а к боковой поверхности примыкает
вязкий ламинарный слой, в котором доминирует восходящий осевой поток – рис. 3.

Пусть ядро радиуса  вращается с некоторой неизвестной угловой скоростью . Эти харак-
теристики ядра вместе с толщинами пограничных слоев , , а также параметрами циркуляци-
онного течения подлежат определению. Следуя [6], будем предполагать, что в основном объеме
отсутствуют изменения окружной и осевой компонент скорости по высоте цилиндра

.

Предположим, что полученное выше решение для бесконечно протяженных дисков прибли-
женно справедливо до радиуса . Решение для окружной скорости в слое на боковой поверх-
ности  найдем сшиванием на границе двух областей при .

Решение для  будем искать в виде

MC lg Re
ω0

ω0

≤ ≤5 610 Re 10
δ + δ( ) ( )t bL R R@ = 6Re 10 −210L @

1R Ω
δt δb

ϕ∂ ∂ = ∂ ∂ =/ / 0zV z W z

= 1r R
v

s = 1r R
s

v

Рис. 1. Зависимости коэффициента момента сил
трения о поверхность неподвижного диска при
наличии внешнего вращающегося потока: 1 –
расчет с использованием формул (1.5)–(1.11); 2 –
результаты [14] без учета второго члена в левой
части уравнения (1.2) в случае несимметричного
профиля радиальной скорости.

3.8
3.6
3.4
3.2
3.0
2.8
2.6
2.4
2.2
2.0

10 11 12 13 14 15 Re0.2

CM, 10�3

1

2

Рис. 2. Зависимости коэффициента момента сил
трения от числа Рейнольдса при вращении диска
в неподвижной среде: 1 – расчет с использовани-
ем формул (1.5), (1.10) и (1.11); 2 – результаты рас-
чета, полученные в [14]; 3 – экспериментальные
данные [16].
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(2.1)

Осевой перепад давления определим из баланса центробежных сил, действующих в погра-
ничных слоях на нижнем и верхнем дисках , где

Осевую компоненту скорости в слое на боковой поверхности  определим из баланса вяз-
ких сил и сил давления

(2.2)

Уравнение (2.2) следует решать при следующих граничных условиях

(2.3)

Здесь  – абсолютная величина осевой скорости в ядре на ради-

усе .
Интегрируя (2.2) с условиями (2.3), получим

(2.4)

где .

Для определения неизвестных  и , входящих в (2.4), воспользуемся балансами сил тре-
ния, действующих на вращающийся основной объем [6, 15], и неразрывностью циркуляционно-
го потока

(2.5)

(2.6)

Здесь ,  – вращающие моменты сил трения, действующие со стороны нижнего основа-
ния и боковой поверхности цилиндра,  – тормозящий момент со стороны неподвижного тор-
ца. Аналогично [6] из (2.5)–(2.6) с учетом (1.5), (2.1) и (2.4) получим приближенные соотноше-
ния для определения  и 

(2.7)

(2.8)

где , , , , , , , αb =

, , .
Отметим, что при рассмотрении вращательного течения в длинном прямом круговом цилин-

дре условия образования турбулентных пограничных слоев могут отличаться от случаев, иссле-
дованных в ранних работах [16, 17] с неподвижным кожухом, поскольку действие вращающейся
боковой поверхности может затягивать процесс турбулизации. По этой причине трудно оценить
степень выполнения предположения о характере течения в пограничных слоях на торцах. В ра-
боте [6], в частности, использована гипотеза о ламинарности пограничных слоев даже при боль-
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ших числах Рейнольдса. Ниже проводится сравнение результатов расчетов при обоих вышеука-
занных предположениях.

Выполним расчет для воздуха при нормальных условиях. Если предположить, что на дисках
развиваются турбулентные пограничные слои, то в рассматриваемом диапазоне чисел Рейнольд-
са сила трения вращательного потока на дисках возрастает по сравнению со случаем ламинарно-
го течения [7]. Поэтому можно было бы предположить, что существенно больший момент сил
трения в случае турбулентного пограничного слоя должен приводить к заметному увеличению
циркуляционного потока. Однако результаты расчетов свидетельствуют о том, что в случае турбу-
лентных пограничных слоев расширяется область слоя на боковой стенке цилиндра (см. рис. 4).

При этом турбулизация течения в пограничных слоях не приводит к заметному увеличению
циркуляционного потока. Полученный результат можно объяснить тем обстоятельством, что
силы трения увеличиваются не только для вращательного потока, но и для радиального течения
в пограничном слое, компенсируя увеличение момента сил азимутального трения.

На рис. 4 сплошной линией 1 показаны профили осевой скорости, рассчитанные в предполо-
жении о развитии турбулентных торцевых пограничных слоев, полученные в результате числен-
ного решения системы уравнений (2.7), (2.8) для следующих значений параметров:  1/с,

 м,  м,  м2/с; рабочая среда – воздух при нормальном давлении
 Па и комнатной температуре  K. Пунктирная кривая 2 соответствует случаю ла-

минарных пограничных слоев на торцах.

Зависимость безразмерной угловой скорости вращения ядра потока от отношения длины ци-
линдра к его радиусу  показана на рис. 5 сплошной линией 1. Пунктирной линией 2 приведены
результаты расчета в случае ламинарного течения [6]. Как видно, турбулентность течения в по-
граничных слоях способствует уменьшению скорости вращения невязкого ядра.

На рис. 6 приведены результаты расчета коэффициента момента сил трения, действующих на
газ со стороны вращающегося дна цилиндра в случае l → 0, когда можно не учитывать влияние
боковых стенок. Также показаны экспериментальные результаты 2, полученные в работе [17] для
шероховатого диска.

ω = 3
0 10

= 0.1L =0 0.05R −ν = × 51.5 10
= 510P = 300T

l

Рис. 4. Профили осевой скорости в торцевых по-
граничных слоях: 1 – расчет в предположении, что
на дисках развиваются турбулентные погранич-
ные слои; 2 – расчет в предположении ламинарно-
сти течения в пограничных слоях [6].

100

�0v

Wz

50

�50

0

0.98 0.99 1.00
r/R0

1

2
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе интегральных соотношений рассчитаны турбулентные пограничные слои на вра-
щающихся и неподвижных дисках с учетом нелинейных инерционных членов в уравнениях дви-
жения.

Результаты, полученные для протяженных дисков, использованы для расчета гидродинами-
ческих характеристик течения во вращающемся цилиндре с неподвижной крышкой в предполо-
жении об образовании невязкого ядра потока.

Показано, что возбуждение турбулентности в пограничных слоях на торцах приводит к
уменьшению угловой скорости невязкого ядра потока из-за возрастания момента сил трения
тормозящей крышки. Однако при этом не происходит существенного увеличения скорости осе-
вой циркуляции в роторе.

Работа выполнена при поддержке Программы повышения конкурентоспособности Нацио-
нального исследовательского ядерного университета МИФИ (контракт № 02.a03.21.0005 от
27 августа 2013).

Рис. 5. Зависимость безразмерной угловой скорости вращения ядра m от отношения l высоты цилиндра к его
радиусу: 1 – результаты расчета в предположении турбулентности пограничных слоев; 2 – расчет при допуще-
нии ламинарности пограничных слоев [6].
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Рис. 6. Зависимости коэффициента момента сил трения от числа Рейнольдса: 1 – результаты расчета в случае
; 2 – экспериментальные результаты [17].
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