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Рассматривается математическая модель изотермической внутренней эрозии грунта без учета
деформации пористой среды. При достижении определенной величины скорости фильтра-
ции происходит вынос частиц грунта из области течения. В качестве математической модели
используются уравнения сохранения массы для воды, подвижных твердых частиц и непо-
движного пористого скелета, а также аналог закона Дарси для воды и подвижных твердых ча-
стиц и соотношение для интенсивности суффозионного потока. Подвижные частицы грунта
рассматривались как отдельная фаза, имеющая свою скорость фильтрации, которая опреде-
ляется в ходе решения задачи. Данное предположение позволило построить замкнутую мо-
дель. Предложен алгоритм численного решения начально-краевой задачи фильтрации грун-
товых вод с учетом внутренней эрозии грунта и проведены тестовые численные расчеты. Ре-
зультаты расчетов хорошо коррелируют с экспериментальными данными.
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Проблемы, связанные с эрозией почвогрунтов, широко исследуются на протяжении послед-
него столетия. Данный процесс имеет большое значение при решении прикладных задач в сель-
ском хозяйстве: ирригация и дренаж сельскохозяйственных полей [1] и процесс внутренней эро-
зии, сопутствующий канальному орошению почвогрунтов [2, 3]. Процесс эрозии необходимо
учитывать в исследованиях, связанных с прогнозом распространения загрязнений, фильтрацией
вблизи водохранилищ и других гидротехнических сооружений [4, 5]. Более того, аналогичные
проблемы, связанные с процессом эрозии грунта, возникают и в других областях, включая добы-
чу нефти и газа [6].

Существуют различные подходы при моделировании процесса внутренней эрозии. В работах
В.Н. Николаевского процесс эрозии моделируется на основе моделей однофазной фильтрации
и упругопластических критериев разрушения [7]. Для насыщенных водой почвогрунтов при рас-
смотрении процесса эрозии может быть использована модель Био [8].

Принципиально иные подходы к моделированию эрозии используются в работах Бонелли [9,
10]. В этих работах вводится неизвестная граница раздела между твердым скелетом и водой с по-
движными твердыми частицами со стандартной реологией. Для определения неизвестной гра-
ницы используются аналоги кинематического и динамических условий в задачах со свободными
границами.

Наиболее полные модели теории движения воды и подвижных твердых частиц в пористой
среде предложены в работах I. Vardoulakis и его последователей (см., например, [11–14]). Почво-
грунты в данных работах, с одной стороны, рассматривались как многофазные среды, но в то же
время предполагалась пропорциональность скоростей воды и подвижных частиц грунта. Это яв-
лялось следствием предположения о равенстве давлений подвижных фаз. Несовпадение давле-
ний в фазах может иметь место, в частности, из-за капиллярных эффектов [15]. Основной про-
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блемой при таком подходе является описание силового взаимодействия и совместного деформи-
рования фаз. Подробно описание силового взаимодействия жидкости (газа) и твердых частиц,
движущихся в потоке, изложено в работах [16–18]. Но в них процесс суффозии не описывался.

Цель данной работы – восполнить пробел в описании процесса взаимопроникающего движе-
ния двух сред (вода, твердые подвижные частицы) в пористой среде с учетом суффозионных про-
цессов.

В серии работ (см., например, [19, 20]) для моделирования движения смеси воды и подвиж-
ных твердых частиц в пористой среде используется следующий подход: рассматривается движе-
ние подвижных твердых частиц в потоке жидкости и два “вида” неподвижных твердых частиц,
для нахождения концентраций которых используются уравнения кинетики. В этом подходе ис-
тинная скорость подвижных твердых частиц не определяется, скорость жидкости находится из
закона Дарси. Отрыв частиц от матрицы породы описывается на основе уравнения кинетики.

В работе [20], как и в работах I. Vardoulakis [12, 13] предполагается, что скорость подвижных
твердых частиц меньше скорости фильтрующейся жидкости и является заданным параметром,
определяемым экспериментально [20]. Кроме того, скорость воды считается заданной функцией
времени [20], изменяющаяся при отрыве частиц пористость не определяется в ходе решения за-
дачи. Возникает ряд других параметров, связанных с уравнением кинетики и определяющихся
экспериментально.

Следует также отметить, что не существует единого подхода к описанию процесса обмена
массой между пористым скелетом и твердыми подвижными частицами грунта. На наш взгляд,
корректное описание фазового перехода должно гарантировать выполнение физических прин-
ципов максимума для пористости и концентрации фаз. В настоящей работе предложена матема-
тическая модель фильтрации жидкости в пористой среде, подверженной внутренней эрозии с
учетом капиллярных сил. Рассматриваемый подход позволяет определять скорости воды и псев-
доожиженных частиц грунта в ходе решения начально-краевой задачи.

Следуя общепринятым положениям, грунт можно характеризовать двумя параметрами [21]:
средним диаметром частиц  и степенью неоднородности . Вынос мелкой фракции зависит от
диаметра минимальных поровых каналов  между крупными зернами, который определяется
экспериментально (см., например, [21]). Приведенные в монографии [22] данные измерений
устойчивости разнородных грунтов показывают, что при  суффозия практически отсут-
ствует и слой в своей массе переходит в псевдоожиженное состояние без выделения мелких ча-
стиц. При , напротив, происходит интенсивная суффозия мелкозернистого “наполните-
ля” задолго до того, как основной “скелет” из крупнозернистых частиц потеряет устойчивость.
В настоящей работе рассматриваются процессы фильтрации подземных вод и внутренней меха-
нической суффозии в грунтах со степенью неоднородности .

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматриваются процессы фильтрации подземных вод и внутренней суффозии. Грунт моде-

лируется как трехфазная сплошная пористая среда. Поры полностью заполнены смесью воды
(i = 1) и подвижных частиц грунта (псевдоожиженный слой i = 2). Доля пор в грунте (i = 3) опре-
деляется пористостью , где  – общий объем грунта,  – соот-
ветственно объемы воды, подвижных твердых частиц и скелета грунта. Уравнения сохранения
массы и импульса для каждой из фаз имеют вид [15]

(1.1)

(1.2)

Здесь ,  – декартова система координат в ,  –

оператор градиента;  = ,  =  и по повторяющемуся
индексу используется “немое” суммирование;  – соответственно истинные скорости во-
ды, подвижных твердых частиц грунта и скелета грунта; , ,  –
приведенные плотности воды, подвижных твердых частиц грунта и скелета; ,
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 – концентрации воды (насыщенность) и подвижных твердых частиц в порах;
 – истинные плотности воды, подвижных твердых частиц грунта и скелета грунта. В рас-

сматриваемом случае , так как подвижные частицы захватываются суффозионным пото-
ком из грунта;  – интенсивность перехода массы из j-й в i-ю составляющую (или наоборот, из
i-й в j-ю, тогда ) в единице объема смеси и в единицу времени. Из закона сохранения мас-
сы при различных физико-химических превращениях (формально полагая ) имеем

. Аналогично  – интенсивность обмена импульсом между i-й и j-й составляющими.
Из закона сохранения импульса следует  ( ). В уравнениях сохранения импульса

– тензор напряжений i-й фазы,  – вектор ускорения (обусловленный внешними силами).
Используя уравнения неразрывности (1.1) и обозначение , уравнения (1.2)

можно представить в виде [15]

(1.3)

Система уравнений (1.1), (1.3) является недоопределенной. Для ее замыкания необходимо
конкретизировать величины, описывающие внутрифазные (силовое ) и межфазные (массовое

, силовое ) взаимодействия.
Следуя [15, с. 28], положим

где  – межфазная сила,  – обмен импульсом из-за фазовых превращений,  – скорость
вещества i-й фазы на границе с j-й (для гетерогенных смесей вязкиx жидкостей  [15] и,
следовательно, ).

Для тензора напряжений σi и вектора  используется схема Х.А. Рахматулина силового вза-
имодействия и совместного деформирования фаз [23, 24]. В этой схеме тензор σi представляется
в симметричном виде [7, c. 313; 15, c. 31]

(1.4)

Для вязких компонент  тензора напряжений и суммарной силы межфазного взаимодей-
ствия принимаются зависимости [15, c. 31]

(1.5)

где  – символ Кронекера,  – сила, возникающая из-за “расширения трубки тока фазы”
[15, c. 57],  – сила сопротивления. Для  обычно используется соотношение 
[15, 25, 26].

При обтекании однородным потоком частицы без учета силы тяжести выделяют три основ-
ных силы: сила сопротивления Стокса, сила присоединенных масс и сила Бассе [16–18]. В случае
обтекания частицы неоднородным потоком, строго говоря, необходимо было бы учесть также
силу, вызванную неравномерностью распределения давления. Нужно отметить, что, помимо
рассмотренных выше сил, на твердую частицу могут действовать силы, обусловленные вращени-
ем твердой частицы (сила Магнуса), наличием градиента скорости потока (сила Сэфмана) и вы-
талкивающая сила Архимеда.

Из всех перечисленных сил основное внимание в настоящей работе уделяется силе Стокса
(следуя выводу уравнений движения псевдоожиженного слоя [17]), т.е. сила межфазного взаимо-
действия пропорциональна разности скоростей фаз. Поскольку ускорения малы, то силой Бассе
и силой присоединенных масс можно пренебречь.

Если учитывать вращение частицы, т.е. угловую скорость и размеры частицы, то модель суще-
ственно усложняется. С другой стороны, вектор угловой скорости твердых частиц может быть
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ориентирован случайным образом и вкладом силы Магнуса можно пренебречь. Силой Архимеда
также пренебрегаем, поскольку объемы частиц малы. Силой Сэфмана пренебрегаем, так как
градиент скорости потока мал.

Согласно работам [16, 17] совместное взаимопроникающее движение жидкости и твердых ча-
стиц рассматривается в рамках континуальной модели механики многофазных сплошных сред
и, в частности, жидкость и подвижные твердые частицы рассматриваются как вязкие среды со
своими характеристиками. Основной проблемой при таком подходе является описание силово-
го взаимодействия и совместного деформирования фаз. Подробно описание силового взаимо-
действия жидкости (газа) и твердых частиц движущихся в потоке изложено в работах [16–18]. В
работе [16] вводится понятие эффективного давления жидкости pe и эффективного давления
псевдоожиженной фазы , так что давление жидкости есть , а давление твердых по-
движных частиц , причем  и функция  обладает свойствами

 при , . Следуя изложенному выше подходу, положим
(1.6)

Здесь  – заданная функция, обладающая свойствами

где  – концентрация жидкости (насыщенность) ( ). Такой же подход принят в ра-
ботах [16, 27].

Следует отметить, что несовпадение давлений в фазах может иметь место, в частности, из-за
капиллярных эффектов. Так, в классических моделях двухфазной фильтрации предполагается,
что давления в фазах отличаются на величину капиллярного скачка [28–33].

Используя сделанные предположения (1.4) и (1.5), считая малыми вязкие компоненты тензо-
ра напряжений ( ) и силы взаимодействия воды и псевдоожиженных частиц грунта
( ), запишем уравнения (1.4) в виде [34]:

(1.7)

(1.8)

При моделировании фильтрационных течений можно пренебречь инерциальными силами [34].
Отбрасывая левые части уравнений (1.7), (1.8), получим обобщенный закон Дарси

(1.9)

(1.10)
Удобно использовать следующие обозначения (по аналогии с обобщенным законом Дарси

для двухфазной фильтрации)  где  – симметрический тензор проницае-
мости пористой среды;  – коэффициенты, обладающие свойствами 

;  – коэффициенты динамической вязкости; g – ускорение силы тяжести. Эффектив-
ная динамическая вязкость псевдоожиженного слоя и коэффициенты ,  могут быть измере-
ны экспериментально [16, 17, 32].

В дальнейшем рассматривается изотермический суффозионный процесс в недеформируемой
пористой среде (скорость скелета грунта ). Положим  и будем считать истинные
плотности  постоянными. В этом случае система приводится к эллиптико-параболической
системе [33] и уравнению кинетики. Действительно, используя сделанные предположения вме-
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(1.13)

(1.14)

Сложив уравнения (1.11), (1.12) и (1.13), получим
(1.15)

Положим

Используя (1.14) и (1.6) для  получим следующее представление:

(1.16)

где p – так называемое “приведенное” давление [33]

(1.17)

Здесь введены обозначения:

С учетом (1.17) для  имеем
(1.18)

Используя (1.16), находим

Тогда вместо (1.18) получим
(1.19)

Складывая уравнения (1.12), (1.13) и привлекая соотношение (1.18), приходим к уравнению

(1.20)

Уравнения (1.13) и (1.15) можно переписать в виде
(1.21)

(1.22)

Система уравнений (1.20), (1.21) и (1.22) рассматривается относительно ,  и . Последнюю
систему с учетом (1.19) можно привести к следующей эквивалентной форме

(1.23)

(1.24)
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(1.25)

(1.26)
Особенностью рассматриваемой задачи является возможное вырождение на решение уравне-

ния (1.20), поскольку , а коэффициент фильтрации, как правило, задается
следующим образом  или  [31]. Кроме того, пористость и на-
сыщенность должны удовлетворять условиям , .

2. СУФФОЗИОННЫЙ ПОТОК
Главной причиной фильтрационных деформаций и фильтрационных разрушений грунтов

является вынос частиц грунта из области фильтрации. К. Терцаги [35] получил условие равнове-
сия грунта

(2.1)
Здесь  – критический градиент напора, при котором грунт находится во взвешенном состо-

янии;  – удельный вес грунта.
В книге [35, с. 316] на основе экспериментальных данных сделан вывод, что формула (2.1) дает

заниженные результаты, так как не учитывает вес воды в порах грунта, и вместо (2.1) предложена
зависимость

Эта формула подтверждалась лабораторными опытами. Однако в данных опытах не было
учтено влияние стенок прибора, что привело к завышению критических градиентов напора.

В работе [35, с. 319] критическую скорость суффозии  рекомендуется находить по формуле,
полученной на основе достаточно обширных натурных данных

где  – коэффициент фильтрации грунта. В [35] показано, что все несвязанные грунты, меха-
нические составы которых выражаются в полулогарифмических координатах прямой линией
или кривой, близкой к ней, практически могут оцениваться как несуффозионные.

На основе обработки экспериментальных данных были предложены различные формулы для
интенсивности фазового перехода. В работе [36] суффозионный поток определяется следующим
образом

(2.2)
где  – определяемая экспериментально функция (отвечает за устойчивость грунта суффозион-
ному воздействию),  – скорость смеси воды и подвижных частиц грунта.

В работе [36] интенсивность суффозионного процесса предложено определять как разность
(2.3)

где  – поток твердых частиц (процесс суффозии),  – поток осевших твердых частиц (про-
цесс кольматации).

Для определения  в работе [36] предлагается использовать соотношение

(2.4)

Здесь  – критическое значение концентрации подвижных твердых частиц грунта при дости-
жении которой ( ) процессы суффозии и кольматации уравновешивают друг друга. Под-
ставив (2.2) и (2.4) в (2.3), получим соотношение [36]

В работе [13] скорость подвижных частиц грунта определялась из гипотезы 
( ), а поток твердых частиц определялся следующим образом:
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В работе [37] проведен анализ экспериментальных данных, из которого следует, что суффози-
онный процесс начинается после достижения скоростью фильтрации критического значения .
Так же из обработки результатов экспериментов получено соотношение для определения крити-
ческой скорости фильтрации воды

где  – кинематический коэффициент вязкости воды,  – модуль ускорения силы тяжести.

В работе [6] для  используется зависимость

В работах S. Bonelli (см., например, [38, с. 187]) движение воды, подвижных частиц и отрыв
частиц от скелета моделируется на основе подходов, развитых в задачах с неизвестной границей.
Вода и подвижные частицы грунта рассматриваются как однородная смесь (несжимаемая вязкая
жидкость со стандартной реологией), которая движется со скоростью  и имеет плотность

. Неизвестная граница  между областями, занятыми смесью и твердым скеле-
том, определяется из уравнения переноса вида

где функция  имеет следующие свойства:  на ,  в твердом скелете, а в области филь-
трации ; ,  – вектор нормали к границе . Скорость движения последней равна

где  – коэффициент пропорциональности, – модуль касательного напряжения

 – критическое значение касательного напряжения при достижении которого начинается суф-
фозионный процесс.

Тензор напряжений и тензор скоростей деформации имеют вид

В данном подходе интенсивность фазового перехода определяется формулой

В работе [39] рассматривалось двухфазное течение (вода ( ), подвижные частицы ( ),
) и использовалось следующее модельное соотношение для определения суффозион-

ного потока:

Такой выбор интенсивности фазового перехода позволяет гарантировать выполнение физи-
ческого принципа максимума для пористости и насыщенности.
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3. АЛГОРИТМ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ОДНОМЕРНОЙ ЗАДАЧИ
В одномерном случае система уравнений (1.23)–(1.26) примет вид

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Для системы (3.1)–(3.3) рассматривается следующая начально-краевая задача:
(3.4)

Пусть ,  – время и длина есть заданные постоянные. Положим

В безразмерных переменных система (3.1)–(3.3) принимает следующую форму:

Здесь

Опуская крышки и волны, получим
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(3.7)

Следует отметить, что  является искомой функцией и определяется из равенства (1.16) в хо-
де решения задачи.

Введем сетку с распределенными узлами xi = ih, ,  – шаг по про-
странственной координате,  – шаг по времени.

При аппроксимации уравнения (3.5) используется направленная разность для конвективного
слагаемого. Уравнение (3.6) аппроксимируется неявной схемой второго порядка точности. В ре-
зультате получаем систему разностных уравнений

Здесь , . Уравнение (3.7) аппроксимируется неявной схемой Рун-
ге-Кутты второго порядка точности. Причем, найденное на первом этапе значение

(3.8)
затем уточняется следующим образом:

(3.9)

Здесь , 

Алгоритм численного решения начально-краевой задачи следующий: используя начальное
значение пористости  и концентрации , находим начальное распределение приведенного
давления  ( ) из уравнения (3.6). Используя найденное давление, определяем скоро-

сти фильтрации воды и подвижных частиц грунта  и . Из равенства (3.8) находим пористость
грунта  на следующем шаге по времени. Из уравнения (3.5) находим концентрацию воды .
Рассчитываем давление на следующем шаге по времени (n = 1). Используя найденные значения
искомых функций , , , , делаем коррекцию значения пористости на первом шаге по вре-
мени, используя формулу (3.9). Повторяя данный алгоритм для следующих шагов по времени,
найдем значения искомых функций на всем временном интервале.

4. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОМЕРНОЙ ЗАДАЧИ
В работе [11] A. Chetti и соавт. предложили математическую модель внутренней суффозии на

основе уравнения диффузии. Для замыкания модели использовалась гипотеза равенства скоро-
стей подвижных частиц грунта и воды. Сравнение результатов вычислений с эксперименталь-
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ными данными показало, что модель дает хорошее совпадение с результатами эксперимента [11]
в случае, когда эффектом физико-химических процессов на эрозию можно пренебречь (мала
ионная сила раствора, составляющего несущую фазу) и грунт подвержен внутренней суффозии
( ), но завышает значения эродированной и вынесенной массы грунта из области филь-
трации для грунтов, слабо подверженных суффозии (  и , см. рис. 1a). В работе [13]
предложено определять скорости подвижных частиц грунта из соотношения  ( ),
т.е. постулировалось, что скорость частиц грунта меньше скорости фильтрации воды, но из ка-
ких соображений выбирается коэффициент , не разъясняется.

В данной работе для тестирования предложенной математической модели используются ре-
зультаты эксперимента, представленного в работе [11]. Экспериментальная установка состоит из
резервуара, наполненного жидкостью и создающего гидравлическую нагрузку, приложенную к
горизонтальной трубе, заполненной образцом почвы. В ходе эксперимента были исследованы
несколько образцов почвы с разной суффозионной устойчивостью (за суффозионную устойчи-
вость отвечает параметр  [11]). Суффозионные тесты были проведены для смеси крупного пес-
ка, размеры частичек которого изменялись между 0.315 и 1.60 мм, и мелких частиц, размеры ко-
торых изменялись от 1 до 80 микрон. Концентрация мелких частиц в смеси песка изменялась от
2 до 8 процентов от веса. Смеси были подготовлены смешиванием песка и мелких частиц с 3-х
процентным содержанием воды, затем смесь хранилась в течение 24 ч перед тем, как она загру-
жалась в экспериментальную установку методом двукратного прессования.

При численном исследовании начально краевой задачи (3.1)–(3.4) использовалась следую-
щая эмпирическая зависимость [40] , здесь  – размерный параметр [Па] (в чис-
ленных расчетах  определялся подбором в ходе решения задачи и сопоставления ре-
зультатов моделирования и экспериментальных данных). Полученные результаты вычислений
тестировались на экспериментальных данных, представленных в работе [11]. Скорость движения
подвижных частиц грунта определяется в ходе решения задачи, используя уравнение (1.14) (см.
также [41]).

В численных расчетах использовался следующий набор модельных параметров: g = 0 м/с2,
 м/с,   если ,  если ,  если . На-

чальные и граничные условия задавались в виде
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Рис. 1. Результаты моделирования (1–3), представленные в работе [11] (а): 4–6 –экспериментальные данные;
 8.5, 4, 1 (1–3) и (4–6). Результаты (1–3) численного моделирования (б): 4–6 – экспериментальные данные;

λ = 1, 4, 8.5 (1–3) и (4–6);  – эродированная масса грунта, t – время.
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где  – напор воды (в численных расчетах H = 2.4). Предполагалось что , т.е. на
границе x = 0 нет подвижных частиц грунта. На другом конце рассматриваемой области x = l гра-
ничное условие имело вид  Па (атмосферное давление). Для концентрации по-
движных частиц грунта на границе рассматривались два варианта  и ,
где  – дискретная функция, значения которой определялись экспериментально в работе [11]. В
начальный момент времени пористость предполагалась постоянной , а водонасы-
щенность  задавалась равной единице  для первого граничного условия и линейной
функцией от ,  – для второго.

В численных расчетах использовались следующие параметры [11]:

 кг/м3,  кг/м3,  мм
 кг/мс2,  кг/мс2

На рис. 2–4 представлены результаты численных расчетов модуля скорости фильтрации воды
 и модуля скорости подвижных частиц грунта, на рис. 5 концентрации подвижных частиц грун-

та. Расчеты показали, что скорость подвижных частиц грунта много меньше скорости воды для
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грунтов слабо подверженных суффозии (λ = 4 и λ = 1). На рис. 1б представлено сравнение рас-
считанных значений вынесенной массы из области фильтрации с экспериментальными данны-
ми, взятыми из работы [11]. Сравнение рассчитанных значений скоростей фильтрации воды и
подвижных частиц грунта показало, что модуль скорости воды заметно превосходит модуль ско-
рости подвижных частиц грунта. При моделировании фильтрации жидкости в грунтах, слабо
подверженных суффозионному воздействию (например, см. рис. 3 и 4), необходимо учитывать
изменения скоростей фильтрации воды и подвижных частиц грунта. Условие  не является
принципиальным, а взято для сравнения численного решения с имеющимися эксперименталь-
ными данными.

Устойчивость и порядок сходимости вычислительного алгоритма проверяются путем вычис-
лительных экспериментов, применяя известное правило Рунге [42]: достаточно провести три
расчета на сетках c шагами , , , , , . Если основной
величиной наблюдения является концентрация воды s, то экспериментальный порядок сходи-
мости  и приближенно определяемая относительная погрешность %.

Экспериментальные данные позволили провести верификацию свободного параметра  и
провести сравнения результатов моделирования с экспериментом. В работе [11] интенсивность
фазового перехода задавалась другой формулой. Поэтому прямое сравнение результатов модели-
рования настоящей работы и результатов из работы [11] не проводилось.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе предложена новая математическая модель фильтрации жидкости с учетом суффози-

онных процессов. Подвижные частицы грунта рассматриваются как отдельная фаза, скорость
которой определяется в ходе решения задачи. Данное предположение позволило построить за-
мкнутую математическую модель и провести на ее основе численные расчеты, которые хорошо
согласуются с экспериментальными данными из литературных источников. Модель применима
для широкого класса суффозионных течений.

Предложен алгоритм численного решения начально-краевой задачи фильтрации грунтовых
вод с учетом внутренней эрозии грунта и проведены тестовые численные расчеты. Найдены ско-
рости движения и давление грунтовых вод, пористость и концентрация подвижных твердых ча-
стиц для грунтов, имеющих различную суффозионную устойчивость.
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