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Впервые исследованы высокие азимутальные моды заряженной струи несжимаемой идеаль-
ной электропроводной жидкости, движущейся относительно окружающей диэлектрической
среды. Показано, что имеются пороги по величине поверхностной плотности электрического
заряда, при превышении которых реализуется электростатическая неустойчивость поверхно-
сти родительской струи, проявляющаяся в выбрасывании на два порядка более тонких дочер-
них струек, распадающихся на капельки. Высота этих порогов увеличивается с увеличением
номера моды и уменьшением скорости движения относительно среды. Сходное явление
фиксируется и по отношению к скорости относительного движения струи и среды, в этом
случае неустойчивость называется аэродинамической, но реализуется при весьма больших
скоростях.
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В экспериментальных работах [1–4], посвященных исследованию закономерностей
реализации и классификации возможных режимов электродиспергирования заряженных струй,
которых к концу двадцатого века насчитывалось в зависимости от физико-химических свойств
жидкостей несколько десятков был обнаружен (но не истолкован) и режим электростатической
неустойчивости, в котором неустойчивой становится поверхность струи. Кроме распада струи в
осесимметричной азимутальной моде (азимутальный параметр m = 0) и в изгибной азимуталь-
ной моде (m = 1), см., например, рис. 1а, при высоком потенциале, подающемся на струю в [1–4],
был зафиксирован так называемый режим “ветвящихся струй” ( ) (б), в котором неустойчи-
вость претерпевает заряженная поверхность струи, выбрасывая на два порядка более тонкие до-
черние струйки, распадающиеся на маленькие капельки. Отметим, что реальные фотографии
этих режимов диспергирования приведены в [1–3, 5].

В экспериментах [1–3] использовались дистиллированная вода с добавкой небольшого коли-
чества ПВА, чистая вода и различные органические вещества (диэтил себакат, циклогексанол,

≥ 2m

УДК 532.6:537.9

Рис. 1. Схемы распада струи при возбуждении азимутальной моды с  (а) и  (б).
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этиловый спирт, дибутил фтолат, триэтилен гликоль) в чистом виде, и в виде смесей. Электро-
проводность чистых жидкостей изменялась в пределах от 9 до 9 × 108 СГСЕ. Объемный расход
жидкости через капилляр изменялся в пределах – 10–3–10 мм3/сек. Использовались капилляры
двух диаметров: внешний диаметр капилляра 0.12 мм, 0.3–1.5 мм. Коэффициент поверхностного
натяжения рабочих жидкостей менялся в диапазоне 22–73 дин/см; коэффициент динамической
вязкости рабочей жидкости – 0.004–15 г/см сек.

Для получения желательных физико-химических характеристик: электропроводности, вяз-
кости, объемного расхода использовались смеси различных жидкостей.

В работе [4] рабочие жидкости имели физико-химические характеристики, приведенные в
табл. 1.

Режим “ветвящихся струй” реализуется при весьма значительных напряженностях электри-
ческого поля (околопробойных в смысле возможности зажигания коронного разряда у поверх-
ности струи [6]) и трудно реализуем на практике; в экспериментах достигается лишь для жидко-
стей с низким значением коэффициента поверхностного натяжения и при высоких давлениях в
среде. Для критического значения напряженности радиального электрического поля зажигания
короны у поверхности цилиндрической струи радиусом  установлена следующая эмпирическая
закономерность [6]

где  – отношение плотности воздуха к нормальной, соответствующей 760 тор и температуре
25°С. Из этой формулы следует, что при уменьшении радиуса струи критическое значение на-
пряженности электрического поля зажигания короны увеличивается, а при уменьшении давле-
ния в среде – уменьшается.

В связи со сказанным этот режим практически экспериментально не исследован. При его ре-
ализации с поверхности основной струи выбрасываются во все стороны значительно более тон-
кие дочерние струйки, распадающиеся на капельки, распадается и основная струя. В итоге
функция распределения капель по размерам оказывается весьма широкой.

В [5] такой режим сфотографирован при распаде заряженной капли, пролетающей в свобод-
ном падении сквозь область резко неоднородного электростатического поля (между торцом про-
волоки и плоским противоэлектродом). Капля, испытывая электростатическую неустойчивость,
выбрасывает струю, распадающуюся на мелкие капли, при этом реализуется распад в различных
азимутальных модах, в том числе и .

Теоретическое осмысление указанного режима электродиспергирования струй жидкости на-
чалось еще десять лет назад (см., например, [7] и указанные там публикации). Согласно суще-
ствующим представлениям режим “ветвящихся струй” связан с электростатической неустойчи-
востью заряженной поверхности жидкости [8–12], а конкретно для струй: с неустойчивостью
асимметричных азимутальных мод с азимутальным числом  [7]. На рис. 2а–в приведен
внешний вид струй с возбужденными третьей, четвертой и пятой азимутальными модами. Рас-
четы поверхностей на рис. 2а–в проведены по простейшей формуле, обезразмеренной на радиус
невозмущенной струи

где a – амплитудный множитель; k – волновое число; r = 1 – безразмерное уравнение невозму-
щенной поверхности струи. При расчетах рис. 2а–в принималось ; k = 2. Расчеты выпол-
нены впервые.

r

≈ δ + δ ⋅кр 31 (1 0.308 ) кВ смE r

δ

≥ 2m

≥ 2m

= + ⋅ + ϕ1 cos( )r a kz m

= 0.3a

Таблица 1. Физико-химические характеристики рабочих жидкостей [4]

Плотность, 
г/см3

Коэффициент 
вязкости, П

Коэффициент 
поверхностного 

натяжения, 
дин/см

Электропро-
водность,

СГСЕ

Диэлектрическая 
проницаемость

дистиллированная вода 1 0.01 72.5 105 80.4
этилен гликоль 1.11 0.199 46.4 103 38.8
этанол 0.789 0.0116 22 2.7 × 105 25



50

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 3  2021

ГРИГОРЬЕВ, ШИРЯЕВА

Целесообразно также указать, в какой связи используется неопределенность типа , а не
указание конкретного значения номера азимутальной моды. Поскольку в экспериментальных
работах [1–4] не указываются конкретные величины напряженностей реализации режимов
электродиспергирования, то теоретические расчеты невозможно сравнить с экспериментом. На
данный момент невозможно точно сказать, сколь высоких азимутальных мод струи задействова-
но в реализации электростатической неустойчивости заряженной струи.

Данная работа предполагает теоретический анализ закономерностей возбуждения электро-
статической неустойчивости высоких азимутальных мод заряженной струи.

1. ФИЗИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ
Будем решать задачу о капиллярных осцилляциях заряженной цилиндрической поверхности

струи радиуса R идеальной электропроводной несжимаемой жидкости с коэффициентом по-
верхностного натяжения  и массовой плотностью , движущейся вдоль оси симметрии со ско-
ростью . Среду будем моделировать идеальной несжимаемой диэлектрической жидкостью с
массовой плотностью  и диэлектрической проницаемостью, близкой к единице: . Зада-
ча рассматривается в инерциальной системе отсчета, связанной с осью симметрии невозмущен-
ной струи в цилиндрической системе координат, орт ez которой совпадает по направлению с 
и осью симметрии невозмущенной капиллярным волновым движением цилиндрической по-
верхности струи. Электрическое поле в окрестности струи будем считать стремящимся к нулю на
бесконечности при удалении в радиальном направлении. Рассмотрение проведем в безразмер-
ных переменных, в которых .

Примем, что поверхность струи, возмущенная тепловым капиллярным волновым движени-
ем, описывается соотношением , , где  – капиллярное

≥ 2m

σ ρin

0U
ρex ε ≈ 1ex

0U

= ρ = σ = 1inR

= − − ϕ =1 ξ( , , ) 0F r z t ϕ !ξ( , , ) 1z t ϕξ( , , )z t

Рис. 2. Качественный вид формы поверхности струи при возбуждении азимутальной моды: а–в  3, 4 и 5.
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волновое возмущение цилиндрической поверхности струи. Это возмущение имеет малую ам-
плитуду порядка , где  – постоянная Больцмана;  – абсолютная температура [9].

В качестве малого параметра задачи  примем безразмерную максимальную амплитуду вол-

нового возмущения: .

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ
Полная математическая формулировка задачи состоит из: уравнений Эйлера

(2.1)

уравнения непрерывности

уравнений для расчета напряженности электрического поля

естественных граничных условий

кинематического и динамического гидродинамических граничных условий на возмущенной
границе раздела сред

и условия для электрического потенциала 

(2.2)

 – поле скоростей течения жидкости в струе и в среде  – гидродинамическое давление

в струе;  – гидродинамическое давление во внешней среде;  =  – давление

электрического поля [13]; ;  – потенциал поверхности струи;  – ка-
пиллярное давление

Введем также гидродинамические потенциалы  [15] такие, что

3. ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ
Раскладывая сформулированную задачу по малому параметру ε, легко выделить задачи нуле-

вого и первого порядков малости [7].
Решение задачи нулевого порядка тривиально, и определяет невозмущенную цилиндриче-

скую струю, движущуюся вдоль оси симметрии со скоростью U0, с равномерно распределенным
по ее поверхности электрическим зарядом, создающим электростатическое поле в окрестности
струи, стремящееся к нулю на бесконечности.

В первом порядке малости по  будем искать решение стандартными методами [7].
В указанном приближении решения задачи (2.1), удовлетворяющие граничным условиям (2.2),

для возмущения границы раздела сред , гидродинамических потенциалов в среде 
и струе , а также для электростатического потенциала  будем искать в виде

κ σ/T κ T
ε

ϕε ≡ max ξ( , , )z t
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где  и  – модифицированные функции Бесселя первого и второго рода, порядка m
[14]; m – азимутальный параметр;  – комплексная частота капиллярных волн;  – неиз-
вестные коэффициенты.

Подставляя выписанные решения в систему граничных условий задачи, можно получить дис-
персионное уравнение с произвольным азимутальным числом 

(3.1)

где k – волновое число; m – азимутальное число;  – частота капиллярных волн (в общем
случае комплексная), так что ,  – начальная амплитуда; штрих у функций
Бесселя обозначает производную по аргументу.

Корни (3.1) легко находятся в виде

(3.2)

Корни дисперсионного уравнения имеют комплексный вид из-за реализации на границе раз-
дела сред неустойчивости Кельвина–Гельмгольца [15–17].

Видно, что при We = 0 (при равенстве нулю скорости относительного движения или когда
окружающая среда – вакуум) дисперсионное уравнение (3.1) переходит в дисперсионное урав-
нение для волнового движения на поверхности заряженной струи идеальной жидкости [18, 19].
При w = 0 получим дисперсионное уравнение для аэродинамической неустойчивости [16, 20, 21].
Отметим, что расчеты по (3.2) критического для реализации аэродинамической неустойчивости
значения параметра Вебера (табл. 2) согласуются по величине с экспериментальными результа-
тами [22].

4. АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ
Проанализируем критические условия реализации неустойчивости трех азимутальных мод,

начиная с m = 3. Обозначим подкоренное выражение в (3.2) как 

При  частота  в (3.2) комплексная, ее вещественная часть

определяет частоту, а мнимая часть: , отвечает за неустойчивость волн, она определяет их
инкремент, при , или декремент . При We = 0 и  область отрицательно-
сти H(k) соответствует электрической неустойчивости, а при w = 0 и  – аэродинамиче-
ской.

Требование отрицательности H(k) при проявлении неустойчивости позволяет получить кри-
тическое условие возникновения неустойчивости в аналитическом виде

(4.1)

( )= ⋅ ⋅ + ϕ ⋅ψ ( , ) exp( ) exp( ) Kex mt b is t ikz im krr
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при фиксированном параметре , или в виде

(4.2)

при задании зарядового параметра .

На рис. 3 приведены зависимости критического значения полевого параметра  от волново-
го числа k для третьей азимутальной моды m = 3 при различных фиксированных значениях па-
раметра Вебера , рассчитанные по (4.1). Аналогичные зависимости для четвертой и пятой ази-
мутальных мод имеют качественно схожий вид, отличаясь лишь количественно, а потому не
приводятся. В табл. 3 для оценки отличий приведены значения физических величин, характери-
зующих графики  при . Из табл. 3 видно, что критические зависимости 
для азимутальных мод с  имеют пороговый характер, как и азимутальная мода с m = 2
[23], в отличие от осесимметричной и изгибной мод [23]. Порог реализации неустойчивости уве-
личивается с ростом номера моды, но снижается с ростом скорости обдувающего потока (с уве-
личением параметра Вебера ). Величина волнового числа, при котором реализуется неустой-
чивость, растет с увеличением параметра Вебера и номера азимутальной моды.

We

≥ − − − + ⋅2 2
2

( , )We  (1 (1 ( , )))cr
h m kk m w h m k

k

w

crw

We

= ( )cr crw w k = 3;4;5m w ( )cr k
= 3;4;5m

We

Таблица 2. Значения физических величин, характеризующих графики , построенные при
 и различных значениях зарядового параметра 

w U, см/с Weкр, мин E, СГСЕ kмин kразм, 1/см λразм, см

m = 3
0 6757 8 0 4.092 409 0.015
1 6108 6.54 30.2 3.74 374 0.017
2 5327 5 42.8 3.29 329 0.019
3 4275 3.2 54.2 2.65 265 0.024

m = 4
0 7808 10.7 0 5.5 555 0.011
1 7251 9.2 30.2 5.2 518 0.012
2 6615 7.7 42.8 4.8 475 0.013
3 5854 6 54.2 4.2 420 0.015

m = 5
0 8723 13.3 0 7 699 0.009
1 8226 11.9 30.2 6.6 661 0.01
2 7675 10.2 42.8 6.2 618 0.01
3 7047 8.7 54.2 5.7 567 0.011

=We We ( )cr cr k
= 3;4;5m = 0,1,2,3w

Рис. 3. Зависимости , рассчитанные при  и различных фиксированных значениях параметра
Вебера: 1–4 –  0, 1, 2 и 3.
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На рис. 4 приведены зависимости критического значения параметра Вебера от волнового
числа  для третьей m = 3 азимутальной моды  при различных фиксированных значениях
параметра , рассчитанные по (4.2). Аналогичные зависимости для четвертой и пятой азиму-
тальных мод имеют качественно схожий вид, отличаясь лишь количественно, а потому не при-
водятся. В табл. 2 для оценки отличий приведены значения физических величин, характеризую-
щих графики  при .

Из рис. 3, 4 и табл. 2, 3 видно, что зависимости  при  и 
при  имеют качественно схожий характер, различаясь лишь численными значениями.

Рассматриваемую неустойчивость следует именовать электростатически-аэродинамической,
поскольку имеются два фактора, способствующих отрыву капель: электростатическое и аэроди-
намическое поля в окрестности струи [16–20], поскольку скорости относительного движения
струи и среды, приводящие к аэродинамической неустойчивости, весьма велики, а в экспери-
ментах [1–4] использовались много меньшие (примерно на два порядка), в то время как напря-
женность электростатического поля достигала критических величин, то уместно говорить об
электростатической неустойчивости при наличии усложняющего наблюдаемую картину аэро-
динамического воздействия.

k We ( )cr k
w

=We We ( )cr cr k = 3;4;5m

= ( )cr crw w k =We const =We We ( )cr cr k
= constw

Таблица 3. Значения физических величин, характеризующих графики , построенные при
 и различных значениях параметра Вебера 

We U, см/с wкр, мин E, СГСЕ kмин kразм, 1/см λразм, см

m = 3
0 0 4 60.5 0 0 ∞
1 2389 3.85 59.6 1.4 141.6 0.044
2 3379 3.55 57 2.1 207.8 0.03
3 4138 3.1 53 2.6 256.7 0.024

m = 4
0 0 5 67.7 0 0 0.011
1 2389 4.99 67.5 1 103.3 0.012
2 3379 4.81 66.3 2.1 213.1 0.013
3 4138 4.48 64 2.8 282.8 0.015

m = 5
0 0 6 74.1 0 0 0.009
1 2389 6 74.07 0 0 0.01
2 2379 5.94 73.7 1.88 187.9 0.01
3 4138 5.72 72.3 2.88 287.5 0.011

= w (k)cr crw
= 3;4;5m =We 0,1,2,3

Рис. 4. Зависимости , рассчитанные при  и различных фиксированных значениях полево-
го параметра 1–4 –  0, 1, 2 и 3.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Теоретически исследованы закономерности реализации смешанной электростатически-

аэродинамической неустойчивости трех высоких азимутальных мод жидких струй, начиная с
третьей. Качественно ход критических зависимостей от волнового числа в рассмотренных ситу-
ациях схож и различается лишь количественно. Во всех случаях неустойчивость высоких азиму-
тальных мод имеет пороговый характер как по величине напряженности внешнего электроста-
тического поля, так и по скорости относительного движения струи и материальной среды.
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