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Построено аналитическое решение задачи термической конвекции в верхней мантии, сопря-
женной с зоной субдукции. При постановке задачи используются результаты по сейсмотомо-
графическому просвечиванию мантии. Путем аналитических методов удается проинтегриро-
вать соответствующую нелинейную задачу математической физики и свести ее к системе не-
линейных алгебраических уравнений, которая существенно проще. Основная цель работы
заключалась в том, чтобы математически обосновать новую региональную геодинамическую
модель эволюции литосферы Арктики и Северо-Восточной Азии [1–5]. В частности, требо-
валось проверить возможность существования сильно вытянутой по горизонтали одноячеи-
стой структуры течений в верхней мантии.

Ключевые слова: верхнемантийная конвекция, субдукция, сейсмотомография, термическая
конвекция, ряд Фурье, метод Галеркина
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В работах [1–5] изложена новая региональная геодинамическая модель, описывающая мело-
вую и кайнозойскую эволюцию литосферы Арктики и Северо-Восточной Азии. Модель основы-
вается на представлении о существовании горизонтально протяженной конвективной ячейки в
верхней мантии, сопряженной с конвейерным механизмом субдукции (движение одной из ли-
тосферных плит под другую и погружение в мантию Земли) Тихоокеанской литосферы. Обосно-
ванием модели являются результаты по сейсмотомографическому просвечиванию мантии,
опубликованные в [6–8] для Северо-Восточной и Восточной Азии с прилегающими окраинны-
ми морями северо-западной части Тихого океана. В качестве примера на рис. 1а показан один из
сейсмотомографических разрезов верхней мантии, проведенный перпендикулярно простира-
нию Японской зоны субдукции. Из этого разреза видно, как погружающийся в зоне субдукции
холодный слой литосферы, показанный темным (синим) цветом, достигая переходной зоны
между верхней и нижней мантией, трансформируется в протяженный горизонтальный слой
мантийного вещества, который распространяется далеко (на первые тысячи километров) под
Евразийский континент.

Отметим, что некоторые аспекты конвекции в верхней мантии, связанной с субдукцией, ра-
нее были исследованы как теоретически [9], так и с помощью физических экспериментов [10] и
численного моделирования [4, 5, 11]. В частности, результаты численного моделирования [11]
показали характер взаимодействия субдуцированной литосферы, движущейся по подошве верх-
ней мантии, с конвективными течениями в вышележащих слоях мантии.

УДК 550.3: 551.24.01: 532.5.032
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В настоящей работе, развивающей данное направление исследований, с помощью аналити-
ческих и численных методов рассматривается задача о развитии различных режимов верхнеман-
тийной конвекции в области под континентом, примыкающей к зоне субдукции, с учетом дви-
жущегося горизонтально вдоль подошвы верхней мантии относительно холодного слоя лито-
сферного вещества. Для выяснения условий возникновения различных режимов конвекции в
нашей постановке мы ограничимся простыми исходными предположениями о квазиоднород-
ном слое с постоянной вязкостью, ограниченном снизу фазовой границей, движущейся гори-
зонтально, а сверху – свободной от напряжений горизонтальной поверхностью.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Будем рассматривать квазистационарную двухмерную модель конвекции в верхней мантии,

которая считается однородной жидкостью с постоянной вязкостью. Для простоты в математиче-
ской постановке область, показанную на рис. 1б, будем считать прямоугольной, т.е. примем, что
океаническая плита (холодный поток жидкости) в зоне субдукции погружается вертикально
вниз и затем движется влево. Горизонтальные границы рассматриваемой области считаются не-
проницаемыми и, кроме того, верхняя граница свободна (касательное напряжение равно нулю).
На нижней фазовой границе 670 км задаем условие прилипания к движущейся со скоростью 
влево литосфере, хотя, как следует из рис. 1, такое условие следовало бы задавать лишь на части
основания, занимаемой в данный момент времени литосферным слоем. Однако для оценки мак-
симального эффекта движения плиты будем это условие задавать на всем основании. Рассмот-
рим условия для температуры. В результате вертикального погружения холодной плиты можно
считать температуру на правой границе равной условному нулю. На нижней границе температу-
ра растет от нуля до невозмущенного значения, равного единице в безразмерном исчислении.
Для простоты будем считать указанный рост линейным. На левой вертикальной границе полага-
ем, что температура равна невозмущенному распределению, т.е. линейно убывает от единицы до
нуля. Наконец, на верхней границе температура должна быть равна условному нулю. Все эти гра-
ничные условия показаны на рис. 2.

1v

Рис. 1. Один из вертикальных разрезов мантии в виде сейсмотомограммы [5–7] (а); модель мантийной конвек-
ции, сопряженной с зоной субдукции [1–5] (б).
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Граничное условие для скорости на правой границе (рис. 2) отражает условие скольжения, хо-
тя более адекватным было бы использовать условие прилипания к погружающейся плите. Ниже
будет показано, что картина конвекции от такой подмены слегка меняется лишь в окрестности
плиты, а в основной области ее характеристики от этого не зависят. С целью обоснования этого
утверждения ниже рассматривается вспомогательная линейная задача.

Рассматриваемая квазистационарная задача в безынерционном приближении Стокса и в
приближении Буссинеска [12] подчиняется следующей системе уравнений

(1.1)

Здесь:  – поле скоростей;  – температура;  – динамическая вязкость;  – коэффициент
теплового расширения; g – ускорение свободного падения;  – коэффициент теплопроводно-
сти; – удельная изобарическая теплоемкость;  – температуропроводность.

Введем функцию тока – Ψ и систему координат, как показано на рис. 2. Используя следую-
щие характерные масштабы величин: h – толщина верхней мантии;  – значение плотности
среды;  – скорости;  – времени;  – перепад температур на левой границе
слоя, запишем систему (1.1) в безразмерном виде

(1.2)

Ra – число Рэлея.
Граничные условия

(1.3)

Это полная нелинейная задача. Прежде чем приступить к ее решению, рассмотрим вспомога-
тельную линейную задачу.
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Рис. 2. Постановочный рисунок к задаче с указанием граничных условий. Основание прямоугольника L = 5.5.
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2. ЛИНЕЙНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПОЛЯ СКОРОСТЕЙ
Эта задача отличается от основной двумя фактами. С одной стороны ее граничные условия

ближе к обозначенной геофизической задаче, а с другой – в ней температура не вычисляется, а
задается в виде функции двух переменных, которая удовлетворяет всем граничным условиям.
Уравнение и граничные условия для функции тока имеют вид

(2.1)

(2.2)

где  – скорость погружения плиты;  – скорость движения плиты вдоль основания.
В отличие от основной задачи (1.3), здесь на правой границе задана скорость погружения пли-

ты, а не условие скольжения.
Ищем решение в виде суммы двух функций

(2.3)

Первая из этих функций удовлетворяет неоднородному уравнению (2.1) и граничным услови-
ям (1.3), а вторая функция однородному уравнению (2.1) и граничным условиям, выбранным
так, чтобы суммарная функция (2.3) удовлетворяла условиям (2.2). В силу линейности задачи
сумма (2.3) будет удовлетворять задаче (2.1), (2.2) полностью.

В качестве температуры, удовлетворяющей всем условиям (1.3), возьмем следующую функцию:

Для получения решения используем метод Галеркина и разложения Фурье. Можно показать,
что первая функция (2.3), т.е. точное решение неоднородного уравнения (2.1) с условиями (1.3)
имеет вид
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Решение однородного уравнения запишем в виде

(2.6)

где   – искомые постоянные числа.
Функции   – являются решениями следующих задач:

Решение первой задачи есть

Решение второй задачи получим в виде

Невыполненными остались следующие два условия:

Эти условия запишутся в виде

(2.7)
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Из (2.7) найдем все коэффициенты  . Умножая первое и второе уравнения (2.7)
соответственно на функции  и  и, интегрируя их на соответствующем отрезке, получим

Определяя из этой системы  , найдем второе решение (2.6), а вместе с ним и
полное аналитическое решение

Обсуждение этих решений приводится ниже.

3. НЕЛИНЕЙНАЯ ЗАДАЧА
Перейдем к нелинейной задаче, в которой температура нелинейно взаимосвязана с функцией

тока, т.е. к задаче (1.2)–(1.3). Представим решение в виде конечных сумм Фурье по координате x
следующим образом

(3.1)

В (3.1) неизвестными являются функции   и постоянные числа 
. При этом температура удовлетворяет всем граничным условиям, а функция тока пока

только условиям на вертикальных границах. Остальным условиям необходимо удовлетворить с
помощью функций  . Найдем эти функции. Подставляя (3.1) в первое уравнение
в системе (1.2), (1.3), имеем
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Граничные условия

(3.3)

Можно показать, что решение этой задачи имеет вид
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В решении (3.2)–(3.4) неизвестными остались лишь постоянные числа  
. Для их нахождения необходимо использовать уравнение переноса тепла.

Рассмотрим это уравнение

(3.5)

Для нахождения искомых величин, умножая уравнение (3.5) на  
 и, интегрируя по всей области, имеем следующую нелинейную алгебраическую си-

стему уравнений

(3.6)

Система (3.6) дает  уравнений для определения  чисел . Отметим, что все двой-
ные интегралы в (3.6) удается вычислить и в результате в явном виде получаем нелинейную ал-
гебраическую систему уравнений относительно чисел 
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4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Выбранное распределение температуры на правой и нижней границах основано, в частности,

на рис. 1a. Из этого разреза мантии видно, как погружающееся в зону субдукции холодное веще-
ство, достигая переходной зоны между верхней и нижней мантией, поворачивает и далее транс-
формируется в протяженный горизонтальный слой. Приведем оценку, позволяющую показать,
что при погружении холодной плиты она, достигнув границы между верхней и нижней мантией,
не успевает существенно нагреться. Для этого приведем сравнение характерных времен погру-
жения холодной плиты и ее разогрева до температуры окружающей среды:

(4.1)

Здесь  – характерные времена погружения вещества холодной плиты на глубину
верхней мантии и прогрева толщины плиты соответственно;  – толщина верхней ман-
тии и толщина погружающейся плиты соответственно;  – скорость погружения плиты;  –
температуропроводность горных пород.

Примем следующие характерные значения указанных величин: Hв.м. = 700 км = 7 × 105 м,
Hт.п. = 50–100 км ≈ 75 км = 0,75 × 105 м

(4.2)

Подставляя величины (4.2) в формулы (4.1), получим

Видно, что для прогрева плиты до температуры окружающей среды необходимо более чем на
порядок больше времени и, следовательно, плита не успевает существенно нагреться. Поэтому,
благодаря быстрому погружению плиты, температуру на правой границе можно считать равной
условному нулю.

Результаты решения задачи, полученные в рамках линейной задачи для числа Рэлея 
и скоростей плиты  см/год, показаны на рис. 3. Решение состоит из двух слагаемых
(2.4)–(2.6). Первая составляющая связана с конвективным течением, обусловленным неодно-
родностью температуры и движением плиты вдоль основания области со скоростью  (кривые 1
на рис. 3). Второе слагаемое дает поле течений, вызванное погружением литосферной плиты со
скоростью , т.е. непосредственно субдукцией. Эта составляющая на рис. 3 обозначена кривой 2.
Кривые 3 на рис. 3 – это сумма первых двух составляющих. Из кривой 2 видно, что погружаю-
щаяся плита вызывает заметное поле течений только в небольшой области, примыкающей к
плите. В то же время конвективная составляющая вызывает конечное течение во всей области.
Сказанное подтверждает сравнение первой и третьей кривых.

На рис. 3б,в показаны характерные распределения вертикальных и горизонтальных компо-
нент скорости. Эти рисунки подтверждают, что для характерных значений параметров задачи
первая составляющая, т.е. течение, вызванное неоднородностью температуры и движением пли-
ты по основанию области, существенно доминирует над гидродинамическим воздействием, вы-
званным погружением плиты везде за исключением примыкающей к плите области толщиной,
сопоставимой с толщиной самой плиты.

Рассмотрим результаты по нелинейной задаче. Задача, помимо отмеченного выше метода Га-
леркина, была решена и другим методом, причем в нестационарном варианте. А именно, на те-
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кущем временном шаге при заданной матрице  поле скоростей определяется аналитическими
выражениями (3.1)–(3.4). Затем при заданном поле скоростей нестационарное уравнение пере-
носа тепла на данном временном шаге решается методом прогонки. Далее из поля темпера-
туры , используя (3.1) и обратное преобразование Фурье, находим новые значения . После
определенного числа итерационных шагов переходим на новый временной шаг. Процесс про-
должается до выхода на стационарное решение. При тестовых расчетах результаты, полученные
обоими методами, совпали. Для рис. 4a уже значения   в методе Галеркина дают
хорошую точность. Однако с ростом числа Рэлея число мод требуется все больше и время счета
становится больше, чем у второго метода.

Рассмотрим следующие характерные для верхней мантии значения параметров

ξ ,k i

,k iT ξ ,k i

= 10,xN = 3zN

− −= × Δ = × χ = × β = ν = ×� �
5 3 7 2 5 18 2

. . 6.7 10 м, 2 10 C, 5 10 м /c, 10 1/ C, 5 10 м /cв мH T

Рис. 3. Зависимости функции тока (а), вертикальной (б) и горизонтальной (в) компонент скорости от горизон-
тальной координаты x при ;  см/год;  для (а), (б);  для (в); линии: 1 –
составляющая, связанная с неоднородностью температуры и движением плиты по основанию области (подош-
вы); 2 – составляющая, связанная только с погружением литосферной плиты на правой границе; 3 – суммар-
ная составляющая.
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Рис. 4. Структура конвекции в области верхней мантии без учета движения плиты (  = 0) при числах Рэлея:
Ra = 103 (а); Ra = 5 × 103 (б); Ra = 5 × 104 (в).
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Для этих величин получим следующую оценку при числе Рэлея .

Ниже за основную принята близкая величина . Сначала рассмотрим случай, когда
подошва покоится ( ). На рис. 4a показаны результаты расчета линий тока при числе Рэлея

. Видно, что внешние линии тока охватывают всю рассматриваемую область и соответ-
ствуют одноячеистой структуре. Однако в центральной части образуются две индуцированные
ячейки, вращающиеся в ту же сторону, что и внешняя ячейка.

На рис. 4б показаны линии тока для бо̀льшего числа Рэлея . Как видно из рисунка,
в этом случае течение распадается на три неравномерных ячейки. При дальнейшем увеличении
числа Рэлея образуется бо̀льшее число ячеек, как это показано на рис. 4в. Из рисунка видно, что
в случае  образуется пять неравных конвективных ячеек.

На рис. 5 показаны изотермы для числа Рэлея Ra = 1000. Обратим внимание на то, что на
рисунках 4а, 6б и 6в внутренние ячейки образуют встречное близкое к вертикальному течение в
примыкающей области и может возникнуть впечатление, что течение может быть неустойчи-
вым. В этой связи отметим, что критическое число Грасгофа, превышение которого вызывает
неустойчивость встречных параллельных вертикальных течений для больших чисел Прандтля Pr,
равно  [12]. Отсюда, так как  для критического числа Рэлея, получим

. Поскольку для мантии  м/с2,  м/с2,

, в нашем случае получим следующую оценку . В то же время макси-

мальные числа Рэлея, о которых идет речь в данной статье, равны , т.е. на много
порядков меньше критического. Поэтому даже если точное значение критического Рэлея в на-
стоящей задаче отличается от [12], это отличие будет не больше чем на порядок, поэтому устой-
чивость полученного решения очевидна.

Рассмотрим случаи, когда учитывается движение нижней границы, что соответствует гори-
зонтальному движению литосферной плиты со скоростью . В этом случае движение плиты не-
линейным образом влияет на конвекцию, вызванную неоднородностью температуры. На рис. 6
показано течение для того же числа Рэлея, что и на рис. 4в, но с движущейся нижней границей:
на рис. 6a при  (0.46 см/год), на рис. 6б при  (1.15 см/год), на рис. 6в при 
(4.6 см/год). Видно, что движение плиты переводит внутрь области течения большие ячейки,
вращающиеся по часовой стрелке, т.е. сонаправленно с циркуляцией жидкости, вызванной пли-
той, и вытесняет меньшие ячейки, которые при отсутствии плиты вращались в противополож-
ную сторону. На рис. 6б одна из таких малых ячеек еще сохраняется, а при бо̀льших скоростях
плиты и она разрушается и исчезает, как это видно из рис. 6в.

Как показывает рис. 6в при больших скоростях движения плиты, внешние линии тока охва-
тывают всю рассматриваемую область, однако внутри нее образуются три ячейки, вращающиеся
в ту же сторону, что и внешнее течение.
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Рис. 5. Изотермы при конвекции в области верхней мантии при числе Рэлея Ra, равном 1000.
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Отметим, что очень важна степень влияния эффекта движения плиты при характерных для
верхней мантии числах Рэлея и конкретных, характерных для зон субдукции, скоростях движе-
ния плиты, т.е. 5–10 см/год, от которых указанное влияние зависит. Как показывает рис. 6в, при
таких скоростях и характерном для верхней мантии числе Рэлея во внешней области имеет место
как раз одноячеистая структура течений в согласии с экспериментальными данными (рис. 1a).

Существенные отличия полученных нами результатов о конвекции в области верхней ман-
тии, примыкающей к зоне субдукции, от результатов исследований аналогичной задачи, выпол-
ненных в предыдущих работах [9, 10], можно сформулировать следующим образом. Во-первых,
в данной работе, наряду с влиянием горизонтального градиента температуры на развитие длин-
ной горизонтальной ячейки, показана важная роль движущегося горизонтально литосферного
слоя, подстилающего конвективную область выше фазовой границы 670 км, существование ко-
торого установлено по данным сейсмотомографии мантии в переходной зоне от Тихого океана
к Восточной и Северо-Восточной Азии и Арктике. Во-вторых, в нашей более общей постановке
задачи двухмерной конвекции получены режимы не только одноячеистой структуры течений в
длинном горизонтальном слое, но и более сложные формы конвекции, сочетающие области
длинных горизонтальных ячеек с изометричными зонами конвекции, что определяется неболь-
шими изменениями значений числа Релея. В действительности, геолого-геофизические данные
о распределении рифтовых зон и магматических провинций во времени и пространстве, а также
рассеянных деформациях и смещениях поверхности литосферы свидетельствуют о реализации
обоих режимов конвекции в процессе эволюции Восточной и Северо-Восточной Азии и Аркти-
ки за последние 100 млн лет.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получено решение задачи термической конвекции в верхней мантии в области, сопряженной
с зоной субдукции. Из решения соответствующих уравнений следует, что при относительно ма-
лых числах Рэлея (Ra = 103) внешнее течение охватывает всю ячейку, даже без учета движения
плиты вдоль основания. При бо̀льших числах Рэлея, характерных для верхней мантии
( ), возникает ряд неравномерных ячеек. Однако движение погружающейся плиты
вдоль основания с характерными для зон субдукции скоростями 7–10 см/год приводит к возник-
новению во внешней области линий тока, охватывающих всю область, т.е. к одноячеистой
структуре. При этом внутри области сохраняются ячейки, вращающиеся в том же направлении,

= × 4Ra 5 10

Рис. 6. Структура течений при  с учетом движения плиты со скоростями: (a)  (0.46 см/год);
(б)  (1.15 см/год); (в)  (4.6 см/год).
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что и внешняя ячейка, а ячейки, которые при отсутствии плиты вращались в противоположном
направлении, вытесняются вверх и разрушаются.

Полученное решение позволяет найти и другие характеристики конвекции, распределение
теплового потока на верхней границе, а также поле вязких напряжений в тектонических актив-
ных районах.

Таким образом, в рамках классической модели термической конвекции получено дополни-
тельное математическое обоснование предложенной в [1–5] геодинамической модели эволюции
Арктики и Северо-Восточной Азии, естественным образом объясняющей основные известные
тектономагматические процессы, характерные для литосферы рассматриваемых областей.

Работа выполнена в рамках государственного задания Института океанологии им. П.П. Шир-
шова РАН (тема № 0149-2019-0005), государственной программы “5-100” МФТИ и проекта
РФФИ “Ресурсы Арктики” № 18-05-7002.
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