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Исследовано поведение ледяного покрова на поверхности идеальной несжимаемой жидко-
сти конечной глубины под действием движущейся прямолинейно с постоянной скоростью
области давления при наличии потока со сдвигом скорости. Течение жидкости не потенци-
ально. Ледяной покров моделируется тонкой упругой пластиной с учетом равномерного сжа-
тия. Движение нагрузки может происходить под произвольным углом к направлению тече-
ния. Предполагается, что в системе координат, движущейся вместе с нагрузкой, прогиб льда
является установившимся. Использован метод преобразования Фурье в рамках линейной
теории волн. Исследованы критические скорости и прогиб ледяного покрова в зависимости
от градиента скорости течения, направления движения и коэффициента сжатия.
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Ледяной покров на поверхности рек, озер, морей и океана часто используется для создания дорог,
взлетных полос, причалов и плавающих платформ для разведочного бурения. Для безопасности ра-
бот на льду необходимо изучать закономерности его поведения при механическом воздействии.

В настоящее время задача о поведении ледяного покрова под действием прямолинейно дви-
жущейся нагрузки изучена достаточно хорошо при ее стационарном и нестационарном движе-
нии. Имеется значительное число работ о действии различных физических факторов на характер
распространения изгибно-гравитационных волн в плавающем ледяном покрове [1–9]. Однако
влияние течения со сдвигом скорости изучено недостаточно. Имеется несколько работ на эту те-
му [10–15], в которых рассмотрена двумерная задача для линейного профиля скорости течения.
В этом случае возмущения в жидкости носят потенциальный характер. Достаточно хорошо изу-
чено воздействие сдвига скорости течения на поверхностные волны (см. [16–23] и имеющуюся в
них библиографию). В трехмерном случае возмущения не потенциальны, носят вихревой харак-
тер [23].

Задача о влиянии сдвигового течения на изгибно-гравитационные волны в ледяном покрове
в трехмерной постановке находится на начальной стадии изучения. В [24] исследована трехмер-
ная начально-краевая задача о поведении ледяного покрова под действием импульсной и пери-
одической нагрузки осесимметричного вида при наличии сдвигового потока. В работе [25] реше-
на задача Коши–Пуассона для случая, когда имеются линейный сдвиг скорости по двум направ-
лениям и неравномерное сжатие ледяного покрова.

В настоящей работе приведено решение задачи о поведении плавающего ледяного покрова
под действием прямолинейно с постоянной скоростью движущейся нагрузки при наличии тече-
ния с линейным сдвигом скорости.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается бесконечный ледяной покров, плывущий на поверхности потока идеальной

несжимаемой жидкости конечной глубины H с вертикальным сдвигом скорости. Ледяной по-
кров моделируется упругой бесконечной пластиной постоянной толщины. В подвижной декар-
товой системе координат , связанной с пластиной, с центром  на верхней границе жидко-Oxyz O

УДК 532.59:539.3



114

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2023

ТКАЧЕВА

сти, осью , направленной противоположно основному течению и осью , направленной вер-
тикально вверх, вектор скорости жидкости можно представить в виде

где  – константа, основное течение жидкости  не потенциально, имеет постоянную завих-
ренность, , ,  – возмущенные компоненты скорости, малые по сравнению с основным тече-
нием. Предполагается, что заданное внешнее давление  равномерно распределено по прямо-
угольной области шириной  и длиной . Область давления движется с постоянной скоростью 
под углом  к оси . Давление внешней нагрузки равно , где  – масса движу-
щегося тела,  – ускорение свободного падения. Данная нагрузка моделирует судно на воздуш-
ной подушке.

Рассмотрим движение жидкости. Скорость течения жидкости удовлетворяет уравнениям Эйлера
и неразрывности

(1.1)

Здесь  – полная производная по времени, P – гидродинамическое давление, которое
складывается из гидростатической части и возмущенного гидродинамического давления ,  –
плотность жидкости,  – единичный орт оси . Прогиб ледяного покрова  описывается
уравнением изгиба тонких упругих пластин Кирхгофа-Лява

(1.2)

где  – цилиндрическая жесткость пластины,  – модуль Юнга, ,  – плотность и толщина
льда,  – коэффициент Пуассона,  – сжимающие усилия в пластине.

Ставятся граничные условия: условие непротекания на дне
(1.3)

а на верхней границе жидкости кинематическое условие
(1.4)

и динамическое условие (1.2). Условие излучения ставится в следующем виде: перед нагрузкой
распространяются только те волны, групповая скорость которых больше скорости нагрузки.

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
Решение строится аналогично работе [21]. Введем безразмерные переменные, параметры и

функции по формулам

Штрихи далее опускаем. Поскольку мы ищем стационарное решение в системе координат,
движущейся вместе с нагрузкой, то в исходной системе координат, связанной с ледяной пласти-
ной, возмущенные скорости движения жидкости имеют вид

В предположении малости возмущенных скоростей по сравнению с основным течением
уравнения (1.1) линеаризуются. Применяем преобразование Фурье по переменным x, y. Неиз-
вестные функции , , , , p ищем в виде

Ox Oz
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Функцию  также представим в виде

Тогда из системы уравнений (1.1) получаем

(2.1)

Умножим первое уравнение на , второе уравнение на  и сложим. С помощью четвертого
уравнения находим

(2.2)

Дифференцируем по  и получаем с учетом третьего уравнения

Отсюда следует

(2.3)

Решение уравнения (2.3) с условием (1.3) на дне записывается в виде

Подставляем это выражение в уравнения (2.1), (2.2) и находим остальные компоненты скоро-
сти и давление

Из условия (1.4) следует

Тогда уравнение движения пластины (1.2) записывается в виде

С помощью обратного преобразования Фурье находим

(2.4)

где  – полярные координаты в -плоскости.
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Для того, чтобы картина волн была стационарна, компонента скорости источника, нормаль-
ная к гребню волны, должна быть равна фазовой скорости гребня [1]. В размерных переменных
получаем . Поэтому функция в знаменателе формулы (2.4) представляет собой
дисперсионное соотношение изгибно-гравитационных волн в ледяной пластине, вызванных
движением нагрузки, при наличии течения со сдвигом скорости, где  заменено на .

Теперь удобно перейти в систему координат , движущуюся вместе с нагрузкой, повер-
нутую относительно исходной системы координат на угол , с осью , направленной вдоль ли-
нии движения, осью  – перпендикулярной к ней. В этой системе координат получаем

(2.5)

Из полученных ранее результатов в отсутствие течения известно, что существует критическое
значение скорости, равное минимальной фазовой скорости изгибно-гравитационных волн. При
скорости движения нагрузки, меньшей критической, волны в ледяном покрове не образуются,
деформации льда носят локальный характер вблизи области нагрузки. При наличии течения со
сдвигом скорости также существует критическая скорость и находится аналогично работе [4].
Преобразуем уравнение  к виду

(2.6)

Обозначим

Тогда (2.6) можно записать в виде

Отсюда находим

(2.7)

Чтобы решение существовало, необходимо, чтобы

Возводим в квадрат, преобразуем и в результате получаем: критическое значение числа Фруда 
определяется как минимум функции 
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При  функция  имеет нули  и ,  в некоторых областях
значений угла . Поэтому при этих значениях угла  интеграл по  в выражении (2.5) является
интегралом в смысле главного значения. Контур интегрирования деформируется таким обра-
зом, чтобы выполнить условие излучения. Известно, что групповая скорость изгибно-гравита-
ционных волн больше их фазовой скорости для коротких волн и меньше для длинных волн. Ко-
роткие волны соответствуют упругой ветви дисперсионной кривой, а длинные волны – гравита-
ционной ветви. Поэтому при  корень  обходится сверху, а корень  – снизу, при

 – наоборот.
Картины гребней изгибно-гравитационных волн в дальнем поле строятся с помощью асипто-

тических методов аналогично тому, как в случае отсутствия течения [1, 26]. Положения гребней
волн в дальнем поле определяются с помощью кривой волновых чисел  в k-плоскости, удовле-
творяющей уравнению . Кривые  удобно строить с помощью формулы (2.7). При-
меры вида кривых  изображены на рис. 1 при , , 0.7, 0.9, 1.1, в случаях отсутствия
сжатия  (а) и  (б).

Стационарная картина волн содержит только те волны, волновые числа которых лежат на
кривой Ck. Из любой точки  на Ck волны излучаются в направлении, нормальном к Ck
и соответствующем возрастанию . Вертикальное смещение ледяного покрова  в дальнем поле
от этой точки выражается формулой

(2.8)

Здесь ;  – величина кривизны кривой Ck в точке ;  – дифференци-
рование по нормали к Ck, соответствующей возрастанию ; , если кривая Ck выпукла в
этой точке и  в противном случае. Гребни волн являются линиями постоянной фазы

 = K,  – константа. Таким образом, каждой точке  на Ck соответствует точка на
волновом гребне с полярными координатами в -плоскости

Если кривая волновых чисел Ck имеет точку перегиба, то соответствующая линия распростра-
нения волны  является каустикой, и линии гребней имеют заострения в точке их пересечения
с линией  [1, 26]. В точке перегиба константа K меняется скачком, так как меняется сдвиг фазы μ
в формуле (2.8).
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Рис. 1. Кривые волновых чисел  при  в случаях отсутствия сжатия  (а) и  (б): 1–4 –
, 0.7, 0.9, 1.1.
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С ростом параметра  кривая Ck приближается к началу координат в -плоскости. При 

кривая Ck проходит через начало координат, где критическое значение параметра  находится
из условия

При  касательные к верхней и нижней ветвям кривой Ck при  совпадают. При

 касательные к кривой Ck в начале координат составляют некоторый угол с -осью. Суще-
ствует область за нагрузкой, в которой волны не распространяются, так как нет нормалей к кри-
вой Ck в этих направлениях.

Из формулы (2.8) следует, что амплитуда волн в дальнем поле в общем случае порядка 
и пропорциональна . Таким образом, относительно плоские участки кривой Ck с малой кри-
визной дают большие амплитуды волн в соответствующих направлениях, поскольку все точки
этого участка кривой Ck излучают волны примерно в одном направлении [1]. Из рис. 1 видно, что
в случае  такие направления находятся за нагрузкой под некоторым углом к оси . В слу-
чае  такие участки дают большие амплитуды в отрицательной части оси , если

. Асимптотика амплитуд изгибно-гравитационных волн в дальнем поле в каустических на-
правлениях дана в работе [1].

3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Численные расчеты проводились для ледяного покрова при следующих входных параметрах

задачи:  ГПа,  кг/м3,  кг/м3, , a = 20 м, b = 10 м, толщина льда 
м, глубина жидкости  м, скорость движения нагрузки  м/с. Сжимающие усилия в
пластине заданы в виде ,  и 1.5.

На рис. 2 приведены зависимости критических скоростей изгибно-гравитационных волн в
ледяном покрове от направления движения нагрузки при различных значениях параметра сдви-
га  и , 1.5. Из графиков видно, что минимальные критические скорости достигаются при

, когда нагрузка движется противоположно течению жидкости. Максимальные критиче-
ские скорости наблюдаются при , когда нагрузка движется по течению. При  кри-
тическая скорость при любых значениях параметра  близка к ее значению в отсутствие течения.
При увеличении коэффициента сжатия льда критические скорости значительно уменьшаются.
Видно, что сдвиг скорости, направление движения и коэффициент сжатия льда оказывают су-
щественное влияние на критические скорости изгибно-гравитационных волн.

На рис. 3а показаны зависимости прогиба ледяного покрова вдоль линии движения нагрузки
 от координаты  в отсутствие сжатия  при , а также  и . При на-

личии сдвига скорости и  нагрузка движется против течения, при этом волны перед нагруз-
кой укорачиваются, встречая сопротивление, а волны за нагрузкой удлиняются, что объясняется
двумя причинами. С одной стороны, они сносятся потоком. С другой стороны, выполаживание
волн за нагрузкой для изгибно-гравитационных волн при увеличении разности между скоро-
стью нагрузки и критической скоростью наблюдается и в отсутствие течения [1]. При  на-
грузка движется по течению, в этом случае волны перед нагрузкой удлиняются, а после нагрузки
укорачиваются, амплитуды волн значительно выше, чем в предыдущих случаях, т.к. скорость
движения нагрузки ближе к критической скорости.

На рис. 3б приведены зависимости прогиба ледяного покрова на линии движения от коорди-
наты  в отсутствие течения , при  и . Видно, что при увеличении коэффи-
циента сжатия льда прогиб за нагрузкой значительно увеличивается, а перед нагрузкой
уменьшается.

На рис. 4 изображены картины гребней изгибно-гравитационных волн при , , π/3,
π/2,  и различных значений параметра сдвига S. При  изменение картин волновых
гребней аналогично тому, как меняются картины гребней при увеличении скорости нагрузки в
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отсутствие течения [1]. При увеличении параметра S волны за нагрузкой становятся длиннее,
амплитуда их меньше, появляются каустики и заострения. При  кривая Ck проходит через
начало координат, и волн за нагрузкой нет. Этому случаю соответствуют картины волновых
гребней в крайнем правом столбце рис. 4 при .

При  картины волновых гребней аналогичны картинам при  при тех же значени-
ях параметра S, но симметрия слегка нарушена. При дальнейшем увеличении угла  симметрия
нарушается еще сильнее. Например при ,  и ,  заострения наблю-
даются только при .

При фиксированном значении угла  симметрия сильнее нарушается с ростом пара-
метра S. С увеличением угла  критическая скорость изгибно-гравитационных волн растет, раз-
ница между скоростью нагрузки и критической уменьшается. Поэтому при  каустики и
заострения линий гребней наблюдаются только при больших значениях параметра .

На рис. 5 представлены трехмерные графики прогиба ледяного покрова в ближнем поле при
 и различных значениях угла  и параметра сдвига S. При  и  (рис. 5а) волны

за нагрузкой очень длинные и малой амплитуды, близкой к нулю. При  и  (рис. 5б)
волны за нагрузкой длинные, симметрия нарушена. На рис. 5в ( , ) и 5 г ( ,

) волновое движение ярко выражено во всех областях.
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Рис. 2. Критические скорости изгибно-гравитационных волн в ледяном покрове при  м и различных зна-
чениях параметра сдвига : а, б – , 1.5.

00 0.5 1.0
�/� �/�

0.5

(a) (б)

10

12

14

16

18

V *, м/сV *, м/с

8

6

1.0

S = 0S = 0S = 0
0.10.10.1
0.20.20.2
0.30.30.3
0.40.40.4
0.50.50.5

S = 0S = 0S = 0
0.10.10.1
0.20.20.2
0.30.30.3
0.40.40.4
0.50.50.5

= 1h
S = 0Q

Рис. 3. Зависимость прогиба ледяного покрова от координаты : (а) – , 1 – , 2, 3 – ,
; (б) – , 4, 5 – , 1.5.

�0.03

�0.06

0

1
2
3

0.03

�400 �200 200
x1, м

0�600

�0.04

�0.08

0

4
50.04

�, м�, м

�400 �200 200
x1, м

0�600

(а) (б)

1x = 0Q = 0S ψ( , ) = (0.4,0)S
π(0.4, ) = 0S = 0Q



120

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2023

ТКАЧЕВА

Как указано выше, сжатие льда оказывает сильное влияние на критические скорости изгиб-
но-гравитационных волн, при  они почти в два раза меньше, чем при . Скорость на-
грузки  м/с значительно выше критических скоростей при , и гребни изгибно-гра-
витационных волн имеют заострения и каустики даже для . Если скорость нагрузки умень-
шить, например, до  м/с, то картины гребней волн в дальнем поле будут похожи на те, что
при .

Картина волновых гребней в дальнем поле (а) и прогиб ледяного покрова в ближнем поле (б)
при ,  м/с, ,  изображены на рис. 6. Трехмерные графики ледяного по-
крова при ,  м/с и различных значениях параметров  и  визуально типичны

= 1.5Q = 0Q
= 20V = 1.5Q

= 0S
= 12V

= 0Q

= 1.5Q = 20V ψ = 0 = 0.1S

= 1.5Q = 20V ψ < *S S

Рис. 4. Картины гребней изгибно-гравитационных волн в дальнем поле при , , π/3, π/2,  и раз-
личных значениях параметра S.
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и похожи на тот, который изображен на рис. 6б. Амплитуды прогиба ледяного покрова значи-
тельно выше, чем при отсутствии сжатия.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследовано влияние сдвига скорости жидкости на стационарные изгибно-гравитационные
волны в ледяном покрове при равномерном прямолинейном движении нагрузки под произволь-
ным углом к направлению течения с учетом однородного сжатия льда. Поле скоростей жидкости
не потенциально. Показано, что сдвиг скорости, направление движения нагрузки и коэффици-
ент сжатия льда оказывают существенное влияние на критические скорости изгибно-гравитаци-
онных волн и прогиб ледяного покрова. Максимальные критические скорости наблюдаются в
тех случаях, когда нагрузка движется по течению. При увеличении коэффициента сжатия льда
критические скорости значительно уменьшаются.

Рис. 5. Вертикальные смещения ледяного покрова при : (а–г) – , , ,
.
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Если нагрузка движется против течения, то волны перед нагрузкой укорачиваются, встречая
сопротивление, а волны за нагрузкой удлиняются. Если нагрузка движется по течению, то волны
перед нагрузкой удлиняются, а за нагрузкой укорачиваются, и амплитуды волн значительно вы-
ше, чем в предыдущем случае. При увеличении коэффициента сжатия амплитуды прогиба льда
значительно увеличиваются за нагрузкой и уменьшаются перед нагрузкой. Увеличение парамет-
ра сдвига S оказывает качественно такое же влияние, как увеличение скорости движения нагруз-
ки. Картины гребней изгибно-гравитационных волн имеют такой же характер, что и в отсутствие
течения, но симметрия нарушена при боковом натекании.
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