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Рассмотрена задача об определении характеристик пристенной ламинарной закрученной
струи несжимаемой жидкости. Получены численные решения уравнений Навье–Стокса в
стационарной и нестационарной постановках. Показано, что на больших расстояниях от ис-
точника струи характеристики струи подчиняются автомодельному закону, как и при истече-
нии трехмерной ламинарной незакрученной струи, но распространение струи при этом про-
исходит под некоторым углом к первоначальному направлению выдува струи. При большой
закрутке потока в струе возникают области рециркуляционного течения, течение в струе ста-
новится нестационарным.
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Пристенные струи – струи, распространяющиеся вдоль твердой поверхности. Несмотря на
практическую важность изучения пристенных струй, исследованию течения в них посвящено
небольшое количество публикаций. В основном это экспериментальные исследования турбу-
лентных пристенных струй, которые можно условно разделить на плоские струи [1–4], трехмер-
ные незакрученные струи [5–12], трехмерные закрученные струи [13]. Численные исследования
плоских пристенных струй проводились в работах [14, 15], трехмерных пристенных незакручен-
ных струй – в [16–19]; авторам не известны работы по численному исследованию трехмерных
пристенных закрученных струй.

Для ламинарных пристенных струй теоретические и численные исследования проводились
только для плоских и трехмерных незакрученных струй. Впервые задача о плоской ламинарной
струе, вытекающей из тонкой щели параллельно твердой поверхности, была решена в рамках
уравнений пограничного слоя [20] и через три года повторена в [21]. Успеху в решении задачи
способствовал тот факт, что в плоском случае удалось найти инвариант, сохраняющий свое зна-
чение в любом поперечном сечении струи. Наличие инварианта позволило теоретически опре-
делить параметр автомодельности, отвечающий за изменение характеристик струи вдоль про-
дольной координаты , толщина струи растет пропорционально , а продольная компонента
скорости затухает как .

В случае трехмерной пристенной струи, вытекающей из практически точечного источника
параллельно твердой поверхности, течение можно описать с помощью параболизованных урав-
нений Навье–Стокса, в которых пренебрегают непорядковыми членами: продольным градиен-
том давления и вторыми производными вдоль продольной координаты в вязких членах уравне-
ний. В [22] сделано предположение, что на больших расстояниях от источника струи решение
должно выходить на автомодельный режим. Но для определения параметра автомодельности
в [22] был применен закон сохранения момента импульса потока, который на самом деле не со-
храняется. Значение параметра автомодельности и связанные с ним различные характеристики
струи получены в работе [23]. Так как инвариантного решения для трехмерной пристенной струи
на сегодняшний день не построено, параметр автомодельности можно определить только с по-
мощью численного решения задачи [24], что и было сделано в [23]. Как правило, при отсутствии
инварианта невозможно получить универсальные характеристики. Так, в случае трехмерной
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пристенной струи профили компонент скорости и давления будут меняться в зависимости от
формы и высоты над плоскостью выходного отверстия струи, от профиля скорости в выходном
сечении и от числа Рейнольдса. Но, как показано в [23], универсальные профили все же можно
построить, если предположить, что инвариант, хоть и не найден, но существует и если имеется
асимптотическое решение задачи в некоторых областях.

В данной статье рассмотрены трехмерные пристенные закрученные ламинарные струи. В ре-
зультате исследований авторы попытались ответить на следующие вопросы. Подчиняются ли ха-
рактеристики в дальнем поле струи автомодельным законам, и если да, то зависит ли параметр
автомодельности от закрутки струи? Линия, вдоль которой происходит распространение струи
при наличии закрутки, уже не будет прямой. Является ли в дальнем поле эта линия параллельной
оси , вдоль которой выдувается струя, наклонена ли к ней под некоторым углом? Решению этих
и некоторых других вопросов посвящена данная статья.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим установившееся течение несжимаемой жидкости. Введем декартову систему ко-

ординат , , . Компоненты скорости V1 в этой системе координат обозначим через , , .
Плотность жидкости , давление , кинематический коэффициент вязкости ν. Бесконечная
твердая плоскость определяется уравнением . Струя выдувается из круглой цилиндриче-
ской трубы радиуса  параллельно твердой плоскости в направлении оси  в затопленное про-
странство. Центр входного сечения трубы имеет координаты , , . Аналогич-
но [25] закрутка струе придается вращением внутренней поверхности трубы. Внешняя поверх-
ность трубы не вращается. На выходном сечении трубы со стороны потока струя закручена по
часовой стрелке.

Определим безразмерные координаты и переменные

где  – среднерасходная продольная скорость жидкости в трубе.
Течение жидкости будем считать ламинарным, его характеристики удовлетворяют уравнени-

ям Навье–Стокса

(1.1)

В [23] было также показано, что характеристики трехмерной пристенной струи при больших
числах Рейнольдса можно определить в приближении параболизованных уравнений

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

В случае незакрученной трехмерной пристенной струи при больших  решение уравне-
ний (1.2)–(1.5) стремится к автомодельному с параметром автомодельности, равным 
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.

Таким образом, толщина и ширина трехмерной пристенной незакрученной ламинарной
струи растут пропорционально .

При заданной форме и высоте над поверхностью выходного сечения трубы характеристики
пристенной закрученной ламинарной струи будут зависеть от нескольких начальных парамет-
ров, заданных в сечении истечения струи: расхода, закрутки, числа Рейнольдса. Определим не-
достающие параметры. Будем считать, что труба, из которой выдувается струя, достаточно длин-
ная, чтобы в сечениях, не близких к выходному, установился профиль Пуазейля для продольной
компоненты скорости и твердотельное вращение для азимутальной скорости 

(1.6)

Здесь безразмерный радиус  отсчитывается от оси трубы,  угловая скорость вра-
щения жидкости в трубе, учтено то, что среднерасходная скорость , а максимальная ско-
рость . Под закруткой будем понимать величину .

На выходе из трубы струя обладает импульсом  в направлении оси  и близким к нулю им-
пульсом  в направлении оси 

Под действием сил трения жидкости о твердую поверхность продольный импульс струи с ро-
стом  будет уменьшаться, а поперечный импульс будет сначала приобретаться, а затем уже те-
ряться. Из уравнений (1.3) и (1.5)

Выскажем гипотезу: на больших расстояниях от источника струи несимметрия в струе, вы-
званная вращением жидкости в выходном сечении, исчезнет; эволюция струи ничем не будет от-
личаться от эволюции незакрученной струи, но за счет приобретенного бокового импульса струя
будет распространяться не вдоль оси , а вдоль прямой линии, наклоненной к оси  на некото-
рый угол ; параметр автомодельности для закрученной струи совпадет с параметром автомо-
дельности для незакрученной струи, т.е. будет равен .

2. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ
Численно с помощью метода конечных объемов решались уравнения Навье–Стокса (1.1).

Аппроксимация конвективных членов проводилась по схеме второго порядка точности с
разностями против потока, а диффузионных членов и давления – с помощью центральных
разностей второго порядка точности. Уравнения импульсов и давления решаются совмест-
но. Задача решается как псевдонестационарная методом установления с фиксированным
шагом по псевдовремени.

Моделирование проводится на структурированной расчетной сетке с общим количеством
ячеек . На рис. 1 приведены параметры расчетной области и геометрические параметры
трубы (поверхность трубы выделена серым цветом); пропорции между различными размерами
на рис. 1 не соблюдаются. Расширяющаяся расчетная область позволяет сосредоточить бόльшую
часть ячеек внутри ядра струи.

На границах расчетной области были поставлены следующие граничные условия:
• В начальном сечении (5) заданы профили компонент скорости (1.6)
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• На горизонтальной твердой поверхности (9) и на поверхностях (внутренней и внешней)
трубы (6) задано условие прилипания

• На боковых (1), (2), верхней (3), передней (7, 8) и выходной (4) свободных границах постав-
лено условие

Установление решения отслеживается по величине массового расхода через границу (4) рас-
четной области. При этом величина невязок по уравнению импульса не превосходит  .

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Для определенности будем считать, что центр выходного сечения трубы расположен на высо-
те  (рис. 1). Было проведено два расчета при Re = 77,  и .

Имеется некоторый произвол в выборе определения центра струи. В данной работе центром
струи в сечении  называется точка с координатами , , в которой имеет максимум

составляющая скорости, параллельная твердой плоскости, т.е. функция  име-
ет максимум при фиксированном . На рис. 2 представлены графики функций , , из
которых следует, что действительно струя распространяется под некоторым углом к оси . Оче-
видно, что этот угол зависит от начальной закрутки струи. При  и  эти углы со-
ответственно равны 1.7° и 2.7°.

Введем понятие линии тока поперечного течения в сечении . Уравнение линий
тока

На рис. 3а показаны линии тока поперечного течения при . Если вместо координат ,
,  ввести повернутую на угол  систему координат , ,  (рис. 4), то в этой системе координат

линии тока поперечного течения соответствуют показанным на рис. 3б. Линии тока на рис. 3б
соответствуют аналогичным расчетам для незакрученной струи [23]. Определенный показатель
автомодельности при распространении струи вдоль оси  соответствует значению . Тем са-
мым подтверждена гипотеза о соответствии в дальнем поле эволюции закрученной струи, повер-
нутой на угол , эволюции незакрученной струи.
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Рис. 1. Система координат задачи и геометрия расчетной области.
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Рис. 2. Графики , : 1, 2 – S = 0.56, 0.33.
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4. ОТСУТСТВИЕ СТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ ПРИ БОЛЬШИХ S

Так же, как и в свободной струе, увеличение закрутки струи приводит к появлению в потоке об-
ластей рециркуляционного течения [26]. При появлении возвратного течения невязки при реше-
нии стационарных уравнений Навье–Стокса уже нельзя сделать меньше некоторой заданной ве-
личины. Этот факт указывает на необходимость решения задачи с помощью нестационарных
уравнений Навье–Стокса.

Результаты расчетов представлены на рис. 5 и 6 в виде уже линий тока в сечении 

При  нестационарность, хотя и присутствует, но картина линий тока слабо зависит от
времени – рис. 5. Иное дело, когда закрутка струи становится еще больше,  – рис. 6. В этом
случае в окрестности рециркуляционной области, геометрия которой сильно зависит от времени,
образуются дополнительные вихри различного направления вращения. Течение становится пери-
одическим. На рис. 6 представлено характерное изменение линий тока через равные промежутки
времени в течение периода. Периодичность течения можно наблюдать и по изменению продоль-
ной компоненты скорости в заданной точке пространства. В качестве таковой выбрана точка на
продолжении оси трубы, отстоящая на 4 радиуса от выходного сечения – рис. 7.
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Рис. 4. Прямоугольные декартовы системы координат , ,  и , , . Пунктир соответствует линии ,
, точки – проекции пунктирной линии на плоскость . Ось  направлена вдоль касательной к про-

екции пунктирной линии на плоскость  в точке .
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Впервые определены важные особенности эволюции трехмерной закрученной ламинарной
струи. Закрутка струи приводит к отклонению оси струи от первоначального направления.
В дальней области струя распространяется под некоторым углом к этому первоначальному на-
правлению. Закрученная трехмерная пристенная струя достаточно быстро теряет свою закрутку,
и в повернутой системе координат ее поведение в дальней области слабо отличается от незакру-
ченной струи. Соответственно, и параметр автомодельности оказывается таким же, как в неза-

крученной струе – . Поперечные размеры струи растут пропорционально , продольная

компонента скорости затухает по закону , а поперечные компоненты пропорционально .

4/3 ζ4/3

−ζ 5/3 −ζ 4/3

Рис. 6. Линии тока, соответствующие расчету при .
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Рис. 7. Изменение продольной компоненты скорости в фиксированной точке пространства вблизи выходного
сечения трубы.
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ГАЙФУЛЛИН, ЩЕГЛОВ

При больших значениях закрутки в струе возникают области рециркуляционного течения.
Течение становится нестационарным, периодическим.

Научное исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 23-11-00210,
https://rscf.ru/project/23-11-00210/.
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