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Рассматривается слой жидкости конечной глубины, описываемый уравнениями Эйлера.
Ледяной покров моделируется геометрически нелинейной упругой пластиной Кирхгоффа–
Лява. Находятся траектории частиц жидкости под ледяным покровом в поле нелинейной по-
верхностной бегущей волны, стремящейся к периодической волне на бесконечности: так на-
зываемого “темного солитона” (который является нелинейным продуктом боры и периоди-
ческой волны) малой, но конечной, амплитуды. Присутствие темных солитонов в системе яв-
ляется индикатором модуляционной устойчивости несущей периодической волны
(дефокусировки). Приводимый анализ использует явные асимптотические выражения для
решений, описывающих волновые структуры на поверхности раздела вода–лед типа темных
солитонов, а также асимптотических решений для поля скоростей в толще жидкости, генери-
руемого этими волнами.
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Геометрически нелинейная модель льда, основанная на теории пластин Кирхгоффа–Лява,
впервые была использована в [1, 2] для некоторой периодической задачи для изгибно-гравита-
ционных волн. Комбинация теории нормальных форм, изложенной в [3], с редукцией на цен-
тральное многообразие (см., [4] и [5]) для задачи распространения волн на поверхности воды под
ледяным покровом, где ледяной покров моделировался геометрически нелинейной пластиной
Кирхгоффа–Лява в напряженном состоянии, для конечной глубины впервые были адаптирова-
ны в [6]. Метод [6] был обобщен на случай движущейся нагрузки на ледяном покрове в [7]. По-
лученные волновые структуры сравнивались с численными решениями. С тех пор появилось
значительное количество работ, посвященных изучению изгибно-гравитационных волн на по-
верхности жидкости под ледяным покровом, который моделировался либо геометрически нели-
нейной пластиной Кирхгоффа–Лява, либо оболочкой Коссерá, для которой существует явное
выражение для упругой энергии [8] (см. ссылки в [9]).

В огромном большинстве работ, посвященных гидроупругой системе вода–лед, исследуется
поверхность контакта вода–лед и, насколько нам известно, не анализируется волновое поле ско-
ростей в толще жидкости. Движение частиц жидкости в поле поверхностной монохроматиче-
ской волны в линейной постановке описано, например, в монографиях [10, 11]. Частицы дви-
жутся по эллипсам в жидкости конечной глубины и по окружностям в жидкости бесконечной
глубины. Если формально учитывать члены второго порядка по крутизне волны в разложении
скорости частицы (что в линейной теории некорректно), то траектории частиц оказываются не-
замкнутыми и, следовательно существует медленный дрейф частиц в направлении распростра-
нения волны. В работе [12] впервые показано, что для гравитационных волн в рамках модели
идеальной жидкости, при распространении нелинейной волны по поверхности жидкости, мате-
риальные частицы в ней медленно (по сравнении с фазовой и групповой скоростью) перемеща-
ются в направлении распространения волны. С тех пор явление дрейфа частиц активно изуча-
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лось в большом количестве работ для разных моделей жидкости. Хороший обзор работ на эту
тему может быть найден в [13].

Настоящая работа является, в определенном смысле, продолжением недавних работ [9, 14],
где исследованы траектории частиц в жидкости под ледяным покровом в поле поверхностной
изгибно-гравитационной уединенной волны и изгибного уединенного волнового пакета – бегу-
щих волн солитонного типа, которые описываются быстроубывающими решениями по про-
странству; эти решения не имеют предела при переходе к линейной формулировке рассматрива-
емой задачи и являются исключительно продуктом взаимодействия нелинейности и дисперсии
в модели. В работе определяется поле траекторий частиц в толще жидкости (слой жидкости опи-
сывается полной двумерной системой уравнений Эйлера) под ледяным покровом (который мо-
делируется геометрически нелинейной пластиной Кирхгоффа–Лява) в поле нелинейной по-
верхностной волны типа “темного солитона”, являющейся нелинейным продуктом взаимодей-
ствия боры и периодической волны. Для последующего анализа будут использованы явные
асимптотические выражения для решений типа темного солитона малой, но конечной, ампли-
туды.

1. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ
Эксперименты показывают, что ледяной покров в естественных условиях ведет себя как тон-

кая упругая пластина, которая плавает на поверхности жидкости [15]. В связи с этим будем рас-
сматривать его в рамках модели упругой пластины Кирхгоффа–Лява, относительно которой
приняты следующие допущения:

• существует нейтральная (серединная) поверхность, деформации растяжения или сжатия
которой являются наперед заданными и не изменяются при изгибе;

• каждое волокно упругого слоя, которое ортогонально нейтральной поверхности в недефор-
мированном состоянии, остается прямым и ортогональным этой поверхности после деформации;

• напряженно-деформированное состояние подчиняется закону Гука, т.е. деформации малы
и пластина является физически линейной.

Будем предполагать, что пластина находится в предварительно напряженном состоянии, ко-
торое характеризуется горизонтальным напряжением  (см. рис. 1). Это напряжение обуслов-
лено начальным растяжением (или сжатием, как на рисунке) серединной поверхности, которое,
в связи с вышеизложенным, остается неизменным при изгибных деформациях.

Математическое описание упругой пластины формулируется в локальной криволинейной
системе координат в плоских сечениях , жестко присоединенной к серединной поверхности
пластины. В недеформированном состоянии эта система координат (с точностью до сдвига) сов-
падает с глобальной декартовой системой координат . Координата  изменяется вдоль дуг

σ0

ξ ζ( , )

,x z ξ

Рис. 1. Фрагмент упругой пластины с локальной координатной системой . Пунктирная линия обозначает
серединную поверхность. В результате заданного внешнего растяжения (сжатия) в пластине возникает поле
напряжений, приводящее к внутренним силам, поверхностная плотность которых имеет величину  (на ри-
сунке пластина подвержена начальному сжатию).
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окружностей, параллельных локальным фрагментам серединной поверхности, а  – в ортого-
нальном направлении к серединной поверхности (рис. 1). Упругий слой, в недеформированном
состояниие имеющий толщину , занимает искривленную область

имеющую границу

Далее будем рассматривать изгиб пластины в плоскости  (рис. 1).
Уравнение баланса сил, действующих со стороны пластины на жидкость, имеет вид (см., на-

пример, [16])

(1.1)

где  – давление в жидкости,  – атмосферное давление,  – начальное напряжение в пласти-
не,  – плотность упругого материала пластины (льда),  – глубина невозмущенного слоя плюс
отклонение поверхности воды. Изгибающий момент  выражается в терминах радиуса кривиз-
ны  нейтральной поверхности пластины как (см., например, [16])

(1.2)

где  – модуль Юнга, а ν – коэффициент Пуассона пластины (льда).
Рассматриваются плоскопараллельные потенциальные движения идеальной несжимаемой

жидкости, имеющей глубину  и плотность . Жидкость занимает область

которая имеет границу

Поверхность раздела вода–лед задается уравнением , .
Из (1.1), (1.2) следует, что уравнения Эйлера для слоя идеальной и несжимаемой жидкости,

имеющей конечную глубину, при наличии указанных поверхностных эффектов, имеют вид
(буквенные индексы обозначают дифференцирование по соответствующим переменным) [17, 18]

(1.3)

где  – потенциал скорости жидкости,  – ускорение свободного падения

Дисперсионное соотношение для линеаризованной системы уравнений (1.3), выражающее
соотношение между частотой  и волновым числом , дается выражением

В безразмерных переменных (старые обозначения сохранены для безразмерных величин)

где  – абсолютная величина скорости волны, область  переходит в область 
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Безразмерные уравнения Эйлера (1.3) для стационарных волн в системе координат, распро-
страняющихся со скоростью  (влево), имеют вид

(1.4)

Постоянные , , ,  и  определяются из формул

(1.5)

Функции ,  задаются выражениями

Далее мы пренебрегаем инерцией ледяной пластины по сравнению с инерцией жидкого слоя,
т.е. полагаем .

2. ОПЕРАТОРНАЯ ФОРМА УРАВНЕНИЙ. ПРИВЕДЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ. 
ТЕМНЫЕ СОЛИТОНЫ

Для малых безразмерных отклонений  поверхности раздела вода–лед можно корректно
определить новые “полу-лагранжевы” координаты  (“выпрямляюшие” слой )
по формуле  где  обозначает функцию тока, нормированную при помо-
щи среднего расхода .

Это отображение локально обратимо (для малых амплитуд поверхностных возмущений) [5].
Кроме того, произведем отображение поля скоростей  на векторное поле  [5]

где ,  предполагаются малыми, а , .
Отклонение поверхности  дается формулой

(2.1)

Можно показать (см., например, обзор [19]), что уравнения (1.4) для волн малой, но конечной
амплитуды можно записать в операторной форме

(2.2)
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соответственно. Малый параметр  определяется из равенства
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Величина  определяется ниже.
Параметром бифуркации является скорость волны . Из (1.5) и (2.3) имеем

и в первом приближении по 

Параметры  и  определяются по формулам (1.5) с .
Рассматриваемые в настоящей статье волновые структуры (темные солитоны) являются не-

линейными продуктами  резонанса (2.4), при этом собственные значения  оператора  ле-
жат на мнимой оси. Для 1 : 1 резонанса четыре собственных значения  образуют две пары сов-
падающих собственных значений , , приходящие на мнимую ось из комплексной плос-
кости при изменении параметров  (когда происходит бифуркация, ведущая к
появлению темных солитонов;  – безразмерное волновое число).

Можно показать (см., например, [3–5, 20], а также [16]), что бесконечномерная система урав-
нений (2.2) локально эквивалентна конечномерной системе обыкновенных дифференциальных
уравнений (система уравнений в частных производных для ограниченных решений малых ам-
плитуд эквивалентна системе обыкновенных дифференциальных уравнений)

(2.5)
Система уравнений (2.5) называется приведенной системой.
В рассматриваемом случае  резонанса полагаем

Тогда приведенная система (2.5) эквивалентна системе

(2.6)

где знак  обозначает комплексное сопряжение. Имеем также [21]

Все ограниченные решения  системы уравнений (2.2) малой амплитуды записываются
в виде [21]

где

является нелинейной вектор-функцией своих аргументов. Собственный и присоединенный век-
торы , соответствующие центральному спектру, имеют вид
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Приведенная система уравнений (2.6) приближается системой уравнений в квази-нормаль-
ной форме

(2.8)

вплоть до произвольного алгебраического порядка по  [21]. Здесь  и  – полиномы с веще-
ственными коэффициентами

а  и  – постоянные. Заметим, что система (2.8) имеет два интеграла в инволюции

и, следовательно, интегрируема по Лиувиллю.
Произведем замену переменных

(2.9)
Тогда система уравнений (2.8) принимает вид

(2.10)

где . При , имеем без ограничения общности . Тогда, в первом
приближении система уравнений (2.10) примет вид

(2.11)
При этом

(2.12)

(2.13)

где

Постоянная , как следует из (2.12), всегда положительна. График типичной зависимости 
от глубины , определяемой формулой (2.13), приведен на рис. 2. Из рис. 2 видно, что коэффи-
циент  меняет при значениях глубины, превосходящих некоторое критическое значение.
Для тех значений глубины, для которых коэффициент  отрицателен, нелинейная несущая
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периодическая волна малой амплитуды устойчива и, как следствие, система обладает так назы-
ваемыми “темными солитонами” вместо уединенных волновых пакетов. Свое название эти вол-
ны получили из нелинейной оптики из-за свойства, что их интенсивность (в оптике освещение)
минимальна в центре волны. Как уже отмечалось, темный солитон является нелинейным про-
дуктом боры и периодической волны. Присутствие таких волн также известно на поверхности
слоя жидкости с поверхности раздела двух бесконечных слоев жидкости с капиллярными эф-
фектами [22].

Темный солитон в низшем приближении по  описывается решением уравнения (2.11) при
, 

(2.14)

Из (2.9) и (2.14) следует, что для темного солитона

(2.15)

и положим в (2.15) . Заметим, что из уравнений (2.10) следует, что , т.е. является
величиной следующего порядка малости, по сравнению с .

Из (2.1) и (2.15) следует, что поверхностный темный солитон (в первом приближении по )
описывается формулой

(2.16)

На рис. 3 изображена форма изгибной поверхностной волны (2.16) – темного солитона – для
конкретных значений физических параметров бассейна и ледяного покрова.

3. ПОЛЕ СКОРОСТИ В СЛОЕ ЖИДКОСТИ ДЛЯ ПОВЕХНОСТНОГО 
ТЕМНОГО СОЛИТОНА

Компоненты актуальной скорости  выражаются через компоненты вспомогательной
скорости  по формулам

(3.1)

μ
2 < 0q μ < 0

μ μρ ± −1 1
0

2

= th
2

q q x
q

μ μ± − + θ1 1
0 0

2

= = th exp(i )
2

q qA A x qx
q

θ π0 = /2 μ= ( )B O
A

μ

μ −μη ± 1 1
2

2

2th
= 1 th sin

2
q q q x qx

qq

( , )u v


2 2( , )w w 

+ +
+ +

1 1
2

2 2

1 2 1 2= , =
1 1

w wu w
w w

v

Рис. 2. Зависимость коэффициентов  от глубины жидкости  (в метрах) при толщине льда  м и напря-

жении  Н ⋅ м–2;  Н ⋅ м–2, ,  кг ⋅ м–3,  м ⋅ с–2.
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Из (3.1), в младшем порядке по  имеем

(3.2)

Напомним, что все рассмотрения проводятся в системе отчета, связанной с волной. Чтобы
перейти в лабораторную систему отсчета, где жидкость покоится на бесконечности, необходимо
сделать преобразование  и . Таким образом, для темного солитона в соответ-
ствии с (2.7) в первом порядке по  в лабораторной системе отсчета имеем

(3.3)

Из (2.15), (3.2)и (3.3) в первом порядке по  получим

(3.4)

Знак “–” в правых частях формулы (3.4) соответствует волне понижения уровня в (2.16), а “+”
волне повышения уровня.

Для определения траекторий жидких частиц в лабораторной системе отсчета имеем

(3.5)

Скорости  и  в поле поверхностной волны (2.16) с точностью до соответствующих малых по
амплитуде волны определяются выражением (3.4).
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Рис. 3. Форма поверхностного изгибно-гравитационного темного солитона ( ) повышения уровня;
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Для определения коэффициентов в (2.16), при фиксированных , ,  и  из уравнений (1.5)
и первого уравнения (2.4) определялось . Затем из второго уравнения (2.4) определялось соот-
ветствующее значение безразмерного волнового числа . После этого по формулам (2.12) и (2.13)
вычислялись коэффициенты  и  (при этом необходимо убедиться, что ). При задании 
все параметры поверхностного темного солитона (2.16) и правая часть динамической систе-
мы (3.5) оказываются полностью определенными. Для физических параметров , ,  и , а
также параметра , соответствующих темному солитону, изображенному на рис. 3, имеем

 м/с, , , .

Система уравнений (3.5) решалась численно для параметров, приведенных на рис. 2 и различ-
ных начальных положений частицы по горизонтали  и по вертикали (глубины, на которой
расположена частица) . На рис. 4 и 5 изображен типичный пример формы эволюции траек-
торий с течением времени  частицы, находящейся в начальный момент времени слева от центра
волны понижения уровня на расстоянии, примерно равном расстоянию, когда темный солитон
превращается в волну постоянной амплитуды.

Из рис. 4 и 5 видно, что при небольших значениях времени траектория частицы, расположен-
ной в начальной точке, достаточно далеко от центра волны, начинает закручиваться против ча-
совой стрелки, а радиус вращательного движения постепенно уменьшается до нуля. Затем при
прохождении центра волны над частицей (с течением времени) радиус вращения траектории на-
чинает снова увеличиваться до постоянного значения, при этом устанавливается стационарная
картина эволюции траектории, так как над частицей при значительных временах располагается
периодическая (или почти периодическая) волна постоянной амлитуды, к которой асимптоти-
чен рассматриваемый темный солитон при больших временах. Жидкая частица, при этом, дви-
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Рис. 4. Траектория частицы жидкости, в начальный момент находящейся в точке ,  в поле
поверхностного темного солитона с параметрами, как на рис. 3, в разные моменты безразмерного времени:
слева направо, сверху вниз: .
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гается по спирали и испытывает слабый дрейф: по горизонтали по направлению распростране-
ния волны (влево), а по вертикали – по направлению к поверхности жидкости.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Уравнения для бегущих волн в жидкости под ледяным покровом которые локально могут
быть записаны в операторном виде (2.2); оператор  действует в надлежащем гильбертовом про-
странстве функций на полосе от нуля до единицы или, точнее, в конкретных замкнутых областях
этого пространства  допускают проекцию на центральное многообразие – локальное нелиней-
ное многообразие конечной размерности в бесконечномерном фазовом пространстве основной
системы дифференциальных уравнений в частных производных, где находятся ограниченные
решения и основные уравнения для бегущих волн записываются в виде конечномерной динами-
ческой системы (в виде так называемых приведенных уравнений). Рассматривается случай, ко-
гда размерность центрального многообразия равна четырем, соответствующая линейному 
резонансу. Волновые структуры, рассмотренные в статье, ответвляются от состояния покоя на
многообразиях в пространстве физических параметров, где собственные значения, принадлежа-
щие к центральному спектру оператора (собственным значениям на мнимой оси) оператора 
являются попарно совпадающими. В случае  резонанса в пространстве обратного квадрата
числа Фруда , безразмерного начального напряжения в ледовой пластине  и безразмерной
жесткости пластин на изгиб  – это поверхность (2.4). При этом нелинейным продуктом  ре-
зонанса является семейство темных солитонов.

Как уже упоминалось, темные солитоны имеют место при отрицательных значениях  (это
число, по существу, является коэффициентом при ведущей нелинейности в уравнениях для волн
малой амплитуды). При  коэффициент  становится отрицательным; при ,

 и происходит замещение темных солитонов, которые являются нелинейным продуктом
боры и периодической волны на так называемые “уединенные волновые пакеты” – моно-
хроматические волны под быстроубывающей огибающей; при этом скорость собственно моно-
хроматической волны равна скорости огибающей. Для волн под ледяным покровом, при фикси-
рованной толщине льда, существует критическая глубина жидкости , выше которой не суще-
ствует более решений типа уединенных волновых пакетов, а для  имеют место темные
солитоны [23]. Темный солитон является индикатором модуляционной устойчивости несущей
периодической волны. Таким образом, можно говорить, что при переходе через  (в сторону
возрастания) фокусирующая окрестность безразмерного волнового числа  заменяется на дефо-
кусирующую.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Построены траектории частиц жидкости в поле ограниченных на бесконечности нелинейных

бегущих волн малой (но конечной) амплитулы, асимптотичных к периодической (или почти пе-
риодической) волне распространяющихся по поверхности раздела жидкость–лед в слое идеаль-
ной несжимаемой жидкости под ледяным покровом. Волновые процессы в жидкости описыва-
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Рис. 5. Траектория частицы жидкости, в начальный момент находящейся в точке ,  в мо-
мент безразмерного времени .
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ются уравнениями Эйлера с дополнительным поверхностным давлением, вызванным наличием
льда, который моделируется свободно плавающей на поверхности упругой геометрически нели-
нейной пластиной Кирхгоффа–Лява. Получены приближения первого порядка по малой ам-
плитуде для бегущих поверхностных волн типа темного солитона, а также построены соответ-
ствующие приближения полей скоростей частиц жидкости, отвечающих этим волнам. Распреде-
ление траекторий частиц по глубине слоя жидкости тогда вычисляется путем интегрирования
обыкновенной неавтономной динамической системы.

Разделы 1, 2 и 4 статьи выполнены А.Т. Ильичевым, он также принимал участие в выполне-
нии раздела 3 статьи; раздел 3 статьи выполнен А.С. Савиным и А.Ю. Шашковым. Исследование
А.Т. Ильичева выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 19-71-30012,
https://rscf.ru/project/19-71-30012/ в Математическом институте им. В.А. Стеклова Российской
академии наук.
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