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ВВЕДЕНИЕ
Дальнейшее развитие технологии производ-

ства топливных элементов [1–3], систем хране-
ния и преобразования энергии [4, 5], обратного
электродиализа [6–8] и электродиализа [9–11]
невозможно без создания ионообменных мем-
бран с улучшенными характеристиками.

Важнейшей характеристикой ионообменной
мембраны (ИОМ), наряду с проницаемостью и
селективностью является ее сопротивление (про-
водимость). В настоящее время проводятся ин-
тенсивные экспериментальные исследования ион-
ного переноса в различных ИОМ и их свойств. Так
в последнее время активно изучается проводимость
поверхностно-модифицированных ионообмен-
ных мембран (МИОМ) [12–17]. Однако, теорети-
ческих исследований по определению их сопро-
тивлений с учетом влияния модифицирующего
слоя и других физико-химических параметров
практически не проводилось. Таким образом,
представляет большой интерес получение про-
стых аналитических формул, позволяющих кор-
ректно определять и прогнозировать сопротивле-
ние различных ИОМ.

Цель данной работы состоит в нахождении ана-
литической формулы для сопротивления МИОМ в
зависимости от свойств ее модифицирующего

слоя, а также ряда других физико-химических па-
раметров, и исследовании влияния этих парамет-
ров на величину сопротивления.

В данной работе решение поставленной зада-
чи было выполнено с учетом ранее полученных в
рамках бислойной модели “тонкопористой мем-
браны” [18–20] результатов по описанию вольт-
амперной характеристики (ВАХ) в случае четы-
рехслойной электромембранной системы с по-
верхностно модифицированной ионообменной
мембраной [21].

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Будем рассматривать установившийся транс-

порт ионов 1 : 1 электролита через бислойную
мембрану с двумя примыкающими диффузион-
ными слоями при наложении внешнего электри-
ческого поля (задании перепада напряжения U).
Для определенности считаем мембрану катионо-
обменной, имеющей постоянное по толщине, но
разное по слоям распределение плотности заря-
дов фиксированных групп (схема процесса элек-
тродиффузии представлена на рис. 1). Если по-
перечный размер мембранной ячейки мал по
сравнению с диаметром мембраны, то процесс
электродиффузии можно рассматривать в одно-
мерном приближении. Незаряженный слой 1
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образуется, например, в результате поверхност-
ного модифицирования катионитовой мембра-
ны (рис. 1).

Будем рассматривать концентрации электро-
лита с0  0.001 M, при которых наличием двойных
электрических слоев (ДЭС) можно пренебречь,
поскольку их толщина (<10 нм) на несколько по-
рядков меньше характерных толщин мембраны
(50–300 мкм) и толщин диффузионных слоев
(100–500 мкм), и заменить ДЭС геометрическими
границами, при переходе через которые концен-
трации ионов и электрический потенциал испы-
тывают эффективные скачки в соответствии с ра-
венством электрохимических потенциалов ионов
по обе стороны от межфазных границ.

Полагаем, что постоянная по толщине объем-
ная плотность фиксированных зарядов в ионооб-
менном слое 2 мембраны  равна

 В обоих областях интенсивного перемешива-
ния раствора концентрации ионов постоянны и
равны между собой:

(1)
где индексы ± относятся к катионам и анионам,
с0 – концентрация электролита в областях интен-
сивного перемешивания раствора.

В диффузионных слоях и в слоях мембраны
постоянные потоки ионов описываются соотно-
шениями Нернста–Планка:

(2)

(3)

(4)

где ϕ – безразмерный электрический потенциал в
единицах RT/F (F – число Фарадея, R – универ-
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сальная газовая постоянная, T – абсолютная тем-
пература), штрих означает дифференцирование
по координате x, нормальной к поверхности мем-
браны и направленной вдоль внешнего электри-
ческого поля, D, Dm1, Dm2 – коэффициенты диф-
фузии молекулы электролита в объемном раство-
ре и слоях мембраны, соответственно. Считаем
для простоты, что  

 т.е. коэффициенты диффузии
анионов и катионов в каждой области совпадают,
что практически выполнено для электролита KCl.

Дополнительными являются условия электро-
нейтральности в диффузионных слоях:

(5)

и в слоях мембраны:

(6)

Кроме того, задаются условия равенства электро-
химических потенциалов ионов на межфазных
границах слоев мембраны и раствора x = 0, x = h1,
x = h1 + h2:

(7)

а также условия непрерывности концентраций и
электрического потенциала на границе диффузи-
онных слоев:

(8)

Плотность электрического тока в системе опре-
деляется формулой:

(9)

В приведенных выше формулах введены следую-
щие обозначения:   и  – скачки безраз-
мерного электрического потенциала при перехо-
де через поверхности мембраны   и

  – коэффициенты равновесного
распределения ионов в слоях мембраны,

 – безразмерное электрическое напря-

жение в системе, U – размерное электрическое
напряжение.

Приведем краевую задачу (1)–(9) к безразмер-
ному виду, введя следующие безразмерные пере-
менные и параметры:
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Рис. 1. Схема процесса электродиффузии через бис-
лойную катионообменную мембрану с прилегающи-
ми диффузионными слоями. 1 – нейтральный моди-
фицирующий слой, 2 – ионообменный слой.
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(10)

Тогда система (1)–(9) приобретает следующий вид:

(1a)

(2a)

(3a)

(4a)

(5a)

(6a)

(7a)

(8a)

(9a)
Далее для удобства решения краевой задачи

(1a)–(9a) вместо неизвестных постоянных плот-
ностей потоков ионов  будем использовать
плотность электрического тока  и вспо-
могательную величину 

В работе [21] была решена приведенная выше
краевая задача и показано, что ВАХ системы,
описывается следующей парой алгебраических
уравнений:

(11)
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где   
С учетом того, что  и 

определим число переноса противоионов  стан-
дартным образом,
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где 

В дальнейшем будем рассматривать случай ма-
лых токов (т.е. ).

Будем полагать, что при  и  отно-
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где    

Аналогичным образом выражая в соотноше-
нии (12) всюду  через  и  и разлагая его в ряд
по i, с учетом (14) получим следующее выражение

(15)

Выражение (15) в размерном виде может быть
окончательно записано следующим образом:

(16)

где    

В работе [21] было показано, что в случае неза-
ряженной бислойной мембраны   определя-
ют сопротивления диффузионных слоев, а   –
сопротивления ионообменного и модифицирую-
щего слоев незаряженной мембраны.

Из (16) находим, что омическое сопротивле-
ние  электромембранной системы, описывает-
ся выражением вида

(17)

где 

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ И ОБСУЖДЕНИЕ
Запишем соотношение (17) в более удобном

для анализа виде
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где    – со-
противления двуслойной мембраны и ее ионо-
обменного и модифицированного слоев, соот-
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= Δ1 1,r = Δ2 2,r ν=
+

1 ,
1

m
pr

H
ν=

+
2 .

1
m

s
Hr
H

j i Δ ,t

( ) ( ) ( )
( )

 − = − + − + ×
 σ σ + − σ  

× + +

2
2 2 2

1 2

2 2 1
2 1 1

4

( ).

s

p

t
u i t r i t

r r r

( )

( ) ( )
( )


= − σ +



  −  + − + + +  σ σ + − σ    

2

1 22
2 2 2

2 1

2 2 1
1 ( ) ,

4

s

p

V I t R

t
t R R R

ν= ρ 2 2,s mR h ν= ρ 1 1,p mR h = ρδ1 1,R = ρδ2 2, R

ρ = 2
0

.RT
c F D

1,R 2  R
,sR pR

 сR

( )

( ) ( )
( )

= − σ +


  −  + − + + +  σ σ + − σ    

2

1 22
2 2 2

   2 1

2 2 1
1 ( ) ,

4

с s

p

R t R

t
t R R R

−+ + = + σ + + 
 

σ
1

2 1 2
2 2

4( )1 2 4 .
2

p

s

R R R
t

R

= + ,с mc dcR R R

= +( ),mс ms mpR R R = α ,  ms sR R = β  mp pR R

β 1R β 2R
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Из (18) следует, что сопротивление ячейки
определяется как сумма сопротивлений мембра-
ны и диффузионных слоев. Отметим, что сопро-
тивление мембраны  в ячейке зависит не толь-
ко от физико-химических параметров ее слоев и
раствора (     ),
но и от толщин диффузионных слоев  вели-
чины которых в значительной степени зависят от
интенсивности перемешивания раствора.

Для определения степени влияния сопротив-
ления диффузионных слоев на  использовалось
следующее выражение, полученное из (18):

(19)

Влияние диффузионных сопротивлений на ве-

личину  было проанализировано с помощью

пакета MathCad 14 и формулы (19) при задан-
ных значениях  

   

  

 Выбранные физико-химиче-
ские параметры качественно соответствуют мо-
дифицированной мембране МФ-4СК/Пан в из-
мерительной ячейке, заполненной 0.05М водным
раствором HCl [22].

Расчеты  для различных значений  при

 и постоянном значении  представ-
лены на рис. 2. Как видно из рис. 2, толщина  мо-
жет заметно влиять на величину  которая воз-
растает с увеличением  причем ее влияние с
уменьшением концентрации раствора электро-
лита усиливается  Таким образом, сопротивления
диффузионных слоев, пропорциональные  за-
метно влияют на величину  причем это влия-
ние усиливается с уменьшением концентрации
раствора электролита

Из проведенного анализа следует, что экспе-
риментальное определение сопротивления ионо-
обменной мембраны из ВАХ четырехслойной
электромембранной системы крайне затрудни-
тельно из-за сопротивлений диффузионных сло-
ев в ячейке. Попытки уменьшить сопротивления
диффузионных слоев, например, путем увеличе-
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ния скорости перемешивания или протока, не
всегда бывают эффективными особенно при низ-
ких концентрациях электролита и невысоких ве-
личинах сопротивления самой мембраны [23–
26]. Полученный нами на основе анализа форму-
лы (19) вывод согласуется с экспериментальными
результатами работы [23]. В силу указанных труд-
ностей экспериментального определения сопро-
тивления ИОМ при постоянном токе активно ис-
пользуется метод импедансной спектроскопии
[27–29]. Как показано в работе [23] он позволяет
экспериментально определять отдельно величи-
ну омического сопротивления ИОМ и сопротив-
ление диффузионных слоев.

Для нахождения аналитического выражения
электрического сопротивления бислойной мем-
браны  не зависящего от сопротивления диф-
фузионных слоев, будем полагать, что их толщи-
ны равны нулю. Тогда, полагая  из (18)
получим

(20)

где   τm =

 

Как видно из (20), влияние модифицирован-
ного слоя на величину сопротивления мембраны
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определяется не только величиной  но и пара-

метром 

Для определения степени влияния толщины
модифицированного слоя на сопротивление бис-
лойной мембраны  выражение (20) было запи-
сано в виде

(21)

Влияние толщины модифицированного слоя

на относительное сопротивление МИОМ 

представлено на рис. 3, из которого видно, что с
ростом  сопротивление МИОМ возрастает,
причем влияние  усиливается при уменьшении
концентрации электролита.

Влияние концентрации электролита на сопро-
тивление МИОМ было выполнено численно с
помощью пакета MathCad 14 и полученного из
(20) выражения вида

(22)

где  – сопротивление ионообменного
слоя незаряженной бислойной мембраны при

,pR
γ=
γ

1 2 1

2 1 2

  .m
m

m

D hK
D h

mmR

= α + β   .mm
m m m

s

R K
R

mm

s

R
R

1h
1h

( )= α + β 0
0

,mm
m s m p s

s

R R R R
R

ν= ρ0 2 2s mR h

=0 0.05М.c

Рис. 2. Зависимость  от относительной толщины

диффузионного слоя  при различных значе-

ниях  1 – 0.1 M; 2 – 0.05 M; 3 – 0.025 M.
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ях  1 – 0.1 M; 2 – 0.05 M; 3 – 0.025 M.
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Как видно из рис. 4, при малых концентрациях
электролита влияние сопротивления модифици-
рующего слоя особенно заметно, и оно возрастает
с уменьшением концентрации электролита тем
больше, чем больше отношение сопротивлений

 и  (т.е. ). Таким образом,

наличие модифицирующего слоя может приво-
дить к заметному росту сопротивления МИОМ
при низких концентрациях раствора электролита.
С ростом концентрации, как видно из рис. 4, со-
противление МИОМ начинает падать.

Сопротивление однослойной ионообменной
мембраны  получим из (20) полагая, что тол-
щина модифицирующего слоя равна нулю (тогда
имеем ):

(23)

Как видно из соотношения (23), сопротивле-
ние однослойной ионообменной мембраны ли-
нейно зависит от толщины мембраны, что хоро-
шо согласуется с экспериментальными данными
[23]. Зависимость сопротивления однослойной
ИОМ от концентрации электролита представле-
на на рис. 4 (кривая 1). Как видно из этого рисун-
ка, сопротивление мембраны при низких кон-
центрациях электролита практически не изменя-
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ется, однако с ее ростом сопротивление падает.
Заметим, что подобное поведение наблюдается в
экспериментах [23–29], в том числе для ионооб-
менных нанопористых мембран [30]. Отметим,
что полученное выражение полностью согласует-
ся с выражением для сопротивления однослой-
ной мембраны, полученным в работе [21]. Так

при  следует, что  а при 

получим, что 

Отметим также, что (23) описывает сопротив-
ление нанокапилляра с поверхностным зарядом

 Так, если предположить, что  и
 (т.е. ), то сопротивление  такого

нанокапилляра описывается следующим выра-
жением

(24)

которое совпадает с формулой сопротивления на-
нокапилляра, полученной в работе [31].

Отметим, что авторы работы [14] с использова-
нием пакета COMSOL численно решали задачу
электродиффузионного переноса ионов через
асимметричную биполярную мембрану (один
слой тонкий, другой толстый) с учетом наруше-
ния электронейтральности в ДЭС, учитываемого
с помощью уравнения Пуассона. При этом во-
прос о сопротивлении такой бислойной мембра-
ны не обсуждался.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Получено аналитическое выражение для диф-

ференциального сопротивления электромем-
бранной системы, содержащей бислойную ионо-
обменную мембрану с незаряженным слоем и
слоем с постоянной обменной емкостью по тол-
щине. Показано, что на величину сопротивления
электромембранной системы заметно влияют со-
противления диффузионных слоев.

Впервые получено простое выражение для
электрического сопротивления поверхностно-
модифицированной ионообменной мембраны в
зависимости от физико-химических характери-
стик модифицирующего и ионообменного слоев
мембраны и раствора электролита.

Установлено, что влияние модифицирующего
слоя на сопротивление МИОМ заметно при низких
концентрациях раствора, причем оно усиливается
при уменьшении концентрации электролита.

Получено также выражение для сопротивления
однослойной ионообменной мембраны. Установ-
лено, что при низких концентрациях электролита
сопротивление практически не изменяется, а с ро-
стом концентрации убывает.

σ =2
2 0 ν= ρ 2 2 ,

2
m

m
hR σ >2

2 4

ν= ρ
σ

1 2

2

   .m
m

hR

σ = σ2  .s = 2mD D
γ =2 1 ν =2 1m ncR

= = ρ
σ + σ +

2
2 2
2 2

,
4 4

s
nc

R hR
Рис. 4. Зависимость  от относительной концен-

трации электролита  при  – однослойная

ионообменная мембрана (1); 0.005 (2); 0.05 (3).  –
сопротивление ионообменного слоя незаряженной
двухслойной мембраны при концентрации электро-
лита 
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Полученное выражение для сопротивления
МИОМ может быть использовано при прогнози-
ровании сопротивлений новых ионообменных
мембран, а также для их количественной оценки.
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An analytical expression is obtained for the differential resistance of a four-layer electromembrane system
consisting of a bilayer ion exchange membrane having an uncharged layer and a layer of a constant exchange
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capacity on its thickness and two diffusion layers of the same thickness. The degree of influence of diffusion
layers on the electrical resistance of the system is determined. For the first time, an algebraic expression is
obtained for the electrical resistance of a surface-modified ion exchange membrane depending on the phys-
icochemical characteristics of the layers of a bilayer membrane.

Keywords: surface-modified ion exchange membrane, diffusion, resistance, electromembrane cell
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