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Нанесение нескольких чередующихся анионообменных и катионообменных поверхностных слоев
(метод “layer-by-layer”) является перспективным методом модифицирования ионообменных мем-
бран, позволяющим существенно повысить их селективность в отношении однозарядных ионов. В
данной работе представлена одномерная модель на основе уравнений Нернста–Планка–Пуассона,
описывающая конкурентный перенос одно- и двухзарядных ионов через многослойную композит-
ную ионообменную мембрану. Впервые обнаружено, что зависимость коэффициента специфиче-
ской селективной проницаемости (P1/2) многослойной мембраны от плотности электрического то-

ка, как и в ранее изученном случае двухслойной мембраны, проходит через точку максимума 
Показано, что увеличение числа наноразмерных модифицирующих бислоев (n) приводит к росту

 однако величина потока предпочтительно переносимого иона при этом снижается. Установ-

лено, что  достигается при допредельных плотностях тока при относительно невысоких значе-

ниях скачка потенциала. Полученные зависимости (n) качественно согласуются с известными
из литературы экспериментальными и теоретическими результатами.
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1. ВВЕДЕНИЕ

На сегодняшний день мембранные методы
очистки, разделения и концентрирования явля-
ются наиболее экологичными и экономически
перспективными. Одним из таких методов явля-
ется электродиализ (ЭД), достаточно длительный
опыт применения которого подтверждает его эф-
фективность в промышленных масштабах [1–3].

Традиционное электродиализное обессолива-
ние предполагает удаление любых ионов и тем са-
мым снижение общей минерализации раствора
[1]. Однако существуют и такие области примене-
ния, в которых важным является удаление ионов
определенного вида. Так, при переработке грун-
товых вод для орошения из них удаляют одноза-
рядные ионы Na+ и Cl−, что позволяет избежать
засоления почвы. В то же время удаление много-
зарядных катионов жесткости и сульфат-анионов
нежелательно, поскольку они необходимы для

оптимального роста растений [4]. Другим приме-
ром является молочная промышленность, где из
молочной сыворотки удаляют NaCl и KCl [5], а
кальций и органические ионы остаются, поскольку
являются ценными компонентами для питания.

Необходимость удаления однозарядных ионов
в указанных и многих других областях послужила
причиной создания нового вида электродиализа,
известного в зарубежной литературе как селек-
тродиализ (selectrodialysis) [6, 7]. Его суть заклю-
чается в использовании специальной конфигура-
ции пакета ионообменных мембран (ИОМ), се-
лективных для однозарядных ионов. Этот новый
метод позволяет существенно улучшить разделе-
ние и извлечение фосфатов из сточных вод [8],
повышает эффективность очистки рассолов про-
мышленной переработки [7] и решает многие
другие проблемы в области экологии, химиче-
ской и пищевой промышленности [9–15]. Баро-
мембранные процессы, такие как низконапор-
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ный обратный осмос и нанофильтрация, также
позволяют выделять однозарядные ионы из сме-
си с двухзарядными [16]. С точки зрения практи-
ки, различие этих методов состоит в том, что в
процессе ЭД с мембранами, селективными к пе-
реносу однозарядных ионов, они удаляются из
обессоливаемого раствора и могут концентриро-
ваться в рассольной камере. При нанофильтра-
ции, напротив, однозарядный ион удаляется из
исходного раствора вместе со значительным по-
током воды, двухзарядный ион остается в исходном
растворе, который при этом концентрируется. При
переработке растворов высокой концентрации ба-
ромембранные методы ограничены необходимо-
стью использования очень высоких давлений, зна-
чения которых должно превосходить осмотическое
давление раствора. В случае ЭД ограничения, свя-
занные с высокой концентрацией, гораздо сла-
бее. Кроме того, коэффициент разделения в слу-
чае ЭД может быть значительно больше, чем в
случае баромембранных методов [6]. Весьма пер-
спективным являются гибридные процессы, когда
селектродиализ комбинируется с обратным осмо-
сом [17]. Растущее применение мембран, проница-
емость которых для однозарядных ионов значи-
тельно выше, чем для многозарядных, вызвало
повышенный интерес к разработке таких ИОМ и
пониманию механизма их специфической селек-
тивной проницаемости [14, 18–22].

Коэффициент специфической селективной про-
ницаемости, характеризующий способность мем-
браны селективно переносить однозарядные ионы
(ионы 1) по сравнению с двухзарядными (ионы 2),
P1/2, определяется через отношение их потоков Ji,
парциальных плотностей тока ji или их эффектив-
ных чисел переноса, Ti (  − доля тока, пе-
реносимого ионом i за счет диффузии и электро-
миграции, j – плотность тока) [23]:

(1)

где  и  – соответственно молярная и
эквивалентная концентрации иона сорта i в объе-
ме раствора.

Общий принцип изготовления ИОМ, селек-
тивных к определенному типу ионов, заключает-
ся в формировании тонкого активного поверх-
ностного слоя, служащего барьером для переноса
ионов, являющихся противоионами в отношении
мембраны-подложки [24]. Этот барьер создает
лишь незначительное сопротивление для одноза-
рядных ионов, но является серьезным препятстви-
ем для двух- и особенно трехзарядных ионов. Такой
барьер может быть образован нанесением гидро-
фобной пленки [25], а также нанесением тонкого
слоя, имеющего фиксированные ионы с зарядом,
противоположным заряду мембраны-подложки
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[21, 26–30]. Противоположно заряженный слой
создает эффект электростатического выталкива-
ния коионов (эффект исключения Доннана [31]),
который является более существенным для мно-
гозарядных и менее существенным для одноза-
рядных.

В работе [21] было впервые экспериментально
и теоретически обнаружено, что для мембран,
модифицированных тонким противоположно за-
ряженным ионообменным слоем, зависимость P1/2
от плотности тока j имеет экстремальный харак-
тер. Моделирование процесса переноса [22] пока-
зало, что при малых токах лимитирующей стадией
является перенос через катионообменную мембра-
ну-подложку, селективную к двухзарядным катио-
нам. С ростом тока кинетический контроль пере-
ходит к модифицирующему анионообменному
слою, создающему высокий барьер для перено-
са двухзарядных катионов. В таком режиме с ро-
стом тока увеличивается поток Na+, тогда как по-
ток Ca2+ близок к нулю, а Р1/2 при этом растет.
Однако, когда концентрация Na+ у поверхности
мембраны приближается к нулю, поток этих ионов,
а также величина Р1/2 достигают максимума, 
При дальнейшем увеличении скачка потенциала
происходит рост потока ионов Ca2+ и кинетиче-
ский контроль переходит к диффузионному слою, а
Р1/2 снижается. Селективность переноса теряется
при достижении предельной плотности тока, jlim.

Перспективным является создание мембран с
нанесением чередующихся анионообменных и ка-
тионообменных поверхностных слоев (метод layer-
by-layer (LbL)) [14, 32–37]. Преимуществом этого
метода является очень высокая селективность, до-
стигаемая за счет последовательно повторяющего-
ся эффекта доннановского исключения в каждом
из слоев LbL. Этот экспериментальный факт был
подтвержден результатами прямого численного
моделирования на основе математической моде-
ли “EnPEn”, разработанной Femmer и соавт. [38].
В работе White и соавт. [37] модифицирование
коммерческой катионообменной мембраны Nafion
115 несколькими чередующимися слоями поли-4-
стиролсульфоната/протонированного полиаллил-
амина позволило достичь селективности электро-
диализного разделения ионов K+/Mg2+ > 1000. Ding
и соавт. [34] показали, что мембраны Nafion, по-
крытые несколькими пленками аналогичных мо-
дификаторов, могут разделять эквимолярные
смеси K+ и Mg2+ или Li+ и Mg2+ с получением на вы-
ходе 99.5% содержания однозарядных ионов. При
этом, выход по току для такого разделения со-
ставляет примерно 70%.

Abdu и др. [36] исследовали изменение специфи-
ческой селективности по ионам Na+ и Ca2+ коммер-
ческой катионообменной мембраны CMX с много-
слойными пленками гиперразветвленного по-
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лиэтиленимина/поли-4-стиролсульфоната натрия
на поверхности. Авторы [36] показали, что коэф-
фициент специфической селективной проницае-
мости модифицированной мембраны растет по
мере увеличения числа бислоев, n, и данный эф-
фект был наиболее выражен при n < 3. Однако
при n > 10 увеличения P1/2 уже не наблюдается.

В данной работе предлагается новая модифи-
кация ранее разработанной модели конкурентно-
го переноса ионов через двухслойную мембрану
[22]. В модели [22], в отличие от предложенных ра-
нее математических описаний [32, 38], учитывают-
ся коэффициенты активности ионов, что позволя-
ет корректно описать селективную сорбцию от-
дельных сортов ионов мембраной-подложкой.
Известна также модель тонкопористой мембраны
[39], в которой данные коэффициенты учтены;
они используются в граничных условиях на меж-
фазных границах. В данной модели применяется
условие электронейтральности, что не позволяет
ее применять для описания переноса ионов че-
рез многослойную мембрану, в которой имеют-
ся слои с толщиной близкой к толщине двойно-
го электрического слоя (ДЭС).

В модели, представленной в данной работе,
описывается селективный транспорт однозаряд-
ных ионов в системе с многослойной композит-
ной ИОМ. Основываясь на результатах численного
моделирования, мы впервые показываем, что зави-
симость Р1/2 от плотности электрического тока про-

ходит через точку максимума ( ), как и в случае
двухслойных мембран [21, 22]. Основное внима-
ние в данной работе уделяется анализу зависимости

max
1 2P

величины  от числа модифицирующих слоев,
нанесенных на поверхность мембраны-подложки.

2. ТЕОРИЯ

2.1. Математическая модель

Рассматривается многослойная система, состоя-
щая из катионообменной мембраны (КОМ)-под-
ложки, n модифицирующих ионообменных бисло-
ев и двух диффузионных слоев (ДС), примыкаю-
щих к поверхности модифицированной мембраны
(рис. 1). Общая толщина пленок LbL обозначена
как dML на рис. 1. Каждый бислой состоит из анио-
нообменного и катионообменного слоев, толщи-
ной dAEL и dCEL соответственно. Исследуемую систе-
му окружают два идентичных объема раствора,
содержащих два вида катионов (Na+ и Ca2+) и
один анион (Cl–).

Основные допущения в постановке задачи ана-
логичны используемым в работах [22, 40]:

– подложка и модифицирующие слои рассмат-
риваются как однородные среды, в которых равно-
мерно распределены фиксированные заряжен-
ные группы;

– предполагается, что поток растворителя че-
рез мембрану пренебрежимо мал, поэтому явле-
ния осмоса и электроосмоса не учитываются;

– влияние конвективного переноса в растворе
учитывается неявно через толщину диффузионного
слоя, которая считается независимой от приложен-
ного напряжения;

– градиенты температуры, давления и плотно-
сти раствора не учитываются;

max
1 2P

Рис. 1. Схематическое изображение моделируемой системы, включая КОМ-подложку и n модифицирующих бислоев
толщиной d и dML, соответственно; обедненный и обогащенный диффузионные слои толщиной δI и δII соответствен-
но и объем раствора. Направление протекания электрического тока плотности j показано стрелкой.
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– диссоциация воды и электроконвекция не
учитываются.

Система уравнений

Стационарный перенос ионов в исследуемой
системе описывается уравнениями Нернста–
Планка, Пуассона и материального баланса:

(2)

(3)

(4)

где Ji, ci, Di, zi, и γi – плотность потока, молярная
концентрация, коэффициент диффузии, зарядо-
вое число и коэффициент активности иона сорта
i, где i = 1 и i = 2 – противоионы Na+ и Ca2+ соот-
ветственно, i = 3 – коион Cl–; R – универсальная
газовая постоянная; T – температура; F – кон-
станта Фарадея; ε0 – диэлектрическая проницае-
мость вакуума; ε – относительная диэлектрическая

проницаемость среды;  – напряженность

электрического поля; ϕ – электрический потен-
циал;  и  – зарядовое число и концентрация
фиксированных групп мембраны.

Уравнения (2)–(4) одинаково справедливы
для ДС, мембраны-подложки и для модифициру-
ющих слоев. Однако параметры  и  зависят от
координаты: в диффузионных слоях  и  прини-
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маются равными нулю; в анионообменных и кати-
онообменных модифицирующих слоях 

 и   соответственно; в
мембране-подложке  и  Аналогич-
ным образом изменяются и коэффициенты диф-
фузии ионов, Di: в ДС  в модифицирую-

щих слоях  внутри мембраны-подложки
  рассчитывались из эксперименталь-

ных данных по определению электропроводно-
сти коммерческой гомогенной катионообменной
мембраны Neosepta CMX (производство Astom,
Tokuyama Soda, Япония); поскольку электропро-
водность модифицирующих слоев не может быть
измерена, значение  задается в τ раз меньше,
чем в растворе, τ = 3 для всех рассмотренных
ионов и случаев. Этот параметр можно интерпре-
тировать как коэффициент извилистости. Коэф-
фициенты активности ионов,  в диффузионных
и модифицирующих слоях приняты равными
единице, тогда как в мембране они принимают
значения  где  может отличаться от еди-
ницы. Для более плавного изменения этих пара-
метров на границах соответствующих слоев ис-
пользуется весовая функция boxcar (прямоуголь-
ная волна), а толщина всех межфазных переходных
областей выбрана равной 0.5 нм, что близко к
толщине плотной части двойного электрического
слоя [41] (рис. 2).

Плотность тока, j, в системе включает вклады
всех ионов в перенос заряда:

(5)
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Рис. 2. Профиль распределения коэффициентов активности ионов в исследуемой системе.
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Граничные условия

Толщины обедненного и обогащенного ДС рав-
ны δI и δII соответственно; все расчеты выполнены
для δI = δII = δ. Начало координат устанавливается
на границе мембрана-подложка/модифицирую-
щий слой (рис. 1). Предполагается, что концентра-
ции компонентов в объеме раствора являются из-
вестными константами; электрический потен-
циал равен нулю на левой границе системы и
значению ϕ0 на правой границе (потенциоста-
тический электрический режим):

(6)

(7)

(8)

где d и dML – толщины мембраны-подложки и моди-
фицирующих слоев соответственно. В расчетах зна-
чение ϕ0 варьировалось от 0 до 3 В с шагом в 0.005 В.

Функции γici(x) и ϕ(x) непрерывны во всей

многослойной системе (между  и
), включая границы раствор/модифи-

цирующие слои и модифицирующие слои/мем-
брана-подложка.

Введение в рассмотрение коэффициентов ак-
тивности в уравнении (2) и учет их непрерывного
распределения в слоях системы позволяет опи-
сать селективную сорбцию отдельных сортов ионов
мембраной-подложкой. В этом основное отличие
данной модели от разработанных ранее [32, 38].

Система уравнений (2)–(4) с граничными усло-
виями (6)–(8) представляет собой краевую задачу
для обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, численное решение которой получено с помо-
щью коммерчески доступного пакета программ
COMSOL Multiphysics 5.6.

2.2. Параметры модели

Все расчеты проводились с входными пара-
метрами, представленными в табл. 1.

Параметры мембраны-подложки 
и модифицирующих слоев

Толщина d и концентрация фиксированных
групп Qm мембраны-подложки приняты такими
же, как у коммерческой гомогенной катионооб-
менной мембраны Neosepta CMX [42]. Данная
мембрана содержит сульфонатные фиксирован-
ные группы и является предпочтительно прони-
цаемой для многозарядных катионов [43].

Концентрация фиксированных групп в кати-
онообменных модифицирующих слоях, QCEL =

= 1.1 моль/л, была взята такой же, как у коммерче-

( ) ( )= −δ − = = + δ =I II 0,i ML i ic x d c x d c

( )ϕ = −δ − =I 0,MLx d

( )ϕ = + δ = ϕII
0,x d

= −δ −I
MLx d

= + δII
x d

ской катионообменной мембраны Nafion 117 [44].
Austing и соавт. [45] показали, что толщина пленок
Nafion при модификации поверхности методом lay-
er-by-layer может достигать приблизительно не-
скольких десятков нанометров. В нашей модели
толщина катионообменных модифицирующих
слоев,  принята равной 50 нм. Толщина анио-
нообменных модифицирующих слоев,  при-
нимается равной 5 нм, что примерно сопостави-
мо с толщиной слоя ионов Ca2+, адсорбирован-
ных на поверхности ионообменных мембран [46].
Такой слой имеет заряд противоположного знака
в отношении мембраны-подложки и потенциаль-
но способен повысить ее селективность к перено-
су однозарядных ионов. Поскольку концентра-
цию ионогенных групп такого слоя, QAEL, до-
статочно точно оценить невозможно, то в нашей
модели она принимается как параметр, варьируе-
мый в пределах 5–10 моль/л порового раствора
(доля порового пространства, заполненного заря-
женным раствором, составляет около 1/3, а сле-
довательно концентрация фиксированных групп
в расчете на 1 л объема мембраны умножается на 3).
Нижний предел (5 моль/л) был оценен из экспе-
риментальных данных по определению дзета-по-
тенциала, ζ, поверхности мембраны CMX, на ко-
торой адсорбировались ионы Ca2+ [46]. Согласно
этим данным, после 12 ч проработки мембраны в
растворе CaCl2, ζ меняется с –28.3 до +48 мВ, что
свидетельствует не только об изменении знака за-
ряда, но и существенном приросте заряда поверх-
ности по абсолютной величине. Для указанного
роста ζ необходимо, чтобы плотность заряда ад-
сорбированных ионов Ca2+ была почти в 3 раза
больше плотности заряда фиксированных ионов

 в мембране-подложке СМХ, обменная ем-
кость которой равна 1.86 моль/л. Однако вслед-
ствие неравномерной адсорбции ионов Са2+ мо-
гут образовываться локальные участки, где прирост
плотности положительного заряда еще выше. По-
этому в качестве верхнего предела варьирования
QAEL было выбрано значение 10 моль/л.

Как упоминалось ранее, коэффициенты диф-
фузии ионов в мембране-подложке  рассчиты-
вались исходя из электропроводности и диффу-
зионной проницаемости мембраны Neosepta
CMX [42]. В модифицирующих слоях коэффици-
енты диффузии берутся в 3 раза меньше, чем в
растворе ( ). Это значение выбрано из тех со-
ображений, что обычно слой модификации не та-
кой плотный, как мембрана-подложка, поэтому
коэффициенты диффузии в нем лишь ненамного
меньше, чем в растворе [32, 38].

,CELd

,AELd

−
3SO

m

iD

τ = 3



МЕМБРАНЫ И МЕМБРАННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ  том 12  № 6  2022

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СЕЛЕКТИВНОГО ПЕРЕНОСА 485

Определение коэффициентов активности ионов

Связь между коэффициентами активности про-
тивоионов в растворе и мембране следует из усло-
вия непрерывности активностей и электрическо-
го потенциала на границе раздела раствор/мем-
брана, что приводит к уравнению ионообменного
равновесия (также называемому уравнением Ни-
кольского [47]):

(9)

где ci и  – молярные концентрации иона сорта i
в растворе и мембране соответственно; нижний

   =    
   

1 21 1
1 2

21
1 2

,
z z

c c
K

c c

ic

индекс 1 соответствует однозарядному иону, а 2 –
двухзарядному.

Константу термодинамического равновесия
K21 можно выразить через коэффициенты актив-
ности ионов [31]:

(10)

При рассмотрении закономерностей ионного
обмена для фаз мембраны и раствора целесооб-
разно в качестве единиц концентрации выбирать
эквивалентные доли ионов, т.к. только в этом слу-
чае коэффициенты активности компонентов в

   γ γ=    γ γ   

1 21 1
1 2

21
1 2

.
z zm

m
K

Таблица 1. Входные параметры модели, используемые при расчетах

Параметр Значение Описание

С0 0.02 моль-экв/л Концентрация электролита в объеме раствора

Qm 1.86 моль/л Концентрация фиксированных групп в мембране-подложке

QCEL 1.1 моль/л Концентрация фиксированных групп в катионообменных модифицирующих слоях

QAEL 5–10 моль/л Концентрация фиксированных групп в анионообменных модифицирующих слоях

1.33 × 10–9 м2/с

Коэффициенты диффузии ионов в растворе7.96 × 10–10 м2/с

2.04 × 10–9 м2/с

6.57 × 10–11 м2/с

Коэффициенты диффузии ионов в мембране-подложке2.50 × 10–12 м2/с

2.89 × 10–11 м2/с

3 Фактор извилистости

1.5

Коэффициенты активности ионов в мембране-подложке0.5

1

δI 150 мкм Толщина обедненного ДС

δII 150 мкм Толщина обогащенного ДС

d 183 мкм Толщина мембраны-подложки

5 нм Толщина анионообменных модифицирующих слоев

50 нм Толщина катионообменных модифицирующих слоев

n 0–5.5 Количество модифицирующих бислоев

20 Коэффициент ионообменного равновесия
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D
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растворе всегда равны единице [31]. Тогда урав-
нение (9) принимает вид:

(11)

где  и  – эквивалентные доли

иона сорта i в мембране и растворе, соответствен-

но;  – коэффициент рав-

новесия ионного обмена. Для ионообменников с
сульфонатными группами  > 1 [31].

Как указывалось ранее, коэффициенты актив-
ности ионов в растворе и в модифицирующих
слоях принимаются равными единице; коэффи-
циенты активности противоионов в мембране-
подложке,  подбирались таким образом, чтобы
эквивалентная доля Са2+ в мембране-подложке
примерно в 20 раз превышала долю Na+ (  ≈ 20)
(при равных эквивалентных концентрациях этих
ионов в равновесном растворе 0.02 моль-экв/л), что
отвечает известным экспериментальным данным
для сульфокатионообменных материалов [48].

Предельная плотность тока

Поскольку в данной работе рассматривается
достаточно низкая концентрация раствора элек-
тролита (0.02 моль-экв/л), то переносом коионов

θ θ=
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2 2
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через мембрану можно пренебречь. Предельная
плотность тока для системы с немодифицирован-
ной (n = 0) мембраной,  была рассчитана по
уравнению (12), полученному для случая непро-
ницаемой для коионов мембраны [49]:

(12)

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Во введении было отмечено, что для мембран,

модифицированных тонким противоположно за-
ряженным ионообменным слоем, зависимость
P1/2(j) имеет экстремальный характер. Результаты
численного расчета показывают, что аналогичная
зависимость наблюдается и при наличии несколь-
ких слоев с чередующимся знаком заряда фиксиро-
ванных групп (рис. 3).

Такой характер зависимости для многослой-
ных мембран объясняется теми же причинами, что
и в случае бислойных: переход кинетического кон-
троля над потоками одно- и двухзарядных ионов от
мембраны-подложки к модифицирующему слою, а
затем к обедненному ДС [22].

Из рис. 3 видно, что увеличение числа моди-
фицирующих бислоев, n, приводит к росту значе-
ния  Это связано с тем, что рост n вызывает
более значительное относительное снижение пар-
циальной плотности тока ионов Na+ по сравнению
с Ca2+ (рис. 4а): уменьшение тока Na+ при перехо-

0
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( )( )
=

= −
δ

2
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1
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j z z D z c
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Рис. 3. Зависимости коэффициента специфической селективной проницаемости мембраны от плотности тока при на-
личии n модифицирующих бислоев; n = 0 относится к исходной мембране-подложке. Концентрация фиксированных
групп анионообменного слоя QAEL = 10 моль/л. Красными точками с черным контуром обозначены точки максимума

коэффициента специфической селективной проницаемости,  для каждого из рассмотренных случаев. Сплош-
ными и прерывистыми линиями обозначены случаи, соответствующие нечетному и четному числу модифицирующих
слоев соответственно.
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де от n = 0.5 (один анионообменный модифици-
рующий слой) к n = 5.5 составляет примерно 7%
(рис. 4а), в то время как ток Ca2+ снижается на
68%. Согласно уравнению (1), такое изменение
токов приводит к росту  Причиной снижения
плотности тока ионов Na+, достигаемой в точке
максимума кривой   (штрих обозначает, что

величина относится к точке ), является то, что
при увеличении суммарной толщины модифици-
рующего слоя перепад концентрации Na+ в этом
слое увеличивается. Это увеличение обусловлено
тем, что точка максимума на кривой  дости-
гается, когда концентрация ионов Na+ на поверх-
ности мембраны-подложки становится близкой к
нулю (рис. 5). При этом концентрация ионов Na+

на поверхности внешнего модифицирующего
слоя,  растет (рис. 4б). Соответственно, умень-
шается величина  (рис. 4а). Что касается ионов

max
1 2 .P

1 2( ),P j 1'j
max

1 2P

1 2( )P j

1 ,' s
c

1'j

Ca2+, рост суммарной толщины модифицирующего
слоя также вызывает снижение их тока, который
мал в точке максимума  уже при n = 0.5.

Снижение  с ростом n мало по абсолютному зна-
чению, но относительное уменьшение этой величи-
ны, как указано выше, очень существенное.

Следует отметить, что рост  сопровожда-
ющийся уменьшением плотности потока предпо-
чтительно переносимого иона, согласуется с прин-
ципом компромисса (trade-off) между селективно-
стью и проницаемостью мембраны [15, 18]. Краткая
формулировка этого принципа звучит следующим
образом [18]: “высокопроницаемые мембраны не
обладают высокой селективностью и наоборот”.

Влияние числа бислоев на величину  и
скачок потенциала в мембранной системе при
разных QAEL показано на рис. 6. Рисунок 6а пока-
зывает, что при нечетном числе слоев (n = 0.5,
1.5, …, 5.5), т. е. когда слой, граничащий с обед-

1 2( )P j

2'j

max
1 2 ,P

max
1 2P

Рис. 4. Зависимости парциальных плотностей тока ионов Na+ и Ca2+,  (а), а также концентраций этих ионов у поверхности

модифицированной мембраны,  (б), соответствующих точкам  от числа модифицирующих бислоев.
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Рис. 5. Теоретические концентрационные профили ионов Na+, Ca2+ и Cl– в обедненном ДС, модифицирующих слоях и
КОМ-подложке при n = 0.5 (прерывистые линии) и n = 5.5 (сплошные линии). Показаны только мембрана-подложка и три
модифицирующих слоя; в случае ионов Сl–, профили при n = 0.5 и n = 5.5 накладываются друг на друга. Профили соответ-
ствуют точке максимума коэффициента специфической селективной проницаемости  C – характерная концентра-
ция в рассматриваемом слое: в обедненном ДС C = С0, в анионообменном слое C = QAEL (в данном случае 10 моль/л), в ка-
тионообменном слое C = QCEL (1.1 моль/л).
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Рис. 6. Зависимости максимальных значений коэффициента специфической селективной проницаемости,  (а) и

скачков потенциала, Δϕ (б), соответствующих  от количества модифицирующих бислоев, n, при концентрациях
фиксированных групп анионообменных слоев: 5 М (кривая 1), 7 М (кривая 2), 10 M (кривая 3).
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ненным ДС, является анионообменным, специфи-
ческая селективность модифицированной мембра-
ны заметно увеличивается. Причем наибольший
прирост  наблюдается при переходе от n = 0.5
до n = 1.5. В то же время при переходе от нечетно-
го числа слоев к ближайшему четному числу (ко-
гда с обедненным ДС граничит катионообмен-
ный слой), селективность немного уменьшается.
Такие зависимости качественно согласуются с из-
вестными экспериментальными [36] и теоретиче-
скими [38] данными.

Из рис. 6а также видно, что увеличение кон-
центрации фиксированных групп анионообмен-
ных модифицирующих слоев приводит к значи-
тельному росту 

Следует заметить, что таким высоким значениям
селективности соответствуют довольно низкие зна-
чения скачка потенциала (рис. 6б). Это связано с
тем, что модифицирующие слои создают не слиш-
ком высокое дополнительное сопротивление в си-
стеме, в силу своих малых (нанометровых) толщин.
При переходе от нечетного n к четному происходит
добавка слоя, знак заряда фиксированных групп
которого такой же, как у мембраны-подложки.
Поэтому прирост скачка потенциала при этом пе-
реходе является несущественным (рис. 6б).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках разработанной 1D-модели на основе
уравнений Нернста–Планка–Пуассона показа-
но, что зависимость специфической селективной
проницаемости многослойной композитной ионо-
обменной мембраны от плотности электрическо-
го тока проходит через максимум, так же, как и в
случае мембран, модифицированных одним тон-
ким противоположно заряженным слоем.

Результаты моделирования качественно под-
тверждают тенденцию роста специфической се-
лективности мембраны с увеличением числа мо-
дифицирующих бислоев, обнаруженную ранее в
известных теоретических и экспериментальных ис-
следованиях. Показано, что если толщина модифи-
цирующего слоя с противоположным (относи-
тельно подложки) знаком заряда порядка 10 нм,
то увеличение числа бислоев сопровождается
незначительным приростом скачка потенциала в
точке максимума  Рост  при увеличении
n сопровождается уменьшением плотности пото-
ка предпочтительно переносимого иона, что со-
гласуется с принципом компромисса (trade-off)
между селективностью и проницаемостью мем-
браны.
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Mathematical Modeling of Selective Transport of Monovalent Ions Through 
Multilayer Composite Ion-Exchange Membrane During Electrodialysis

A. D. Gorobchenko1, *, V. V. Gil1, V. V. Nikonenko1, and M. V. Sharafan1

1Kuban State University, Krasnodar, 350040 Russia

*e-mail: gorobchenkoandrey@mail.ru

The deposition of several alternating anion- and cation-exchange surface layers (layer-by-layer method) is a
promising method for modifying ion-exchange membranes, which makes it possible to significantly increase
their selectivity towards singly charged ions. In this paper, 1D model based on the Nernst–Planck–Poisson
equations that describes the competitive transport of singly and doubly charged ions through the multilayer
composite ion-exchange membrane has been presented. It has been found for the first time that the depen-
dence of specific permselectivity coefficient (P1/2) of the multilayer membrane on the electric current density

passes through the maximum  as in the previously studied case of a bilayer membrane. It has been

shown that an increase in the number of nanosized modifying bilayers (n) leads to an increase in  how-
ever, the value of the flux of the preferentially transported ion decreases. It has been established that the value of

 is achieved at underlimiting current densities with relatively low values of the potential drop. The (n)
dependences obtained qualitatively agree with the experimental and theoretical results known from the literature.

Keywords: electrodialysis, mathematical modeling, multilayer composite ion-exchange membrane, compet-
itive ion transport, selective transport of monovalent ions
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