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Рассматривается фундаментальная взаимосвязь между квантовой физикой и дискретной математи-
кой. Описан метод представления булевых функций в виде унитарных преобразований. Рассмотрен
вопрос о связи полиномов Жегалкина, определяющих алгебраическую нормальную форму булевой
функции, с квантовыми схемами. Показано, что квантово-информационный язык предоставляет про-
стой алгоритм построения полинома Жегалкина на основе таблицы истинности. Разработанные методы
и алгоритмы обобщены на случай произвольной булевой функции с многобитовой областью определе-
ния и многобитовым множеством значений, а также на случай многозначных (k-значных) логик, когда

-простое число. Разработанный подход имеет существенное значение для реализации кванто-
вых компьютерных технологий и является основой для перехода от классической машинной логики
к квантовому аппаратному обеспечению.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Дискретная математика – важный раздел ма-

тематики, который исследует свойства различных
дискретных объектов: графы [1], булевы функции
[2, 3], конечные автоматы и т.д. Методы дискрет-
ной математики успешно применяются в различ-
ных областях, включая реализацию логических
элементов электронных устройств, оптимизацию
транспортных путей сообщения, построение биз-
нес-моделей и т.д.

Свойства булевых функций находят широкое
применение в вопросах информационной без-
опасности [4–6]. Все аппаратно-программные
средства, предназначенные для обеспечения без-
опасности передаваемой информации, должны
обладать рядом криптографических свойств. Осо-
бенности используемых средств защиты находят
свое отражение в булевых математических моделях
в виде ряда специфических свойств используемых
булевых функций (или систем булевых функций).

В настоящее время все большее внимание ис-
следователей привлекают перспективы примене-
ния квантовых методов обработки информации к
задачам криптографии [7–12].

Дискретные системы также активно исследу-
ются в рамках квантовой механики и квантовой

теории информации. Понятия дискретизации и
квантования аналогичны по содержанию. Одна-
ко, долгие годы, дискретная математика развива-
лась без видимой связи с квантовой теорией – ис-
тинной наукой о дискретных объектах.

Такой важный объект дискретной математики,
как полином Жегалкина [13] находит интересное и
важное применение при построении квантовых
схем. Оказывается, что множество всех полиномов
Жегалкина и набор квантовых схем, состоящих из
гейта X и его условных аналогов, связаны посред-
ством инъективного отображения. Другими слова-
ми, любому полиному Жегалкина можно поста-
вить в соответствие квантовую схему. Этот факт
подробно описан ниже в тексте данной статьи.
Важной особенностью является простота построе-
ния схемы. Кроме того, нами продемонстрирован
эффективный метод построения полинома Жегал-
кина по таблице истинности исходной функции.

Наличие гейтов X, CNOT, CCNOT и т.д. в схе-
мах, построенных по полиномам Жегалкина,
объясняется тем фактом, что в классической ло-
гике существуют аналогичные преобразования
[14]. Квантовая механика предоставляет, кроме
того, ресурсы в виде унитарных операций, кото-
рые не только позволяют построить квантовые
аналоги классических схем, но и обобщить их,
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например, введя обратное преобразование, соот-
ветствующее булевой функции, а также рассмат-
ривая квантовые суперпозиции базисных состоя-
ний. Таким образом, квантовые булевы функции
являются более совершенными объектами по срав-
нения с классическими битовыми функциями. За-
метим также, что сами квантовые булевы функции
являются только подмножеством гораздо более ши-
рокого класса квантовых преобразований.

Основная современная инфраструктура инфор-
мационного сообщества основана на принципах
булевой алгебры и методах дискретной математи-
ки. Информационные технологии являются ос-
новным драйвером мировой экономики, начиная с
середины 20-го столетия по сей день. В настоящее
время становится все более очевидным, что в бли-
жайшие годы и десятилетия драйвером развития
самих информационных технологий должны стать
квантовые информационные технологии. Таким
образом, необходима интеграция методов дискрет-
ной математики и квантовой информатики.

2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ БУЛЕВОЙ
ФУНКЦИИ НА ЯЗЫКЕ

УНИТАРНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ
В теории квантовой информации доказано,

что любую булеву функцию  можно предста-
вить в виде квантового преобразования [15, 16]:

(1)
Здесь символом  обозначен регистр из  куби-
тов–регистр области определения булевой функ-
ции (еще его называют регистром данных или ре-
гистром запроса). Символом  обозначен регистр

( )f x

⎯⎯⎯→ ⊕, , ( ) .fx y x y f x

x n

y

множества значений, который может быть как
однокубитовым, так и многокубитовым. Символ

 означает сложение по модулю 2.
Графическое представление формулы (1) по-

казано на рис. 1. Многокубитовый гейт  осу-
ществляет преобразование, задаваемое булевой
функцией 

Следует заметить, что, если на вход квантовой
схемы подается регистр  в нулевом состоянии, то
на выходе мы получим регистр значений, содержа-
щий значения функции  Данное преобразо-
вание представляет собой частный случай (1):

В настоящем разделе мы будем считать что ре-
гистр запроса состоит из  кубитов, а регистр зна-
чений – из одного кубита. В этом случае матрица,
соответствующая гейту  будет иметь размер

 В разделе 4 мы представим обобщение
на булевы функции с многобитовым множеством
значений.

Рассмотрим вначале простейший случай – бу-
леву функцию  с однобитовыми областью
определения и множеством значений. Всего су-
ществует 4 таких функции, и все они представле-
ны в табл. 1.

В булевой алгебре приняты следующие обо-
значения:   – постоянные функции, а

  – переменные функции. На ос-
нове определения (1) легко построить четыре
унитарных матрицы, реализующие квантовые
аналоги этих четырех функций:

⊕

fU

( ) .f x

y

( ) .f x

⎯⎯⎯→,0 , ( ) .fx x f x

n

,fU
+ +×1 12 2 .n n

( )f x
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(2)       = = = =       
       

0 1 2 3
0 0 0 0

, , , ,
0 0 0 0
I I X X

U U U U
I X I X

где  – единичная матрица, а  –

матрица, соответствующая операции логического
отрицания. Стоит также заметить, что представ-
ленный в матрице ноль – это матричный ноль

 Все представленные матрицы (2) име-

 =  
 

1 0
0 1

I  =  
 

0 1
1 0

X

 =  
 

0 0
0 .

0 0

Рис. 1. Схема реализации квантового аналога булевой функции 

|x〉 |x〉

|y〉 |y ⊕ f(x)〉

Uf

( ) .f x

Таблица 1. Таблица истинности однобитовых функций

x f0 f1 f2 f3

0 0 0 1 1

1 0 1 0 1
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ют блочно-диагональный вид и принцип их по-
строения очень прост: нулю в таблице истинно-
сти сопоставляется матрица , а единице – мат-
рица . Математически это можно представить в
следующем виде:

(3)

где  – функция, возвращающая матрицу, с
элементами вектора  на главной диагонали. В
данной формуле под символом подразумевается
вектор выходных значений, соответствующих
рассматриваемой булевой функции  Запись

 означает логическое отрицание над каждым
элементом двоичного вектора . Также отметим,
что в этой формуле, под символами  и  пони-
маются именно блоки матрицы , то есть, с ни-
ми следует оперировать как с числами.

Аналогичный принцип построения булевых
функций сохраняется и для многобитовых буле-
вых функций. При этом матрица преобразования

 для -битовой булевой функции будет состо-

ять из  блоков, каждый из которых есть либо ,
либо . Сформулируем данный принцип постро-
ения в виде общего утверждения:

Утверждение 1 (о блочно-диагональном характере булевых преобразований)
Унитарная матрица, отвечающая булевой функции, имеет блочно-диагональный вид, при-
чем, значениям функции  соответствует матрица , а значениям функции 
соответствует матрица . Предполагается, что значения аргумента  для -битовой функ-
ции упорядочены в порядке возрастания от 0 до 

Из булевой алгебры известно, что всего суще-

ствует  -битовых булевых функций. Этот факт
также напрямую следует из Утверждения 1. Сле-
дует заметить, что формула (3), введенная для од-
нобитовых функций, также справедлива и для

-битовых функций. Таким образом, формула (3) –
есть математическое описание Утверждения 1.

Квантовые преобразования удобно представ-
лять в виде графических схем. Квантовые схемы
для четырех рассмотренных выше однобитовых
булевых функций представлены на рис. 2.

Функции , соответствующей тожде-
ственному преобразованию, отвечают просто два
“голых” квантовых провода. Функции  со-
ответствует действие на нижний кубит (регистр
результатов) безусловного оператора отрицания

 (NOT). Функции  отвечает очень важный
для квантовых вычислений логический элемент
условного отрицания CNOT – так называемое
управляемое (условное) – НЕ (Controlled-Not)
преобразование. Наконец, функции 
отвечает последовательное действие операторов
CNOT и  (NOT).

Сложение (по модулю два) двух булевых функ-
ций-столбцов, в соответствии с Утверждением 1,
сводится к умножению двух блочно-диагональ-

ных унитарных матриц. При этом матричное
тождество  соответствует булеву
тождеству 0 + 0 = 0; матричное соотношение

 соответствует булеву соотноше-
нию 0 + 1 = 1 + 0 = 1; наконец матричное тожде-
ство  соответствует булеву тожде-
ству 1 + 1 = 0. Здесь и далее в тексте, под знаком
суммы мы подразумеваем сложение по модулю 2.

Обозначим область определения  однобито-
вой булевой функции через одноименный век-

тор-столбец  Этот вектор будем рассмат-

ривать в качестве базисного вектора  двумерно-

го векторного пространства  В

качестве второго базисного вектора будет высту-

пать вектор-столбец  Булевой

функции, соответствующей вектору  отвечает
полином  коэффициенты ко-

торого образуют вектор-столбец  Здесь

I
X

( )= +diag ,fU fX fI

diag( )x
x

f

( ) .f x

f
f

I X
fU

fU n

2n I
X

( ) = 0f x I ( ) = 1f x
X x n

−2 1.n

22
n

n

n

=0 0f

=3 1f

X =1f x

= ⊕2 1f x

X

⋅ = =2I I I I

⋅ = ⋅ =I X X I X

⋅ = =2X X X I

x

 =  
 

0
.

1
x

1e
 = =  
 

1
0

.
1

e x

 = + =  
 

0
1

1 .
0

e x

0,e

+ = ⋅ + ⋅0 11 1 1 ,x x x
 =  
 

0
1

.
1

p

Рис. 2. Квантовые схемы для однобитовых булевых функций.

f0 = 0 f1 = x f2 = x ⊕ 1 f3 = 1

X X
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  – нулевая и первая степени век-

тора  А булевой функции, соответствую-

щей вектору  отвечает полином 
коэффициенты которого образуют вектор-стол-

бец  Выражение для базисных функций

 и  мы трактуем, прежде всего, как функции-
столбцы, отвечающие некоторым полиномам от

векторного аргумента  Само выражение

 можно трактовать, одновременно, и
традиционно, как числовую функцию:  при

 и  при  Удобство векторной за-
писи в том, что она представляет рассматривае-
мую логическую функцию целиком, как единый
объект. Удобство векторов-столбцов  и  в том,
что они представляют в качестве единых объектов
коэффициенты рассматриваемых полиномов.
Как мы увидим ниже, представленные элемен-
тарные соображения для однобитовых логиче-
ских функций позволят нам легко получать не-
тривиальные результаты в многобитовом случае,
фактически обеспечив автоматизацию соответ-
ствующих вычислений.

Базисные векторы-столбцы  и  объединен-
ные вместе, образуют единичную матрицу

Аналогично, векторы-столбцы  и  объеди-
ненные вместе, образуют следующую матрицу:

Базисные векторы  и , так же как и векто-
ры-столбцы  и , введенные нами для описа-
ния однобитовых функций, составляют основу и
для представления многобитовых функций. Та-
кое рассмотрение мы проведем с использованием
полиномов Жегалкина и соответствующих им
квантовых схем. Мы увидим, что использование
базисных векторов  и  позволяет нам просто и
наглядно выписать полином Жегалкина в анали-
тическом виде. В свою очередь, использование
векторов-столбцов  и  позволяет очевидным
образом автоматизировать весь процесс нахожде-
ния коэффициентов полинома Жегалкина, изба-
вив нас от громоздкой процедуры раскрытия ско-
бок и приведения подобных слагаемых.

3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОЛИНОМА 
ЖЕГАЛКИНА В ВИДЕ КВАНТОВОЙ СХЕМЫ

Перейдем к рассмотрению двухбитовых буле-
вых функций ( ). Развивая описание на языке
вектор-столбцов, логично определить двухбито-
вые базисные векторы через тензорное произве-
дение однобитовых векторов, например:

С другой стороны  для первого бита и  для второго бита, поэтому получаем сразу
следующий полином Жегалкина:

Справа мы представили полином Жегалкина в
лексикографическом порядке по показателям
степени (00, 01, 10, 11).

Используя, введенные ранее, вектор-столбцы
коэффициентов получаем тот же результат для
коэффициентов полинома Жегалкина:

Таким образом, вектору  соответствует столбец

 =  
 

0 1
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в таблице истинности и, одновременно, полином Жегалкина

коэффициенты которого есть

Трехкубитовая квантовая схема, отвечающая
данному полиному, представлена на рис. 3 слева.
Два верхних кубита отвечают области определения
функции, третий кубит – множеству значений.

Слагаемому  отвечает гейт CCNOT (два верх-
них кубита управляют нижним); слагаемому  от-
вечает гейт CNOT, в котором верхний кубит
управляет нижним; слагаемому  отвечает гейт
CNOT, в котором средний кубит управляет ниж-
ним; наконец слагаемому  отвечает однокубито-
вый гейт  (NOT), который действует на нижний
кубит. Аналогично, для трех оставшихся базисных
векторов получаем следующие выражения:

Мы видим, что векторы-столбцы   и
 в точности задают коэффициенты полиномов

Жегалкина, которые отвечают базисным двух-
битовым функциям    и  соответствен-
но. При этом, столбец  задает полином ,
столбец  определяет полином  и т.д. Все

рассматриваемые функции представлены гра-
фически на рис. 3.

Всего существует 16 двухбитовых булевых
функций (табл. 2). Мы описали 4 функции, кото-
рые являются базисными. Все остальные 12
функций могут быть представлены как суперпо-
зиции четырех базисных, например:
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Проводя то же самое вычисление на языке -векторов, сразу получаем правильный результат для
столбца коэффициентов полинома Жегалкина:

Заметим, что гейт, соответствующий полиному  сводится к действию двухкубитового
оператора CNOT (первый кубит управляет третьим) и действию однокубитового гейта  (NOT), кото-
рый действует на нижний кубит.

Полученные в настоящем разделе результаты можно сформулировать в виде следующих двух утвер-
ждений.

Утверждение 2 (алгоритм построения булевой функции в виде полинома Жегалкина)
Произвольная булева функция является суперпозицией базисных функций  =
=  Индексу  отвечает множитель  при  и множитель  при

. Столбец коэффициентов полинома Жегалкина задается при этом суммой тензор-
ных произведений -столбцов базисных функций  = . Индексу 
отвечает столбец  при  и столбец  при .

Утверждение 3 (о преобразовании полиномов Жегалкина в квантовые схемы)
Каждому полиному Жегалкина соответствует некоторая квантовая схема. Слагаемому 1
соответствует оператор , действующий на кубит результатов ; слагаемому отвечает
оператор CNOT с соответствующим управляющим кубитом; произведению из  булевых
аргументов  отвечает соответствующий оператор C(m)NOT, где   – чис-
ло битов в области определения.

Из Утверждения 3 следует, что каждому слага-
емому в полиноме Жегалкина сопоставляется не-
который гейт (вентиль). Перечислим все возмож-
ные вентили такого рода. Имеется  гейт X,
действующий непосредственно на кубит резуль-

татов, имеется  различных гейтов  
гейтов  и т.д. Таким образом, полный на-

бор базовых вентилей содержит  эле-
ментов. Каждый из элементов-вентилей может

p
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Таблица 2. Таблица истинности для 16 возможных двухбитовых булевых функций

0 0 1 0 0 0 1 1 1 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0

1 0

0 0 1 0 0 1 1 1 1 0
0 1 0 0 1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 0 1 0

1x 2x 00e 01e 10e 11e +00 01e e +00 10e e +00 11e e +01 10e e

1x 2x +01 11e e +10 11e e +00 1e +01 1e +10 1e +11 1e

Рис. 3. Квантовые схемы для двухбитовых базисных булевых функций.

e00 = x1x2 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1 e01 = x1x2 ⊕ x2 e10 = x1x2 ⊕ x1 e11 = x1x2

X
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либо входить, либо не входить в квантовую схему,

следовательно всего имеется  различных буле-
вых квантовых схем в полном соответствии с чис-
лом возможных булевых функций.

4. БУЛЕВЫ ФУНКЦИИ С МНОГОБИТОВЫМ 
МНОЖЕСТВОМ ЗНАЧЕНИЙ

До сих пор мы предполагали, что регистр мно-
жества значений  содержит только один кубит.
Рассмотрение можно легко обобщить на произ-
вольный случай, когда регистр множества значе-
ний  содержит произвольное число  кубитов.

В качестве примеров таких более сложных логи-
ческих элементов (гейтов) рассмотрим полусумма-
тор (half-adder) и сумматор (adder). Рассматривае-
мые элементы используются для реализации
устройств, производящих операцию сложения.
Оба гейта имеют двухкубитовый регистр множе-
ства значений ( ); при этом область определе-
ния полусумматора имеет два кубита ( ), а об-
ласть определения сумматора содержит три кубита
( ).

Состояние кубитов  и  множества значений
полусумматора в зависимости от состояния куби-
тов  и  области определения задается следую-
щими соотношениями:

Для сумматора аналогичные соотношения име-
ют вид:

На рис. 4 представлены квантовые схемы по-
лусумматора и сумматора.

22
n

y

y m

= 2m
= 2n

= 3n

1y 2y

1x 2x

= + =1 1 2 2 1 2, .y x x y x x

= + + = + +1 1 2 3 2 1 2 1 3 2 3, .y x x x y x x x x x x

Утверждение 1 о блочно-диагональном харак-
тере булевых преобразований может быть обоб-
щено на случай многобитового множества значе-
ний. Как было показано выше, в случае одноби-
тового множества значений в качестве блочных
матриц выступают следующие две матрицы раз-
мерности :   В общем случае
m-битового множества значений, в качестве
блочных матриц будут выступать уже матрицы
размерности  Например, в случае двухби-
тового множества значений в качестве блочных
матриц выступают следующие четыре матрицы
размерности :

×2 2 =0 ,u I =1 .u X

×2 2 .m m

×4 4

= ⊗ = ⊗ = ⊗ = ⊗ = ⊗ = ⊗ = ⊗ = ⊗00 0 0 01 0 1 10 1 0 11 1 1, , , .u u u I I u u u I X u u u X I u u u X X

Здесь нижние индексы матриц идентифицируют
значения битов множества значений булевой
функции. Сказанное делает очевидным построе-
ние блочных матриц и в более сложных случаях.

Представленные выше рассуждения совмест-
но со знанием таблиц истинности (табл. 3, 4) поз-
воляют легко построить унитарные матрицы пре-
образований для произвольных булевых функций

Рис. 4. Квантовые схемы полусумматора (слева) и сумматора (справа).

x1

x2

y1

y2

x1

x2

x3

y1

y2

Таблица 3. Таблица истинности для полусумматора

0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

1x 2x = +1 1 2y x x =2 1 2y x x

Таблица 4. Таблица истинности для сумматора

0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

1x 2x 3x = + +1 1 2 3y x x x = + +2 1 2 1 3 2 3y x x x x x x
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с n-битовой областью определения и m-битовым
множеством значений.

В общем случае булевой функции с n-битовой
областью определения и m-битовым множеством
значений унитарная матрица преобразования 

действует на состояния регистра из  кубит и

имеет размерность соответственно 

Представленное выше Утверждение 1 можно
обобщить следующим образом.

Утверждение 1А (о блочно-диагональном характере булевых преобразований с n-битовой областью
определения и m-битовым множеством значений)

Унитарная матрица, отвечающая булевой функции, имеет блочно-диагональный вид,
причем значениям функции  соответствует матрица  где

  Предполагается, как и раньше, что значения аргумента  для n-битовой об-
ласти определения упорядочены в порядке возрастания от 0 до 

Заметим также, что в случае, когда регистр
множества значений  содержит произвольное
число m кубитов, в таблице истинности возникает
m булевых столбцов значений функции. К каждо-
му такому столбцу непосредственно применимы
Утверждения 2 и 3. Это свойство уже фактически
было использовано нами в изображениях кванто-
вых схем для полусумматора и сумматора.

Для Утверждения 1А можно получить аналог
формулы (3). Если булева функция имеет m-бито-
вую область значений ( ), то легко ви-
деть, что итоговое квантовое преобразование 
основано на преобразованиях, полученных из со-
ставляющих исходной функции 
Первые элементы тензорных произведений на

главной диагонали матрицы  представляют со-
бой диагональ матрицы  вторые элементы в
тензорном произведении – диагональ матрицы

 и т.д. Данный факт может быть описан мате-
матически следующим образом:

(4)

где  – операция умножения
Хатри-Рао [17], которая по сути является поэле-
ментным тензорным умножение для блочных
матриц. То есть формула (4) является произведе-
нием (в смысле Хатри-Рао) формул (3) для каждой
из функций  Следовательно, формула (4)
может быть переписана в следующем виде:

Проведя несложные вычисления, получим итоговую формулу:

Или в более сокращенном виде:

(5)

В случае если мы имеем дело с однобитовой функцией ( ), данная формула сводится к формуле (3).

5. ОБОБЩЕНИЕ НА СЛУЧАЙ 
МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ

Перед рассмотрением общего случая много-
значной логики, подробно рассмотрим трехзнач-
ную логику. Вместо битов/кубитов используются
триты/кутриты. Если мы рассматриваем функ-

ции с n-тритной областью определения, то всего
можно составить  различных функции.

В случае битовых функций мы имели дело с
операцией инвертирования. Для функций много-
значной логики вводятся операции сдвига. Для
трехзначной логики – операции сдвига соответ-
ственно на 0, 1 и 2 представляются в виде матриц:

fU
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Матрица  обеспечивает сдвиг на 1

(
В обозначениях Дирака эти переходы можно за-
писать следующим образом:

Аналогично, матрица  обеспечивает сдвиг на 2

В этом случае имеем:

Нетрудно проверить справедливость следующих
тождеств:

Можно заметить, что действие оператора 
оказывается аналогичным повороту плоскости на
120 градусов. Три таких поворота, осуществлен-
ные последовательно, приводят к тождественно-
му преобразованию.

Оказывается, что такое наглядное качествен-
ное геометрическое представление можно строго
формализовать. Введем для этого посредством
матричной экспоненты следующее унитарное
преобразование:  Здесь  – угол
поворота, а  – эрмитов оператор, который нуж-

но подобрать таким образом, чтобы при 

(120 градусов) преобразование превращалось в ,
поэтому:

Вычисление главного матричного логарифма
от  приводит к следующему результату для опе-
ратора :

Замечательно, что полученная в результате мат-
рица  есть эрмитов оператор, задающий проек-
цию спина 1 на некоторое выделенное направле-
ние. Путем явного вычисления матричной экспо-

ненты  можно показать, что для

угла поворота в 120 градусов  действитель-

но получаем оператор  :

Аналогично, для угла поворота в 240 градусов по-
лучаем оператор , а для углов в 0 и 360 градусов –
тождественное преобразование.

Собственные значения оператора  есть m =
= –1,0,1. Эти числа соответствуют возможным
значениям проекции спина и, таким образом, ну-
меруют возможные состояния, в которых может на-
ходиться частица со спином 1 (в нашем случае- это
трехуровневый логический элемент). Традицион-
ный номер логического состояния отличается от
спиновой проекции на единицу: 

Заметим наконец, что представленная матрич-
ная экспонента имеет смысл для произвольного
угла поворота . В этом общем случае, в результа-
те преобразования, система оказывается в супер-
позиции всех трех базисных состояний. Пусть,
например, система первоначально находилась в
состоянии  Рассмотрим преобразование, отве-

чающее углу  (60 градусов). Это преобразо-

вание условно можно назвать “сдвигом на 1/2”,
поскольку отвечает половине от угла, задающего
сдвиг на 1. Можно показать, что в результате дан-
ного преобразования возникнет следующее со-
стояние, которое является суперпозицией всех
трех возможных состояний:

Полученные коэффициенты разложения задают
амплитуды вероятности. Понятно, что рассматри-
ваемый общий случай преобразования соответству-
ет переходу от традиционной классической дис-
кретной математики к квантовой информатике.

Зная таблицу истинности для заданной функ-
ции, можно легко построить ее унитарное пред-
ставление, которое, как и в случае обычной двоич-
ной логики, будет блочно-диагональным (только
теперь элементарные блоки – это матрицы ).

Утверждение 1Б (о блочно-диагональном характере булевых преобразований в приложении к тро-
ичной логике)

Унитарная матрица, отвечающая булевой функции, имеет блочно-диагональный вид, при-
чем значениям функции  соответствует матрица  значениям функции

 соответствует матрица , а значениям функции  соответствует матрица .
Предполагается, что значения аргумента  для функции от  аргументов упорядочены в
порядке возрастания от 0 до 
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( )→ → →0 2 , 1 0 , 2 1 .

= + +2 2 0 0 1 1 2 .T

= = =2 3
1 2 1 0, .T T T T I

1T

( )= − θexp .T iS θ
S

πθ = 2
3
1T

( ) π= −1
2ln .
3

T i S

1T
S

− 
 = −
  − 

0 1 1
1 0 1 .

3 1 1 0

iS

S

( )= − θexpT iS

( )πθ = 2
3

1T

( )π= −1
2exp .
3

T i S

2T

S

= + =1 0,1,2.x m

θ

0 .
πθ =
3

ψ = + −2 2 10 1 2 .
3 3 3

×3 3

( ) = 0f x =0 ,T I
( ) = 1f x 1T ( ) = 2f x 2T

x n
−3 1.n
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Для данного утверждения легко построить формулу, аналогичную формуле (3) для Утверждения 1:

(6)

где  – двоичный массив (маска) длины , где единица на i-ой позиции означает, что элемент 
равен , а ноль на i-ой позиции означает, что  не равен .

Для формирования базисных функций следует рассмотреть степени вектора  от 0 до 2 (рассматри-
ваем арифметические операции по модулю 3).

Векторы-столбцы  и  объединим в единую матрицу:

Стандартные базисные функции можно представить в виде суперпозиции столбцов  и :

В полной аналогией с рассмотренной выше двузначной логикой, введем векторы-столбцы   и
 содержащие коэффициенты полиномов Жегалкина для функций   и  соответственно.

Объединим рассматриваемые столбцы в единую матрицу:

Рассматриваемая матрица  является обрат-
ной по отношению к матрице Q, т.е. 
(результат матричного умножения рассматрива-
ется по модулю 3). Это условие справедливо и для
двухзначной логики (в этом случае матрицы  и

 совпадают).
Теперь перейдем к общему случаю – рассмот-

рим k-значную логику. В этом случае, для форми-
рования базисных функций следует рассмотреть
степени вектор а  от 0 до  Соответствующий
набор будет полным в том и только том случае,
когда  – простое число [2]. В остальном,
рассмотрение аналогично представленному вы-
ше случаю 

В k-значной логике рассматриваются функ-
ции от произвольного числа переменных ( ) с ко-

личеством логических уровней k, где  – простое
число. Пусть логическая функция представляет
собой столбец из  чисел, заданных в лексико-
графическом порядке. При этом каждое из  ло-
гических значений функции есть целое число от 0
до 

Пусть столбец логических значений есть

На основе степеней  от 0 до  строится мат-
рица  размерности :  Для

( )= ⋅ + ⋅ + ⋅0 0 1 1 2 2diag ( ) ( ) ( ) ,fU m f T m f T m f T

( )xm f 3n
if

x if x
x

       
       = = = = =
              
       

0 1 2
0 1 0 0
1 , 1 , 1 , 1 .
2 1 2 1

x x x x x

0,x 1x 2x

 
  = =    
 

0 1 2
1 0 0
1 1 1 .
1 2 1

Q x x x

0,x 1x 2x

   
   = = + = ⋅ + ⋅ + = = + = ⋅ + ⋅ +
      
   

 
 = = + = ⋅ + ⋅ +
  
 

2 0 1 2 2 0 1 2
0 1

2 0 1 2
2

1 0
0 1 2 1 0 2 , 1 2 2 0 2 2 ,
0 0

0
0 2 0 1 2 .
1

e x x x x e x x x x x

e x x x x x

0,p 1p
2,p 0,e 1e 2e

     
     = = =
          
     

0 1 2

1 0 0
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2 2 2

p p p

[ ]
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P
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P
Q
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n

k
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0
1

.
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матрицы  строится обратная к ней матрица .
Таким образом, при вычислениях по модулю ,
справедливо тождество:  (результат
матричного умножения рассматривается по мо-
дулю k). При нахождении коэффициентов по-
линома Жегалкина ключевую роль играют

столбцы матрицы :  Заметим,
что для того, чтобы матрица  была неособен-
ной и соответственно существовала обратная
матрица, необходимо и достаточно, чтобы чис-
ло k, определяющее размерность логики, было
простым.

Утверждение 1 в общем случае (о блочно-диагональном характере булевых преобразований в прило-
жении к k-уровневой логике)

Унитарная матрица, отвечающая булевой функции, имеет блочно-диагональный вид, при-
чем значениям функции  соответствует матрица  значениям функции

 соответствует матрица , значениям функции  соответствует матрица 
и т.д., где  – описанный выше оператор сдвига на . Предполагается, что значения аргу-
мента  для функции от  аргументов упорядочены в порядке возрастания от 0 до 

Математически данное утверждение выглядит следующим образом (по аналогии с (6)):

(7)

Утверждение 2 в общем случае (алгоритм построения булевой функции в виде полинома Жегалкина)

Столбец  размерности  определяющий коэффициенты полинома Жегалкина, зада-
ется суммой тензорных произведений -столбцов  по всем
строкам таблицы истинности с весами, равными значениям логической функции  в рас-
сматриваемых строках. Логическому индексу  ( ) отвечает столбец , т.е.
получаем столбец  при ,  при , …,  при 

Возникающий в результате столбец a, опреде-
ляющий коэффициенты полинома Жегалкина,
также оказывается представленным в лексико-
графическом порядке в отношении показателей
степени переменных 

Представленное Утверждение 2 задает алго-
ритм преобразования столбца логической функ-
ции f в столбец a коэффициентов полинома Же-
галкина. При этом используются столбцы матри-
цы P, а в качестве весов фигурируют значения
логической функции f.

Можно показать, что обратному преобразова-
нию, которое осуществляет переход от столбца a
коэффициентов полинома Жегалкина к значени-
ям логической функции f, соответствует использо-
вание столбцов матрицы  совместно с элемента-
ми столбца a в качестве весов. Последовательное
применение рассматриваемых преобразований
(прямого и обратного) приводит к тождественно-
му преобразованию.

Таким образом, между функциями-столбцами
f и  имеет место дуализм – своеобразное отноше-
ние двойственности, которое можно представить
в следующем символьном виде:

Либо:

Будем говорить, что первое из представленных
выражений задает  – преобразование, второе –

-преобразование.  – преобразование позволяет
найти столбец коэффициентов полинома Жегал-
кина  по известной булевой функции . -пре-
образование, напротив, позволяет найти булеву
функцию  по известному столбцу коэффициен-
тов полинома Жегалкина .

В случае обычной двухуровневой логики 
поэтому

В этом случае в результате многократного при-
менения -преобразования столбцы  и  пооче-
редно переходят друг в друга. Таким образом, в слу-
чае двухуровневой логики столбец истинности 
сам может рассматриваться как столбец коэффици-
ентов полинома Жегалкина для функции .

Представленные здесь методы и алгоритмы
были апробированы нами для логик с размерно-
стями, задаваемыми следующими простыми чис-
лами:  и . Соответству-
ющие им матрицы  представлены в приложе-
нии. Программный код на языке Matlab для расчета
этих матриц может быть найден на репозитории
https://github.com/PQCLab/DiscreteMath.

Q P
k

= =QP PQ I

P [ ]−= 0 1... .kP p p
Q

( ) = 0f x =0 ,T I
( ) = 1f x 1T ( ) = 2f x 2T

iT i
x n − 1.nk

−

=

 
= ⋅ 

 


1

0
diag ( ) .
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f i i
i

U m f T

a ,nk
p = ⊗ ⊗ ⊗

1 2 1 2... ...
n nj j j j j jp p p p

f
mj = −0,1,.., 1mj k
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0p = 0mj 1p = 1mj −1kp = − 1.mj k

1,..., .nx x

Q

a
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Q
f a
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a f Q
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6. ВЫВОДЫ

Представленные методы и алгоритмы наглядно
демонстрируют глубокую связь между классиче-
ской дискретной математикой и квантовой инфор-
матикой. Разработанные нами методы и алгорит-
мы позволяют рассмотреть унитарные квантовые
представления для произвольных булевых функ-
ции с многобитовыми областями определения и
многобитовыми множествами значений. Подроб-
но описана связь полиномов Жегалкина и схем
квантовой логики. Выполнено обобщение разра-
ботанной теории на случай многозначных ( -
значных) логик, когда -простое число

Разработанные методы и алгоритмы имеют су-
щественное значение для перехода от классиче-
ской машинной логики к квантовым компьюте-
рам. Автоматизация построения квантовых схем
является важной проблемой при реализации пол-
ноценных квантовых вычислительных устройств.
Наш подход, позволяет существенно упростить
эту процедуру для квантовых преобразований,
основанных на использовании классических бу-
левых функций.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Здесь представлены матрицы , состоящие из коэффициентов полиномов Жегалкина для различ-
ных уровней логик.
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:

:

:

= 17k

=

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 16 8 11 4 10 14 12 2
0 16 4 15 1 2 8 9 1
0 16 2 5 13 14 7 11
0 16 1 13 16 13 4 4
0 16 9 10 4 6 12 3
0 16 13 9 1 8 2 15
0 16 15 3 13 5 6 7
0 16 16 1 16 1 1 1
0 16 8 6 4 7 3 5
0 16 4 2 1 15 9 8
0 16 2 12 13 3 10 6
0 16 1 4 16 4 13 13
0 16 9 7 4 11 5 14
0 16 13 8 1 9 15 2
0 16 15 14 13 12 11 10
16 16 16 16 16 16 16 16

P

0 0 0 0 0 0 0 0
15 5 3 7 13 6 9 1

3 13 9 8 2 1 15 4 16
8 9 6 10 3 4 12 15 1
1 1 4 4 13 16 13 1 16
15 2 14 5 11 13 7 8 1
4 4 15 2 8 1 9 13 16
9 8 10 11 12 4 14 2 1
16 16 1 1 1 16 1 16 16
2 15 12 14 10 13 11 9
13 13 8 9 15 1 2 4
8 9 11 7 14 4 5 15
1 1 13 13 4 16 4 1
15 2 3 12 6 13 10 8
4 4 2 15 9 1 8 13
9 8 7 6 5 4 3 2
16 16 16 16 16 16 16 16

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
16
1
16
1
16
1
16

= 19k

=

1 0 0 0 0 0 0
0 18 9 6 14 15 3
0 18 14 2 13 3 10
0 18 7 7 8 12 8
0 18 13 15 2 10 14
0 18 16 5 10 2 15
0 18 8 8 12 8 12
0 18 4 9 3 13 2
0 18 2 3 15 14 13
0 18 1 1 18 18 18
0 18 10 13 14 15 3
0 18 5 17 13 3 10
0 18 12 12 8 12 8
0 18 6 4 2 10 14
0 18 3 14 10 2 1
0 18 11 11 12 8
0 18 15 10 3 13
0 18 17 16 15 14
18 18 18 18 18 18

P

0 0 0 0 0 0 0
8 7 2 17 12 11 16
12 8 15 15 8 12 10
18 1 8 11 18 1 11
8 12 3 3 12 8 14
12 11 13 6 8 7 4
18 18 12 12 18 18 12
8 7 14 5 12 11 17
12 8 10 10 8 12 1
18 1 18 1 18 1
8 12 2 2 12 8
12 11 15 4 8 7
18 18 8 8 18 18
8 7 3 16 12 11

5 12 8 13 13 8 12
12 18 1 12 7 18 1
2 8 12 14 14 12 8
13 12 11 10 9 8 7
18 18 18 18 18 18 18

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 















 

0 0 0 0 0
4 5 13 10 1
3 13 2 14 18
7 11 12 12 1
10 2 15 13 18
17 9 14 3 1
8 12 8 8 18
6 16 10 15 1

3 14 15 3 2 18
1 1 1 18 18 1
3 15 14 13 10 18
9 16 6 2 14 1
8 12 8 12 12 18
5 9 17 15 13 1
15 2 10 14 3 18
7 11 7 8 8 1
2 13 3 10 15 18
6 5 4 3 2 1
18 18 18 18 18 18

















= 23k



МИКРОЭЛЕКТРОНИКА  том 49  № 1  2020

О СВЯЗИ БУЛЕВОЙ АЛГЕБРЫ С КВАНТОВОЙ ИНФОРМАТИКОЙ 17

k = 29:

 

=

1 0 0 0 0 0

0 22 11 15 17 9

0 22 17 5 10 11

0 22 20 17 14 16

0 22 10 21 15

0 22 5 7 21

0 22 14 10 11

0 22 7 11 20

0 22 15 19 5

0 22 19 14 7

0 22 21 20 19

0 22 22 22 22

0 22 11 15 17

0 22 17 5 10

0 22 20 17 14

0 22 10 21 15

0 22 5 7 21

0 22 14 10 11

0 22 7 11 20

0 22 15 19 5

0 22 19 14 7

0 22 21 20 19

22 22 22 22 22

P

0 0 0 0 0

19 13 20 5 16

7 15 14 21 20

5 12 19 10 2

17 20 5 11 19 14

8 11 4 10 20 6

20 21 17 7 15 19

4 15 9 21 17

10 14 21 17 7

2 10 3 5 11

5 17 7 15 14

1 22 1 22 22

14 19 10 20 5

12 7 8 14 21

7 5 11 19 10

6 20 18 11 19

15 11 19 10 20

3 21 6 7 15

19 15 14 21 17

13 14 2 17 7

21 10 20 5 11

18 17 16 15 14

22 22 22 22 22

0 0 0 0 0

2 21 7 18 3

19 19 20 21 14

8 15 21 13 4

7 7 14 19 11

9 14 17 3 13

5 5 19 15 7

18 13 10 5 6 2

11 20 20 11 7 17

8 6 17 15 12 18

10 11 11 10 14 15

1 1 22 22 1 1

7 21 21 7 5 20

3 4 19 20 2 9

21 15 15 21 10

9 16 7 14 4

17 14 14 17 20

4 18 5 19 8

5 10 10 5 17

12 3 20 11 16

15 17 17 15 11

13 12 11 10 9

22 22 22 22 22

0 0 0 0 0

10 4 14 6 8

15 7 11 10 5

11 18 7 9 6

5 20 17 15 21

19 12 15 2 16

17 21 20 11 10

14 8 19 3 12

21 14 10 5 19

20 13 21 16 9

7 17 5 19 20

22 1 22 1 1

10 19 14 17 15

15 16 11 13 18

19 11 5 7 14 17

12 5 3 17 8 2

10 19 11 15 21 7

16 17 2 20 12 13

21 14 15 19 20 11

6 21 9 10 18 4

5 20 10 21 7

8 7 6 5 4

22 22 22 22 22

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0

12 1

17 22

3 1

10 22

18 1

14 22

16 1

15 22

4 1

21 22

1 1

11 22

6 1

20 22

13 1

5 22

9 1

7 22

8 1

14 19 22

3 2 1

22 22 22



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


