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ДРОБНО-КВАДРАТИЧНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ И ИНВАРИАНТНЫЕ 
СВОЙСТВА КРИВОЙ НАМАГНИЧИВАНИЯ NICKEL STEEL CARPENTER 49
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Предложен обоснованный класс зависимостей для формальной аппроксимации статических харак-
теристик различных электронных приборов на основе теории нелинейных цепей. Зависимости
представляют простые дробно-линейные и дробно-квадратичные выражения (частный случай ра-
циональных функций), удобные для инженерных расчетов. С другой стороны, эти зависимости ин-
терпретируются как проективные преобразования в терминах проективной геометрии. Проектив-
ные преобразования сохраняют инвариант – сложное отношение (двойная пропорция) четырех вы-
борок изменяемых параметров режима (токи, сопротивления, напряжение). Привлекательным
свойством сложного отношения является взаимное сокращение погрешностей измерения парамет-
ров режима. Отсюда следуют прямые формулы перерасчета параметров режима, которые обладают
групповыми свойствами. Рассмотрен пример аппроксимации характеристики намагничивания и
относительной магнитной проницаемости Nickel Steel Carpenter 49, установлены инварианты для
индукции и магнитной проницаемости. Полученные результаты представляют интерес для различ-
ных областей электроники и спинтроники.
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ВВЕДЕНИЕ

При разработке различных радиоэлектронных
устройств необходимы упрощенные математиче-
ские модели вольтамперных характеристик ВАХ
используемых электронных приборов [1, 2]. Тра-
диционно такими приборами являются транзисто-
ры разных типов, фотоэлектрические преобразо-
ватели, электронные ламы и другие электронные
компоненты [3–5]. В настоящее время ведутся раз-
работки и исследования приборов спинтроники
(транзисторы, сенсоры, сверхпроводящие вентили,
которые характеризуются высокой чувствительно-
стью к управляющему магнитному полю) [6–9].

Теоретические ВАХ, полученные из анализа
физических моделей приборов приводят к слож-
ным аналитическим выражениям и необходимо-
сти упрощающей аппроксимации. Такой под-
ход в большей степени характерен для транзи-
сторов [10, 11]. Для приборов с ферро магнитными

материалами чаще всего применяется непосред-
ственно формальная аппроксимация [12], позво-
ляющая получить явные выражения, с той или
иной точностью описывающие фактические кри-
вые [13]. Сравнение различных выражений про-
ведено в [14–16].

Несмотря на многообразие электронных при-
боров и разные физические принципы их работы,
можно отметить подобие ВАХ, в связи с чем воз-
никает задача обобщения и унификации моделей
приборов. Так, например, в [17] вводится понятие
обобщенного экспоненциального элемента, ко-
торый описывает характеристики таких элек-
тронных приборов, как ламповый диод, полупро-
водниковые диоды и транзисторы. Предложены
единые аппроксимации для полевых и биполяр-
ных транзисторов, ламповых приборов [18]. Так-
же рассматривается задача поиска “универсаль-
ной” аналитической функции, которая была бы
относительно простой, включала ряд параметров,
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вариации которых обеспечивали бы необходи-
мую гибкость в изменении ее формы [19]. Для ап-
проксимаций широко используется гиперболи-
ческий тангенс [1, 20].

Подобные функции известны для представле-
ния кривых намагничивания и петли гистерези-
са [21]. В частности, привлекают внимание раци-
ональные функции разных порядков, позволяю-
щие описать кривую намагничивания в широкой
области изменения напряженности магнитного
поля [22–27].

Анализ многообразия аппроксимирующих
функций показывает, что формальный характер и
отсутствие физического смысла входящих пара-
метров не позволяет целенаправленно их моди-
фицировать. Достаточно сложные выражения за-
трудняют проведение аналитических инженерных
расчетов.

В связи с изложенными вопросами, актуальна
задача поиска физически обоснованного базового
подхода, который дал бы целый класс удобных для
инженерной практики зависимостей для описа-
ния характеристик различных электронных при-
боров.

Если абстрагироваться от физики процессов,
все эти приборы – нелинейные элементы (сопро-
тивления, активные двухполюсники) электриче-
ских цепей. Так, например, разрабатывается схе-
ма замещения нелинейного или управляемого
двухполюсника [28]. В частности, базовый подход
можно рассматривать на основе теории нелиней-
ных цепей [29] – в этом случае получается обос-
нованный класс кривых и удобных дробно линей-
ных (гиперболических) и дробно квадратичных
выражений, как частный случай рациональных
функций второго порядка.

Далее, дробно квадратичные и более простые
дробно линейные выражения представляют про-
ективные преобразования (перемещения точек,
линий и т.д.) в терминах проективной геометрии.
Предложенный в работе метод анализа соответ-
ствующих электрических цепей использует по-
добные преобразования.

Проективные преобразования сохраняют ин-
вариант – сложное отношение (двойная пропор-
ция) четырех выборок параметров режима (напри-
мер, токи и сопротивления) в разных участках це-
пи. В качестве трех выборок удобно использовать
характерные значения параметров режима (ко-
роткое замыкание, холостой ход и т.д.), которые
задаются на качественном уровне, а четвертой
выборкой является текущее значение параметра.
Изменения фактических значений параметров ре-
жима вводятся иным образом в отличие, от как бы
очевидных, но формальных изменений в виде
приращений. В прикладном плане получаем, на-
пример, измерение сопротивления нагрузки на
выходе цепи через токи на входе. В этом случае

привлекает внимание структура выражения слож-
ного отношения – ошибки измерения входных
токов взаимно сокращаются. В частности, метод
сложного отношения позволяет повысить точ-
ность средств измерения с дробно – линейной
шкалой [30, 31].

В настоящей работе приводится сам базовый
подход, полученные функции, их инварианты, по-
добие к характеристикам ряда электронных при-
боров. Рассмотрен пример аппроксимации кривой
намагничивания и магнитной проницаемости
магнитного материала Nickel Steel Carpenter 49
дробно квадратичными выражениями, определя-
ются соответствующие инварианты.

БАЗОВЫЙ ПОДХОД
И ОБОСНОВАНИЕ ДРОБНО-

КВАДРАТИЧНОЙ АППРОКСИМАЦИИ
В теории электрических цепей рассматрива-

ются традиционные источники энергии как ис-
точники напряжения и/или тока с линейной
вольт-амперной характеристикой ВАХ. Также раз-
виваются представления об источниках энергии с
самоограничением тока нагрузки [29]. Такой ис-
точник или активный двухполюсник имеет ВАХ
характерного вида – кривая 1 на рис. 1.

В первом квадранте активный двухполюсник
отдает энергию, а его ВАХ имеет выпуклый ха-
рактер относительно линейной характеристики 2.
В этом случае режим меняется от короткого за-
мыкания SC (напряжение нагрузки V = 0, а ток
соответствует ISC) до холостого хода OC, когда на-
пряжение нагрузки соответствует VOC. Во втором
и четвертом квадрантах активный двухполюсник
уже потребляет энергию, но происходит ограни-
чение тока даже при увеличении напряжения на-
грузки. В зависимости от степени выпуклости,
кривая 1 приближается к линии 2 или ступенча-
той характеристике 3. Горизонтальный участок
характеристики 3 соответствует идеальному ис-
точнику тока ISC, а вертикальный участок – иде-
альному источнику напряжения VOC.

Наличие таких точек характерных режимов,
как SC и OC, позволяет рассматривать активный
двухполюсник с самоограничением тока нагруз-
ки как эквивалентный генератор с нелинейным
внутренним сопротивлением Ri на рис. 2.

Пусть режим меняется от короткого замыка-
ния SC до холостого хода OC за счет изменения
сопротивления нагрузки RL – тогда увеличивает-
ся напряжение нагрузки V, но ток нагрузки I(V)
незначительно уменьшается из-за большого зна-
чения сопротивления . При дальнейшем
увеличении сопротивления нагрузки, уже напря-
жение нагрузки  изменяется незна-
чительно из-за малого значения сопротивления

>i LR R

0
OCV V V≤ =
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. Таким образом, в зависимость от значе-
ния параметра A, прямая линия 1 может прибли-
жаться к прямой 2 или к прямой 3.

Соответствующее уравнение ВАХ имеет вид

Это дробно-линейное выражение соответствует
уравнению гиперболы. Параметр A определяет сте-
пень выпуклости кривой 1 на рис. 1 для области

. Если , кривая 1 вырождается в пря-
мую 2. Если , получается линия 3. Аналогич-
ное выражение получается для области .

Две прямые линии 1 можем заменить одной
ветвью гиперболы 4. Тогда получается симмет-
ричная характеристика на рис. 3а, которая соот-
ветствует выражению с одним параметром a

i LR R<

( ) 1
.

OC
SC

OC

V V
I V I A

A V V

−
=

−

OCV V≤ A → ∞
1A =

OCV V≥

Эта зависимость близка к типовой передаточной
характеристике полевого MOSFET транзистора и
ее аппроксимации через гиперболический тан-
генс [1]. Представляет интерес подобие этой кри-
вой к изменению сопротивления сверхпроводя-
щих структур в зависимости от температуры,
магнитного поля, подобие к кривой гистерези-
са [32, 33] и амплитудной характеристики СВЧ
транзисторного усилителя многочастотных сиг-
налов [34, 35].

Обобщение и видоизменение характеристик
активного двухполюсника проводится за счет из-
менения положения гиперболы 4 на рис. 2. Так,
несимметричная характеристика на рис. 3а пред-
ставляет дробно-квадратичное выражение с дву-
мя параметрами a, c

( )

( )
02

, .
1

OC
ii

iSC
OC

i

V aVI V V V V
AI V aV

= = −
+

Рис. 1. Типичные нагрузочные характеристики активного двухполюсника. 1 – выпуклая, 2 – линейная, 3 – ступенчатая.
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Рис. 2. Эквивалентный генератор активного двухполюсника и зависимости его внутреннего сопротивления. 1 – само-

ограничение тока для области  и 2 – реальный источник напряжения, 3 – идеальный источник тока, 4 – са-
моограничение тока во всей области напряжения.
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(1)
2 2

2
2 .

1
i

c IV
I aI

=
− + +

В свою очередь, двузначные характеристики на
рис. 3б соответствуют выражениям

( )
( ) ( )

2

2 2

1 2
, .

2 11 1
i iM i i iM

iM iM iMi iM i iM

V V R V VI
V R RV V V V

= =
+ +

Эти кривые совпадают с зависимостями для ампли-
тудной характеристики усилителя многочастотных
сигналов на лампах бегущей волны [36, 37].

КРИВАЯ НАМАГНИЧИВАНИЯ
НИКЕЛЯ КАК НЕСИММЕТРИЧНАЯ 

ХАРАКТЕРИСТИКА

Графики зависимостей индукции  и от-
носительной магнитной проницаемости 
Nickel Steel Carpenter 49 от напряженности маг-
нитного поля [38] представлены на рис. 4. Учиты-
вая высокую чувствительность приборов спин-
троники к магнитному полю, напряженность по-
ля ограничиваем значением порядка 40–100 А/М.
Даже в этом случае проявляется участок насыще-
ния значений индукции.

Рассмотрим особенности кривой намагничива-
ния, что позволит обосновать выбор аппроксими-
рующей функции. На начальном участке проявля-
ется характерный изгиб кривой. Поэтому использу-
ем однозначную несимметричную характеристику
на рис. 3а.

( )B H
( )r Hμ

Выражение (1) в данном случае примет вид

(2)

Привычное прямое выражение  соответству-
ет решению квадратного уравнения (2), но для
простоты и большей наглядности будем исполь-
зовать обратную зависимость в виде

(3)

Методом выбранных двух точек определяем ко-
эффициенты аппроксимации a, c (см. табл. 1).

Точка 1 соответствует максимальным значе-
ниям в выбранной рабочей области, а точка 2 –

2 2
2

2 .
1

c BH
B aB

=
− + +

( )B H

( )
2

.
1

cBH B
B aB

=
− + +

Рис. 3. Типичные нагрузочные характеристики. (a) Однозначные: симметричная и несимметричная, (б) двузначные.

0 Vi

1/RiM

1/Ri

0

(а) (б)

ViViM

I

0 Vi

I

0

Vi

I

Таблица 1. Выбранные значения параметров для
определения двух коэффициентов аппроксимации

Точка 1 2

H 41.9326 19.223
B 1.1507 1.01128
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промежуточная. Совмещенные графики представ-
лены на рис. 5а.

Как видно, аппроксимирующая кривая не про-
являет изгиб в начальной области, хотя этот изгиб
должен быть. Для этого надо использовать третью
точку в отрицательной области значений этой кри-
вой, поэтому вводим три коэффициента аппрок-
симации a, b, c согласно выражению

(4)

Методом выбранных трех точек определяем ко-
эффициенты аппроксимации a, b, c (см. табл. 2).

Подбор значения B для точки 3 обеспечивает
необходимый изгиб. Совмещенные графики пред-
ставлены на рис. 5б. Как видно, погрешность по H
для  составляет величину порядка 15%, по-
этому надо увеличить выпуклость кривой (4).

Вариант 1. Используем выражение (4) без зна-
ка радикала в виде

(5)

Методом выбранных трех точек, согласно табл. 2,
определяем коэффициенты аппроксимации. Сов-
мещенные графики представлены на рис. 5в. Как
видно, кривые хорошо совпадают даже для H >

 А/м, но погрешность по H для  Т со-
ставляет величину порядка 5%. Чтобы умень-
шить погрешность, уменьшим значения точки 1
в табл. 2. Пусть  . Совме-
щенные графики представлены на рис. 5г.

Как видно, кривые хорошо совпадают даже для
заданного значения  А/м, а погрешность по
H для  Т составляет величину порядка 3%.

Вариант 2. Обращает на себя внимание связь
значений коэффициентов a, b. Можно положить,
что . Тогда выражение (5) примет вид

(6)

Методом выбранных двух точек, согласно табл. 3,
определяем коэффициенты аппроксимации.

Совмещенные графики представлены на рис. 5д.
Погрешность по H для  Т составляет вели-
чину порядка 4%.Таким образом, получена впол-
не удовлетворительная для инженерной практи-
ки простая аппроксимация. Далее используем это
вариант.

АППРОКСИМАЦИЯ
МАГНИТНОЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ

Из уравнения (6) следует прямое выражение

(7)

Тогда абсолютная магнитная проницаемость

(8)

( )
2

.cBH B
B aB b

=
− + +

0.6B =

( )
2 .cBH B

B aB b
=

− + +

40> 0.8B =

1.0945B = 28.9693H =

40H =
0.8B =

1b a= −

( )
( )2 .

1
cBH B

B aB a
=

− + + −

0.8B =

( ) ( ) ( ) ( )2 4 1 .
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Рис. 4. Зависимости индукции и относительной магнитной проницаемости от напряженности магнитного поля для
Nickel Steel Carpenter 49.

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4
B, T

100
H, А/М

806040200

1000

2000

3000

4000

μr

100
H, А/М

806040200



140

МИКРОЭЛЕКТРОНИКА  том 50  № 2  2021

ПЕНИН и др.

Рис. 5. Совмещенные графики зависимостей напряженности от индукции; сплошная линия – фактическая зависи-
мость, штриховая линия – с коэффициентами аппроксимации. (а) Два коэффициента ; (б) три
коэффициента , , ; (в) три коэффициента , , ;
(г) три коэффициента ; (д) два коэффициента .
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Для полученных коэффициентов аппроксимации
,  построим график зависи-

мости (8), совмещенный по масштабу с фактиче-
ской относительной проницаемостью на рис. 6.

1.14594a = 5.3533c =
Как видно, получается хорошее совпадение

кривых даже в расширенной области по H.
Для дальнейшего анализа выразим магнитную

проницаемость через индукцию,

(9)

Графики этой параболы и исходной зависимости  представлены на рис. 7.
Характерные значения кривых:

(10)

Рассмотрение этих кривых в формально расширенной области изменения переменой B позволяет да-
лее использовать необходимые геометрические понятия.

( )
( )

( )2 1 .B B aB aB
H B c

− + + −μ = =

( )H B

( )
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2

2
4 1 2, ,
4 4 1

M
M M

M
a a B acH

c a a
+ −μ = = =

μ + −

( )2 4 1, .
2 2

M a a a aB B+ + + −= =

Таблица 2. Выбранные значения параметров для
определения трех коэффициентов аппроксимации

Точка 1 2 3

H 41.9326 19.223 –20

B 1.1507 1.01128 –0.1

Таблица 3. Выбранные значения параметров для
определения двух коэффициентов аппроксимации

Точка 1 2

H 28.9693 2.1327

B 1.0945 0.0997

Рис. 6. Совмещенные графики зависимостей относи-
тельной магнитной проницаемости от напряженности;
сплошная линия – фактическая зависимость, штрихо-
вая линия – два коэффициента аппроксимации.
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Рис. 7. Зависимости аппроксимаций напряженности
и магнитной проницаемости от индукции.
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ИНВАРИАНТНЫЕ ПАРАМЕТРЫ 
ИНДУКЦИИ И МАГНИТНОЙ 

ПРОНИЦАЕМОСТИ

Зависимость магнитной проницаемости про-
являет двузначность значений и характеризуется
прямой (восходящей) и обратной (нисходящей)
ветвями. В практике (магнитные усилители и дат-
чики тока) обычно используют одну из ветвей,
например – обратную. Поэтому, при изменении
режима, необходимо ограничить движение рабо-
чей точки максимальным значением характери-
стики, т.е. рабочая точка всегда должна находить-
ся в однозначной области.

Парабола (9) позволяет определить эту одно-
значную область для проективного преобразова-

ния , как показано на рис. 8а. Для оси B,
точки  являются неподвижными или базо-
выми, а характерная точка  является единич-
ной или масштабной [29, с. 451]. Пусть исходный
режим соответствует точкам , а последую-
щий режим точкам . Изменение режима
определяет отрезок, как показано стрелками. То-
гда при приближении такого отрезка к границам
однозначной области, его длина будет умень-
шаться в терминах Евклидовой геометрии.

Составим сложное отношение для исходного
режима, используя три характерных точки – две
базовые точки и единичную масштабную точку.
Тогда

(11)

Расчеты показывают, что выполняется инвариантное свойство

(12)
Составим сложное отношение для изменения режима

(13)

Как видно из структуры этих выражений, воз-
можные погрешности при измерении соответ-
ствующих выборок одним и тем же прибором вза-
имно сокращаются.
Аналогично выполняется инвариантное свойство

(14)

Таким образом, сложное отношение определяет
изменение режима, значение которого одинаково
для данных параметров.

В свою очередь, последующее значение

(15)
Получено групповое преобразование с неподвиж-
ными базовыми точками . Если  то

 не зависимо от . Если режим еще раз
изменился, , то результирующее измене-
ние режима также выражается и через промежу-
точное значение

Тогда

(16)

Выполнение групповых свойств обеспечивает
удобство обработки результатов измерений.

Аналогично, последующее значение

Также получено групповое преобразование с не-
подвижными базовыми точками.

С учетом равенства (14) получаем формулу пря-
мого перерасчета магнитной проницаемости

(17)

B → μ
,MB ∞
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1 1,B μ
2 2,B μ
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+

+
+ +

− − −= ∞ = ÷ =
− ∞ − ∞ −
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( )μ
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В свою очередь, искомое последующее значение
напряженности, .

Для пояснения представленного алгоритма пе-
рерасчета рассмотрим пример.

Пример. Используем аппроксимацию (6)

(18)

Характерные значения (10)

Пусть непосредственно измеряемой или задаваемой величиной является индукция. Исходное  и по-
следующие ,  значения даны на рис. 8б.

2 2 2H B= μ

( )
( )2 2

5.3533 .
1 1.14594 0.14594

cB BH B
B aB a B B

= =
− + + − − + +

( )2 21.14594 4 0.14594
4

4 1 0.08859, 0.57297,
4 .3 3 25 53

M Ma a aB
c

+ −μ ×= = = = =+
×

( )20.57297 6.46774, 1.26162.
0.0885 2

4
9

1M
M

M
aaB aBH + += = = = =+ −

μ
1B

2B 3B

Рис. 8. (а) Соответствие параметров в однозначной рабочей области, (б) соответствие расчетных параметров в одно-
значной рабочей области.
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На первом этапе измерений или тестирования, для исходного значения  по (9), (18)
рассчитываем магнитную проницаемость  и напряженность . Вычисляем
сложные отношения (11) и проверяем инвариант (12)

На втором этапе измерений, для , находим изменение режима (13)

По формуле прямого перерасчета (17) получаем магнитную проницаемость

Последующее значение напряженности, H2 = B2/μ2 = .

На третьем этапе измерений, для , находим изменение режима (13)

По формуле прямого перерасчета (17) получаем магнитную проницаемость

Последующее значение напряженности, H3 = .
С учетом группового свойства, проведем эти же расчеты относительно исходного значения. Тогда,

ВЫВОДЫ
Предложен обоснованный класс зависимостей

для единого описания статических ВАХ ряда элек-
тронных приборов. Представленные примеры ап-
проксимации показывают возможность проведе-
ния инженерных расчетов режимов. Предложен-
ные инварианты для параметров режима позволяют
упростить определение параметров модели по экс-
периментальным зависимостям или при прямых
измерениях. Полученные результаты дают основу
для рассмотрения конкретных приборов и анализа
погрешностей, могут представить междисципли-
нарный и методологический интерес для различ-
ных областей электроники и спинтроники.

Авторы признательны профессору М. Ю. Куприя-
нову за полезные дискуссии. Работа выполнена в рам-
ках междисциплинарного проекта РНФ № 20-62-
47009 “Физические и инженерные основы вычислите-
лей не фон Неймановской архитектуры на базе сверх-
проводниковой спинтроники” при частичной под-
держке проектом SPINTECH, grantagreement N810144

(раздел “Базовый подход и обоснование дробно-квадра-
тичной аппроксимации”).
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