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Выполнен расчет магнитной индукции внутри прямой металлической проволоки круглого сечения.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время в микроэлектронике на-

блюдается растущий интерес к электромагнит-
ным свойствам малых проводящих объектов,
включающих в себя металлические проволоки
малого радиуса [1–5]. Электромагнитные свой-
ства данных малых проводящих объектов опреде-
ляются такими свойствами проволок как элек-
тропроводность и индукция. Для металлических
проволок, радиус которых существенно превы-
шает длину свободного пробега электронов внут-
ри объемного образца, эти характеристики могут
быть найдены с использованием макроскопиче-
ской электродинамики [6].

В то же время электрические и магнитные
свойства металлических проволок, радиус кото-
рых сравним с длиной свободного пробега элек-
тронов , существенно отличаются от свойств
“массивных” проволок [7–9].

Вопросы, касающиеся расчета электрической
проводимости тонких цилиндрических проволок
из металла, обсуждались в работах [7, 8]. Магнит-
ная индукция внутри такой проволоки при усло-
вии зеркально-диффузного отражения электро-
нов от внутренней поверхности определялась в
работе [9]. В упомянутых работах применяется
подход, основанный на решении кинетического
уравнения Больцмана для электронов в металле.

В настоящей работе применяется рассчитан-
ная кинетическим методом функция распределе-
ния, которая описывает линейный отклик элек-
тронов в цилиндрической проволоке из металла
на переменное электрическое поле, ориентиро-
ванное вдоль ее оси симметрии. С помощью дан-
ной функции распределения удается рассчитать
зависимость магнитной индукции внутри прово-
локи как функцию от дефектов поверхности и уг-
ла падения электронов на внутреннюю поверх-
ность проволоки.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается цилиндрическая проволока
из немагнитного металла (относительная магнит-
ная проницаемость  = 1) радиуса  и длины 
(считаем, что ), к концам которой прило-
жено переменное электрическое напряжение ча-
стоты . Принимается, что направление электри-
ческого поля совпадает с осью цилиндра. Скин-эф-
фект не учитывается (предполагается, что  –
глубины скин-слоя).

Однородное периодическое по времени элек-
трическое поле, вектор напряженности которого
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воздействует на электроны проводимости внутри
проволоки и вызывает появление внутри нее вы-
сокочастотного тока с плотностью .

Связь между  и  в случае, когда радиус про-
волоки  сравним с длиной свободного пробега
электронов в металле  или меньше ее: ,
оказывается существенно нелокальной. Для опи-
сания этой связи применим кинетическое урав-
нение (в приближении времени релаксации) к
вырожденному ферми-газу электронов находя-
щемуся внутри проволоки.

Для достаточно слабых внешних полей это
уравнение можно линеаризовать по внешнему
полю  и по малым отклонениям  от рав-
новесной фермиевской функции распределения

 [10–12]:

(2)

Здесь  и  – соответственно, заряд и скорость
электронов;  – электронное время релаксации.

Далее рассматривается квадратичная зави-
симость энергии электронов  от скорости:

 ( – эффективная масса электрона) и
используется ступенчатая аппроксимация для
равновесной функции распределения электронов
по энергиям [10]:

где  – энергия Ферми (  – скорость
Ферми). Предполагается, что поверхность Ферми
имеет сферическую форму.

Функция распределения электронов

Отклонение  функции распределения
электронов  от равновесного значения ,
возникающее под действием электрического по-
ля (1), позволяет рассчитать плотность высокоча-
стотного тока внутри проволоки

(3)

Концентрация электронов  в проволоке определяется по стандартной формуле, согласно которой

(4)

где  – постоянная Планка.
Применив формулу (4), выражение для плот-

ности тока (3) можно записать в виде:

(5)

Взяв в уравнении (2) поле  в виде (1), найдем
 как решение этого уравнения. Затем, ис-

пользуя выражение (3), определим плотность то-
ка и стандартным образом рассчитаем магнитную
индукцию внутри проволоки.

Однозначное решение поставленной задачи воз-
можно при выборе граничного условия для неиз-
вестной функции  на цилиндрической по-
верхности металлической проволоки. В качестве
такового принимаем условие, которое учитывает
зависимость коэффициента зеркальности  от де-
фектов поверхности – параметра шероховатости
поверхности  и угла падения электронов  на
внутреннюю поверхность проволоки (модель
Соффера): [8, 13]
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среднеквадратичная высота поверхностного ре-
льефа,  – длина волны де-Бройля электрона на
поверхности Ферми.

3. РАСЧЕТ МАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИ

Решение кинетического уравнения (2) и рас-
чет плотности тока (5) проведены в работе [7].

При вычислении плотности тока (5) и расчете
магнитной индукции удобно перейти к цилин-
дрическим координатам как в пространстве коор-
динат ( , , ; полярная ось – ось ; вектор 

параллелен оси ), так и в пространстве скоро-
стей , , ; полярная ось – ось ). Ось симмет-
рии проволоки совпадает с осью .

Поле (1) в цилиндрических координатах имеет
лишь -компоненту:

Соответственно, и плотность тока (5) обладает
лишь -компонентой (линии тока являются пря-
мыми параллельными оси Z) и вычисляется по
формуле [7] c учетом граничного условия (6):

(7)

где

Для расчета вектора магнитной индукции 
внутри тонкой цилиндрической проволоки будем
применять теорему о циркуляции с учетом того
факта, что распределение тока по поперечному
сечению является неоднородным (линии индук-
ции являются замкнутыми окружностями, лежа-
щими в плоскостях, перпендикулярных к оси
симметрии проволоки, поэтому ):

где  – магнитная постоянная вакуума.

После применения теоремы к контуру в виде
окружности, получаем:

(8)

Для дальнейших вычислений и анализа ре-
зультатов, введем новые переменные

где  – “безразмерный радиус индукции”,  –
безразмерная обратная длина свободного пробега
электронов,  – безразмерная частота электриче-
ского поля.

Тогда магнитную индукцию (8) можно рассчи-
тать по формуле

или, с учетом формулы (7) и граничного условия (6),

(9)
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Численный расчет модуля  и аргу-
мента  (фазы) безразмерной магнит-
ной индукции  вытянутой цилиндри-
ческой проволоки представлен на рисунках ниже.

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В пределе абсолютно гладкой поверхности
тонкой металлической проволоки ( ) для рас-
чета магнитной индукции получаем выражение:

(12) (12)

Выражение (12) соответствует классическому
макроскопическому результату для цилиндриче-
ской проволоки, когда при расчете магнитной
индукции применяется локальный закон Ома, в
котором удельная проводимость проволоки опре-
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деляется по формуле Друде [7]. Это связано с тем,
что при  граница проволоки не оказывает
влияния на функцию распределения электронов

. Высокочастотный ток внутри металли-
ческой проволоки с абсолютно гладкой поверхно-
стью удовлетворяет локальному закону Ома при
любом соотношении между радиусом проволоки 
и длиной свободного пробега электронов . Та-
ким образом, при наличии границы проволоки
по свойствам близкой к идеальной, отсутствуют
нелокальные (поверхностные) эффекты.

Независимо от характера отражения электронов
на границе (при любых ) с ростом размера прово-
локи (при ) (в этом случае в формуле (11)
можно пренебречь членами с экспонентами в ви-
ду их быстрого затухания) также имеет место мак-
роскопическая асимптотика (12).
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Рис. 2. Зависимость отношения модуля магнитной
индукции  к модулю магнитной индукции

 от параметра шероховатости поверхности 
(  при постоянных значениях “безразмерно-
го радиуса индукции” , безразмерной обратной длины
свободного пробега электронов  и безразмерной ча-
стоты электрического поля : (  = 0.99,  = 0.1,  = 0.1).
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постоянных значениях безразмерной обратной дли-
ны свободного пробега электронов , безразмерной
частоты электрического поля  и параметра шерохо-
ватости поверхности : (  = 1,  = 0.1,  = 1).
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На рис. 1 приведено сравнение результатов чис-
ленного расчета магнитной индукции внутри
тонкой цилиндрической проволоки, выполнен-
ного с применением кинетического (11) и макро-
скопического (12) подходов.

Отношение модуля магнитной индукции
, вычисленной с помощью кинетической

модели, к модулю магнитной индукции ,
вычисленной в рамках классической электроди-
намики, определялось при постоянных значени-
ях безразмерной обратной длины свободного
пробега электронов , безразмерной частоты
электрического поля  и параметра шероховато-
сти поверхности . Из анализа хода кривой мож-
но сделать вывод о том, что отличие модуля маг-
нитной индукции, рассчитанной с использовани-
ем кинетической модели, и модуля магнитной
индукции, рассчитанной в рамках классической
электродинамики, при фиксированных значени-
ях параметров расчета составляет от 13 до 26%.

Это обстоятельство подтверждает существенное
влияние на абсолютную величину магнитной ин-
дукции вклада поверхностных механизмов рассея-
ния в случае, когда радиус проволоки будет одного
порядка с длиной свободного пробега электронов.

На рис. 2 приведено сравнение результатов
численного расчета магнитной индукции внутри
тонкой цилиндрической проволоки, выполнен-

( )Bϕ δ
( )макB δ

x
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Рис. 3. Зависимость модуля  безразмерной маг-
нитной индукции от “безразмерного радиуса индук-
ции”  при фиксированном значении безразмерной
обратной длины свободного пробега электронов  и
постоянных значениях безразмерной частоты элек-
трического поля  и параметра шероховатости по-
верхности : 1 – (  = 0.1,  = 1,  = 0.5), 2 – (  = 1,

 = 1,  = 0.5), 3 – (  = 5,  = 1,  = 0.5).
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длины свободного пробега электронов  и безразмерной частоты электрического поля : 1 – (  = 0.1,  = 0.1,  = 0.1),
2 – ( = 0.5,  = 0.1,  = 0.1), 3 – (  = 1,  = 0.1,  = 0.1).
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ного с применением кинетических подходов с
различными граничными условиями: Соффера
(см. [11]) и Фукса (см. [9]).

Отношение модуля магнитной индукции ,
вычисленной с помощью кинетической модели с
граничными условиями Соффера, к модулю маг-
нитной индукции , вычисленной с помо-
щью кинетической модели с граничными услови-
ями Фукса, также определялось при постоянных
значениях безразмерной обратной длины свобод-
ного пробега электронов  и безразмерной часто-
ты электрического поля . Из анализа хода кри-
вой можно сделать вывод о том, что данное отноше-
ние имеет нетривиальный характер из-за наличия
вырождения, когда результаты расчета магнит-
ной индукции внутри проволоки совпадают при
двух значениях параметра шероховатости  по-
верхности (или двух значениях коэффициента
зеркальности ).

На рис. 3 построены графики зависимости мо-
дуля  безразмерной магнитной индукции
цилиндрической проволоки  от “без-
размерного радиуса индукции” δ для случая, ко-
гда все кривые построены при одинаковом значе-
нии безразмерной частоты электрического поля  и
параметра шероховатости поверхности . Без-
размерная обратная длина свободного пробега
электронов  варьируется для каждой кривой.

( )B Hϕ

( )B qϕ

x
y

H

q

( )M δ
( ), , ,N x y Hδ

y
H

x

Из хода кривых на рисунке видно, что модуль
безразмерной магнитной индукции в значитель-
ной степени зависит от текущего расстояния, от-
считываемого от оси симметрии проволоки(ин-
тересно, что на аргумент (фазу) безразмерной ин-
дукции этот параметр практически не влияет).

На рис. 4 построены графики зависимости мо-
дуля  безразмерной магнитной индукции
цилиндрической проволоки  от пара-
метра шероховатости поверхности  для случая,
когда все кривые построены при одинаковом зна-
чении безразмерной частоты электрического по-
ля  и безразмерной обратной длины свободного
пробега электронов , а “безразмерный радиус
индукции”  варьируется для каждой кривой.

Из хода кривых на рисунке видно, что модуль
безразмерной магнитной индукции по мере уве-
личения параметра шероховатости поверхности 
монотонно убывает по всему поперечному сече-
нию проволоки. Причем для каждой кривой, на-
чиная с определенного значения , имеет место
выход индукции на постоянные значения.

На рис. 5 построены графики зависимости аргу-
мента  (фазы) безразмерной магнитной индук-
ции цилиндрической проволоки  от
“безразмерного радиуса индукции”  для случая,
когда все кривые построены при одинаковом зна-
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Рис. 5. Зависимость аргумента  (фазы) безразмерной магнитной индукции от “безразмерного радиуса индукции”
 при фиксированном значении параметра шероховатости поверхности  и постоянных значениях безразмерной об-

ратной длины свободного пробега электронов  и безразмерной частоты электрического поля : 1 – (  = 0.1,  = 0.1,
 = 5), 2 – ( = 0.2,  = 0.1,  = 5), 3 – (  = 0.5,  = 0.1,  = 5).
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чении безразмерной частоты электрического по-
ля  и безразмерной обратной длины свободного
пробега электронов . Параметр шероховатости
поверхности  варьируется для каждой кривой.

Из хода кривых на рисунке видно, что аргу-
мент (фаза) безразмерной магнитной индукции
имеет локальный максимум, который зависит от
параметра шероховатости и смещается в направ-
лении к поверхности проволоки по мере его уве-
личения (пока не будут достигнуты значения со-
ответствующие практически диффузному отра-
жению электронов).
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