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Рассмотрены экспериментальные данные по структуре параметра порядка сверхпроводников
La2CuO4 и Sr2RuO4 со структурой слоистого перовскита. Анализ экспериментальных данных прове-
ден с применением пространственно-группового подхода к двухэлектронным состояниям в кри-
сталлах. Для Sr2RuO4 из кристаллической симметрии получены двухэлектронные функции симмет-
рии Eu с нулевыми плоскостями, соответствующие экспериментальным данным. В случае La2CuO4
и ВТСП-материалов параметр порядка соответствует неприводимому представлению B1g скрытой
симметрии D4h. Показано также, что волны зарядовой плотности, обнаруженные в состояниях
псевдощели ВТСП-материалов, можно рассматривать как двухэлектронные состояния эквивалент-
ных электронов с отличным от нуля импульсом.
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ВВЕДЕНИЕ
Открытие сверхпроводимости c температурой

перехода Tc = 30 K в La2 – xBaxCuO4 (сверхпровод-
ники на основе оксидов меди называют купрата-
ми или ВТСП) [1] и Sr2RuO4 [2] (Tc = 0.93 К), име-
ющих структуру слоистого перовскита, положило
начало исследованиям новых типов сверхпровод-
ников, получивших название “необычных” из-за
существенных отличий от известных ранее метал-
лических сверхпроводников, описывающихся
теорией Бардина–Купера–Шифера (БКШ) [3].
Наибольшая величина Tc = 116 K для нетоксично-
го состава (т.е. без Hg и Tl) ВТСП была достигну-
та в (Cu,C)Ba2Ca3Cu4O11 + δ [4].

Следует отметить, что ещё до появления рабо-
ты Мюллера и Беднорца в работе И.С. Шаплыги-
на, Б.Г. Кахана, В.Б. Лазарева [5] были синтези-
рованы кристаллы состава, соответствующего
ВТСП, и установлены необычные свойства про-
водимости при температуре выше Tc, однако из-
мерения ниже Tc не проводились. Были также по-
лучены экспериментальные данные для других
типов сверхпроводников с низкими Tc, не совпа-
дающие с постулатами теории БКШ [3]. На при-
мере CeCu2Si2 (Tc = 0.5 K) было впервые показа-

но, что сверхпроводимость может существовать в
материалах с магнитными полями, в частности, с
взаимодействиями, связанными с наличием не-
заполненной f-оболочки [6].

Согласно теории БКШ, сверхпроводящая щель
изотропна и не обращается в нуль, поэтому темпе-
ратурные зависимости многих физических вели-
чин носят экспоненциальный характер. Степен-
ная (T 2) температурная зависимость затухания
ультразвука в UPt3 была объяснена триплетной
сверхпроводимостью со сверхпроводящей ще-
лью, обращающейся в нуль на ферми-поверхно-
сти (ФП) [7]. На основании степенной (T3) тем-
пературной зависимости удельной теплоемко-
сти UBe13 (Tc = 0.8 K) в сверхпроводящем состоянии
был сделан вывод о триплетном характере сверх-
проводимости [8]. Такие сверхпроводники называ-
ют также узловыми из-за наличия узловых плоско-
стей сверхпроводящего параметра порядка (СПП)
или топологическими из-за его сложной простран-
ственной структуры.

В настоящей работе представлен обзор экспе-
риментальных данных, указывающих на необыч-
ную структуру СПП в купратах и Sr2RuO4. Для
описания структуры СПП применен простран-
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ственно-групповой подход к волновой функции
куперовской пары [9–14] и получена структура
СПП Sr2RuO4, согласующаяся с экспериментом.

ВТСП-МАТЕРИАЛЫ
НА ОСНОВЕ ОКСИДОВ МЕДИ

Sr2RuO4 имеет симметрию D4h [2], а симметрия
купратов – D2h, причем отличие параметров ре-
шетки a и b невелико [15], поэтому можно гово-
рить о скрытой симметрии D4h в купратах [16].
Важной симметрийной особенностью СПП в
купратах является то, что узловая (нулевая) диа-
гональная плоскость не является плоскостью
симметрии кристаллической группы D2h и СПП
имеет симметрию, подобную сферическим функ-
циям  [15]. Электронное строение купратов
характеризуется образованием т.н. псевдощели
при T * > Tc, что было установлено по изменению
сдвига Найта в спектах ЯМР при переходе через
T * [17]. Исследования методом фотоэлектронной
спектроскопии с угловым разрешение [18–20]
купратных сверхпроводников показали, что как
волновая функция псевдощели (для T * > Tc), так
и СПП (для T < Tc) обращаются в нуль на диаго-
нали квадрата в плоскости связи Cu–O.

Угловая зависимость фотоэлектронного спек-
тра ВТСП-материала схематически показана на
рис. 1. Круговой дихроизм в фотоэлектронном
спектре был интерпретирован как свидетельство
нарушения симметрии с обращением времени
[18]. Нарушение симметрии с обращением вре-

−2 2x yd

мени происходит между двумя областями, разде-
ленными диагональю квадрата. Следует отме-
тить, что наблюдаемые особенности фотоэлек-
тронных спектров можно объяснить также
другими причинами [19]. Объяснение природы
псевдощелевой фазы является одной из основ-
ных проблем в попытках понять природу высо-
котемпературной сверхпроводимости. Опреде-
ление симметрий, нарушающихся в фазе псев-
дощели, т.е. при T* > T > Tc, важно для понимания
природы сверхпроводимости. Измерения дифрак-
ции поляризованных нейтронов [21, 22] и эффекта
Керра [23] подтверждают данные фотоэлектрон-
ной спектроскопии [18] о нарушении симметрии
относительно обращения времени при T < T *.
Возникновение магнитного порядка при темпе-
ратуре псевдощели является признаком скрытого
параметра порядка [22].

Исследования анизотропии эффекта Нернста
в системе Y–Ba–Cu–O обнаружили нарушение
вращательной симметрии C4 [24] при переходе че-
рез T *. Был сделан вывод, что изменение элек-
тронного строения в недостаточно допированных
оксидах меди при охлаждении происходит в два
этапа: при T*, когда нарушается вращательная
симметрия, при T < T*/2, когда нарушается
трансляционная симметрия и наблюдается стати-
ческий порядок спиновой плотности [25]. Дан-
ные фотоэлектронной спектроскопии с угловым
разрешением [18] и результаты экспериментов,
чувствительных к фазе [26], позволяют сделать
вывод, что СПП меняет знак на диагонали [27],
что схематически показано на рис. 2.

Дифракция рентгеновского излучения показала
наличие волн зарядовой плотности (ВЗП) в нор-
мальном состоянии сверхпроводника YBa2Cu3O6.67
(Tc = 67 K) [28]. Ниже Tc магнитное поле подавля-
ет сверхпроводимость и увеличивает ВЗП. Из

Рис. 1. Угловая зависимость щели сверхпроводимо-
сти в ВТСП-материалах по данным фотоэлектронной
спектроскопии [18–20, 27].
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Рис. 2. Схематическое изображение щели сверхпро-
водимости d-типа в ВТСП-материалах [27] (пунктир
изображает ФП).
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этого следует, что сверхпроводимость и ВЗП яв-
ляются конкурирующими явлениями, в которых
участвуют одни и те же носители [28]. В ВЗП спа-
риваются электроны (дырки) с импульсами, сум-
ма которых отлична от нуля, и в результате такая
пара имеет полный момент, отличный от нуля.
Схематически это изображено на рис. 3.

Для единого описания куперовских пар и ВЗП
используют SU(2)-симметрию [29–31]. Следует
отметить, что SU(2) – это группа симметрии
электронного спина, но в данном случае рассмат-
риваются операторы с правилом коммутации та-
ким же, как и у спиновых операторов, но которые
действуют на волновые функции пар электронов
и дырок. Параметр порядка ВЗП при таком под-
ходе обычно записывают через операторы 
рождения (или уничтожения) электронов с им-
пульсом k и спином σ в виде:

(1)

(2)

При такой записи параметра порядка три ве-
личины –   и  – преобразуются по
группе SU(2).

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ
СТРУКТУРА СПП Sr2RuO4

После открытия сверхпроводимости в слои-
стом перовските Sr4RuO4 [2] было установлено
много необычных свойств его СПП. Отсутствие
изменений сдвига Найта в спектре ЯМР 17O при
переходе через Tc подтверждает нечетность СПП
Sr2RuO4 [32]. Измерения критического тока в
квантовом интерфейсе Sr2RuO4 с синглетным
сверхпроводником AuIn выявили изменение фа-
зы СПП на π при инверсии, что также указывает
на нечетность СПП [33]. Результаты эксперимен-
тов по релаксации спинов мюонов в сверхпрово-
дящем Sr2RuO4 указывают на наличие спонтанных
внутренних магнитных полей, т.е. на нарушение
симметрии относительно обращения времени [34].
Степенные зависимости глубины проникновения
магнитного поля указывают на узловые линии
СПП [35]. Авторы констатировали: “степенная за-
висимость предполагает, что функция щели имеет
нули, что несовместимо со сверхпроводимостью
p-типа” [35]. Однако было показано [14], что эти
экспериментальные результаты не согласуются
не со сверхпроводимостью p-типа, а с выводами
феноменологических подходов, основанных на
анализе произвольно заданных полиномов [36]. В
частности, для описания хирального состояния
Eu был предложен полином

σ
†
,kС

+
+ σ σ

σ
Δ = 0 , ,

,

1 ,
2 k Q k

k

C C

↓ − ↑Δ = 1
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Δ0, Δ1 −Δ = Δ†
1 1

(3)

где  обозначает компоненту триплетного спина
 которая принадлежит неприводимому пред-

ставлению (НП) A2g. Такая запись правильно отра-
жает физику явления – хиральная триплетная пара, в
которой спины противоположно направлены, – но
не учитывает кристаллическую симметрию.

Результаты исследования затухания ультразву-
ка в Sr2RuO4 показывают, что СПП имеет узлы в
вертикальной или горизонтальной плоскостях
[37], но авторы также пишут, что эти результаты
исключают возможность сверхпроводимости в
виде p-волн. При измерениях удельной теплоем-
кости Sr2RuO4 были установлены четырехкрат-
ные колебания и минимум сверхпроводящей ще-
ли в активной зоне вдоль направления [100] [38],
но авторы также обсуждают “противоречия”
между спин-триплетной сверхпроводимостью в
Sr2RuO4 и узловой структурой СПП. Недавние
измерения теплопроводности на монокристаллах
Sr2RuO4 выявили узлы СПП на вертикальных ли-
ниях [39]. Авторы пишут: “мы столкнулись с си-
туацией, когда в Sr2RuO4, сверхроводимость p-ти-
па имеет структуру щели с d-типа” [39]. Это
утверждение связано теоремой Блунта [40], со-
гласно которой в триплетном случае обращение в
нуль СПП на линиях ФП крайне маловероятно.
Результаты измерений эффекта Керра с высоким
разрешением в Sr2RuO4 [41] подтверждают нару-
шение симметрии относительно обращения вре-
мени в сверхпроводящем состоянии и соответ-
ствуют СПП (3).

Таким образом, имеются противоречия между
экспериментальными данными, указывающими
на триплетный (или p-) тип сверхпроводимости
Sr2RuO4, СПП которого обращается в нуль на
вертикальных линиях, и выводами точечно-груп-
пового подхода [36, 40] о бесщелевом характере
СПП p-типа.

ФП Sr2RuO4 состоит из трех зон – α, β и γ. Наи-
большая щель в зоне γ составляет 0.005 эВ, в зонах

( )= ±d k ˆ( ) ,x yz k ik

ẑ
= 0,sm

Рис. 3. Волновой вектор ВЗП как сумма волновых
векторов электронов.
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α и β – около 0.0015 эВ. Нули СПП в зоне γ нахо-
дятся на вертикальных координатных плоско-
стях, а в зонах α и β – на диагональных плоско-
стях [42].

В настоящей работе для описания симметрии
двухэлектронных состояний применен простран-
ственно-групповой подход [9–14] и показано, что
для НП Eu, которое обычно связывают с СПП
Sr2RuO4, существуют различные типы вертикаль-
ных нулевых плоскостей. Показано также, что
СПП в купратах описывается скрытой симметри-
ей D4h и НП B1g.

ТЕОРИЯ
Волновая функция электрона в кристалле

описывается звездой волнового вектора k, лучи
которой образуются действием всех вращений и
вращений с инверсией  входящих в пр. гр.  На
рис. 4 изображена звезда вектора k для группы
симметрии D2h, которая в общей точке зоны
Бриллюэна (ЗБ) состоит из восьми лучей. На
симметричных направлениях пространственная
группа разлагается в левые смежные классы по
группе H волнового вектора:

(4)

где знак модуля обозначает число элементов в
группе.

НП пространственной группы получаются ин-
дуцированием неприводимых представлений Dk

группы волнового вектора [43]:

(5)

где 

Волновая функция двух эквивалентных элек-
тронов равна квадрату волновой функции одного
электрона и в данном случае имеет размерность
64. Разложение этого пространства на неприво-
димые дает все возможные состояния двух элек-
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тронов. Для такого разложения можно восполь-
зоваться теоремой Макки–Брэдли [44].

Структура квадрата НП пространственной
группы определяется разложением пр. гр. G в
двойные классы по группе волнового вектора H:

(6)

Из уравнения (6) видно, что в общей точке ЗБ
имеется  членов разложения волновой функ-
ции двух электронов. Для самообратимых двой-
ных классов, т.е. таких, где , стро-
ятся характеры симметризованных и антисим-
метризованных квадратов по следующим
формулам:

(7)

(8)

(9)

где  знак + (–) соответству-
ет симметризованному (антисимметризованно-
му) квадрату, т.е. пространственной части син-
глетной (триплетной) пары. Далее эти характеры
индуцируются в группу G по формуле (5), где в ка-
честве подгруппы берется 

Для куперовской пары рассматривается двой-
ной класс, определяемый инверсией. В этом слу-
чае сумма волновых векторов равна нулю и форму-
лы (7)–(9) дают характеры НП точечной группы. В
общей точке ЗБ для синглетных пар возможны все
четные НП точечной группы, а для триплетных
пар – все нечетные. На плоскости симметрии ЗБ
некоторые НП Γf не появляются при разложении
представлений (7)–(9), индуцируемых в G. Пере-
сечение такой плоскости с ФП дает линию, где Γf

запрещено. Тогда говорят, что Γf имеет симмет-
рийную линию нулей. Однако, как было показа-
но в [12, 14], для двумерных НП такие выводы не
всегда однозначны и нули СПП определяются до-
полнительными квантовыми числами. В настоя-
щей работе применяется численный метод опре-
деления нулей СПП [45], основанный на расчете
интерференции волновых функций пары на плос-
костях симметрии.

В общей точке ЗБ группа волнового вектора H
состоит только из единичного элемента, и волно-
вые функции синглетной и триплетной пар мож-
но записать в виде:

(10)

(11)
Полный базис для пары (синглетной или три-
плетной) для группы D4h изображен на рис. 5. По-

δ
δ

=  .G Hd H

Ĝ

−
α α= 1Hd H Hd H

( ) ( )± −
δ δ δ    χ = χ χ     

1( ) ,k k kP m D m D d md

( )( ) ( )( )+
α α α αχ = χ ,k kP d m D d md m

( )( ) ( )( )−
α α α αχ = −χ ,k kP d m D d md m

−
δ δ δ∈ = ∩1 ,m M d Hd H

δ δ δ+ .d M M

( ) ( ) ( ) ( )ψ = ϕ ϕ + ϕ ϕ
1 1 1 11 1 2 2 1 ,s

k Ik k Ikr r r r

( ) ( ) ( ) ( )ψ = ϕ ϕ − ϕ ϕ
1 1 1 1 11 2 2 1 .t

k k Ik k Ikr r r r

Рис. 4. Звезда волнового вектора при симметрии D2h
(ВТСП-материалы).
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скольку инверсия включена в формулы (10) и
(11), полное число двухэлектронных базисных
функций для группы D4h равно 8, т.е. вдвое мень-
ше числа лучей в звезде вектора k1. Когда k1 про-
бегает базисную ЗБ (в данном случае сектор от 0°
до 45°), полный базис пробегает всю ЗБ. Про-
странственные части триплетных и синглетных
пар преобразуются по 8-мерным приводимым
представлениям – нечетному и четному соответ-
ственно. Неприводимые базисы, полученные про-
ектированием этих приводимых базисов на неко-
торые из НП группы D4h, приведены в табл. 1.
Большинство исследователей сходятся во мне-
нии, что СПП Sr2RuO4 преобразуется по НП Eu.
Существуют две формы для НП Eu: действитель-
ная (или x–y) и комплексная (хиральная) [43].
Нетрудно проверить, что умножение НП Eu на
любое из четных одномерных НП A2g, B1g и B2g да-
ет тоже НП Eu. В табл. 1 приведены базисные

функции для Eu,  и хирального НП

[43], обозначенного  В полученных таким об-
разом линейных комбинациях функции, принад-
лежащие разным секторам в k-пространстве,
приобретают относительную фазу. На плоскости
симметрии функции соседних секторов могут
сливаться друг с другом или сокращаться. Второй
случай соответствует нулевым плоскостям.

Для графического представления вертикаль-
ных нулевых плоскостей через каждый угловой
градус строились гауссианы шириной, большей
величины шага. Для каждого НП вклады от всех
гауссианов суммировались в каждой точке и нор-
мировались на единицу. В результате при де-
структивной интерференции на плоскостях сим-
метрии получались нулевые значения, соответ-
ствующие нулевым вертикальным плоскостям
СПП. Результаты для различных форм Eu приве-

= × 2
b
u u gE E A

.c
uE

дены на рис. 6. Имеются два типа нулевых плос-
костей для двумерного НП. На нулевой плоско-
сти первого типа сокращаются функции каждой
из строк в отдельности, а на нулевой плоскости
второго типа сокращаются функции двух строк.
НП Eu не имеет нулей первого типа (рис. 6а), НП

 (рис. 6б) имеет нули первого типа на
вертикальных координатных плоскостях, и оба
НП имеют нули второго типа на одной из двух
диагональных плоскостей (причем на разных).
Результаты для  и  аналогичны и не
приводятся.

Хиральный базис  не имеет нулей первого
типа, но имеет одну нулевую плоскость (010) вто-
рого типа (см. рис. 6в). На рис. 6в видны также
минимумы на диагональных плоскостях, связан-
ные с отсутствием интерференции действитель-
ных и мнимых функций, находящихся по разные
стороны от плоскости. Поскольку в группе D4h вер-

= × 2
b
u u gE E A

× 1u gE B × 2u gE B

c
uE

Рис. 5. Базис для волновой функции куперовской па-
ры при симметрии D4h (Sr2RuO4) (все векторы имеют
одинаковую компоненту kz).

kx
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Таблица 1. Волновые функции триплетных и синглетных пар для некоторых НП группы D4h*

*  и  даются формулами (10) и (11) соответственно;  hi – операторы точечной группы в обозначениях [43]
(см. рис. 5).
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тикальные координатные и диагональные плоско-
сти равноправны, во всех полученных выводах их
можно поменять местами. Таким образом, теоре-
тически получено, что вертикальные нулевые
плоскости СПП Sr2RuO4, установленные экспе-
риментально [37–39], следуют из кристалличе-
ской симметрии. Наличие спиновой части три-
плетного спина  (см. формулу (3)), имеющего
симметрию A2g, не меняет результатов, т.к. рас-
сматривались произведения Eu на все четные од-
номерные НП.

В случае ВТСП-материалов диагональная плос-
кость не является элементом симметрии группы D2h
и нулевые плоскости не могут быть получены из
кристаллической симметрии. В этом случае сим-
метрия СПП определяется НП B1g скрытой сим-
метрии D4h (см. табл. 1 и рис. 7).

Пространственно-групповой подход позволя-
ет описать и СПП, и ВЗП. Действительно, рас-
смотрим в формуле (6) двойной класс, определя-
емый вращением на 180° вокруг оси y. В этом
случае паре будет соответствовать волновой век-
тор, направленный по оси y, и звезда для пары
будет состоять из двух векторов (Ky, –Ky). (Для
обозначения импульса пары используется боль-
шая буква K.) Разложение прямого произведе-
ния содержит также пару (Kx, –Kx). Эти результа-
ты соответствуют стандартному описанию ВЗП,
приведенному на рис. 3.

Таким образом, куперовские пары и ВЗП в
ВТСП-материалах можно рассматривать как раз-
ные состояния двух эквивалентных электронов.

ẑ

Рис. 6. Теоретическая структура СПП Sr2RuO4 для
НП Eu в плоскости, перпендикулярной оси kz: Eu (а),

 (б),  (в) (см. табл. 1).
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Рис. 7. Теоретическая структура СПП ВТСП-матери-
алов для НП B1g скрытой симметрии D4h в плоскости,
перпендикулярной оси kz.
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При таком рассмотрении переходы между ВЗП и
куперовскими парами (“конкуренция” [28] меж-
ду ними) аналогичны переходам между термами
двух эквивалентных электронов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Применение пространственно-группового

подхода к двухэлектронным состояниям в кри-
сталлах позволило установить, что нулевые плос-
кости СПП Sr2RuO4 симметрии Eu имеют верти-
кальные нулевые плоскости, причем существуют
различные базисы, имеющие различные верти-
кальные нулевые плоскости. Таким образом,
устранено существовавшее ранее противоречие
между экспериментальной структурой СПП
Sr2RuO4 [37–39] и выводами точечно-группового
подхода [36, 40]. В ВТСП-материалах структура
СПП не может быть получена из группы симмет-
рии D2h и соответствует НП B1g скрытой симмет-
рии D4h. Показано также, что волны зарядовой
плотности и в ВТПС-материалах могут быть
представлены как состояния двух эквивалентных
электронов.
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