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С помощью уравнения Бартона-Прима-Слихтера на примерах веществ с простой основой (Sm, Yb,
Mg, Eu, Te, Zn, Cd, Be, Tb) показано, что их дистилляционное или сублимационное рафинирование
при T = (0.9–1.2)Tm (где Tm – температура плавления) может ухудшаться с повышением температу-
ры вследствие роста эффективного коэффициента разделения β < 1 и/или роста диффузионного
числа Пекле Pe = wX/ρD (где w – скорость испарения вещества с единицы поверхности, D – коэф-
фициент диффузии примеси, ρ – плотность вещества, X – размерный фактор испаряемого матери-
ала) – с бóльшим или меньшим влиянием β или Pe в зависимости от природы основы и примесей.
Также показано, что в кристаллизационных процессах рафинирования Pe малó и основным пара-
метром является коэффициент разделения.
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ВВЕДЕНИЕ
Дистилляция, направленная кристаллизация и

сублимация – основные методы получения высо-
кочистых веществ [1–3]. В этих методах много-
компонентное вещество подвергается фазовому
превращению при перемещении поверхности
раздела фаз со скоростью  с перераспределением
примесей между фазами.

В испарительных методах (дистилляция и суб-
лимация) скорость v определяется скоростью ис-
парения w вещества с единицы поверхности. Если
жидкость содержится в контейнере простой (на-
пример, цилиндрической) формы, то  = w/ρ, где
ρ – плотность вещества (та же зависимость имеет
место при сублимации материала в виде диска,
плотно вложенного в цилиндрический тигель).
Разработано математическое описание процесса
испарения вещества “основа–примесь” – в виде
системы уравнений, связывающих чистоту про-
дукта со степенью перегонки g (т.е. с выходом
продукта). Параметрами уравнений являются эф-
фективный коэффициент разделения β (отноше-
ние концентрации примеси в паре, покидающем
поверхность испарения, к концентрации приме-

си в жидкости, из которой образуется пар – вбли-
зи поверхности испарения) и число Пекле Pe =

X/D, где D – коэффициент диффузии примеси, а
X – размерный фактор испаряемого материала
(начальная толщина слоя жидкости в тигле при
дистилляции; или начальная толщина испаряе-
мой пластины, плотно вложенной в тигель; или
начальный радиус шара при сублимации) [4, 5].

При β < 1 эффективность очистки конденсата
повышается с уменьшением числа Pe (рис. 1). Ес-
ли g = 1, то С/С0 = 1. При заданном β рассматри-
ваемая зависимость при Pe = 0.1 практически сов-
падает с зависимостью при Pe = 0. Если Pe = 0, то
(как это отмечено ранее [5–7]) зависимость С/С0
от g имеет вид известного уравнения дистилляции
с идеальным перемешиванием жидкости (кото-
рое описывает и нормальную направленную кри-
сталлизацию):

Важно отметить, что описание дистилляции
и сублимации с помощью двух параметров (β и
Ре) предполагает, что процесс определяется только

v

v

v
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0
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диффузией примесей. Между тем, факторами ре-
альных процессов могут быть захват примесей па-
ром основного компонента в процессах дистил-
ляции и сублимации, а также конвекция в процес-
сах дистилляции (хотя отмечалось, что конвекция
мала при малых X [4]).

Была рассмотрена температурная зависимость
числа Пекле как следствия температурных зави-
симостей (Т) и D(Т): зависимости D(Т) и Pe(Т)
для той или иной примеси определяются энерги-

ей активации диффузии примеси в системе “ос-
нова–примесь” [6, 7].

Напротив, в процессах направленной кристал-
лизации скорость  задается скоростью измене-
ния тепловых условий процесса – например, ско-
ростью перемещения нагревателя вдоль материала
удлиненной формы или скоростью вытягивания
кристалла из расплава. Выведены уравнения,
связывающие чистоту продукта с долей закри-
сталлизованного материала при заданном эф-

v

v

Рис. 1. Зависимости относительной усредненной концентрации С/С0 примеси в конденсате от степени перегонки g
материала в виде плоского слоя при его одностороннем испарении в вакууме при различных значениях числа Пекле
Ре и коэффициенте разделения β = 10 (a), 2 (б), 0.5 (в), 0.1 (г), 0.01 (д), 0.001 (е) (С0 – исходная концентрация примеси).
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фективном коэффициенте разделения k при кри-
сталлизации [1–3].

Эффективный коэффициент разделения в фа-
зовых превращениях зависит от скорости процес-
са. Известно уравнение Бартона-Прима-Слихте-
ра, связывающее k с равновесным коэффициентом
разделения k0 и линейной скоростью процесса 
[1–3, 8, 9]:

(1)

где δ – толщина диффузионного слоя в 1-й фазе
перед поверхностью раздела фаз в процессе пере-
хода 1-й фазы во 2-ю. Согласно этому уравнению,
если δ/D → 0, то k → k0; если же δ/D растет, то
k → 1, т.е. при больших значениях δ/D эффек-
тивность очистки мала. (Число δ/D в этом урав-
нении, по сути, является числом Пекле для мате-
риала в диффузионном слое.) Уравнение (1) вы-
ведено в предположении, что расхождение между
k и k0 определяется только диффузией примеси в
жидкости. Данные о равновесном коэффициенте
k0 для ряда систем “основа–примесь” при фазовых
равновесиях жидкость–кристалл и жидкость–пар
содержатся в монографии Нисельсона и Ярошев-
ского [10].

Известен порядок значений δ и D в жидкостях
при температурах вблизи температуры плавле-
ния Tm: в большинстве систем “основа–при-
месь” δ ~ 10–3–10–2 см, D ~ 10–5 см2/с, т.е. δ/D ~
~ 102–103 с/см [1–3, 8, 9]. Также известно, что
вблизи Tm в твердом теле для большинства систем
“основа–примесь” D ~ 10–6 см2/с [11, 12].

Отмечалось подобие уравнений дистилляции
и направленной кристаллизации при соответ-
ствующей подстановке в них β или k ([2, гл. 15] и

v
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0 0

,
(1 )exp

kk
k k

D
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v

[4, 13]). Так, в работе [4] было отмечено, что урав-
нение (1), изначально выведенное для рассмотре-
ния кристаллизационных процессов, не имеет за-
претов на применение также для рассмотрения
процессов дистилляции или сублимации, если
считать, что k – это межфазовый коэффициент
разделения в рассматриваемом испарительном
процессе. В то же время, применение уравнения (1)
для расчета эффективного коэффициента разде-
ления в испарительных процессах при выбран-
ной температуре наталкивается на препятствие,
связанное с отсутствием соответствующих дан-
ных о значениях δ/D. Между тем, технологиче-
ские испарительные процессы рафинирования
тех или иных веществ с простой основой зачастую
проводятся при температурах, не слишком уда-
ленных от Tm, и можно предполагать, что в этих
процессах и при кристаллизации значения δ/D
близки. Также можно ожидать, что дополнитель-
ные (помимо диффузии примесей) факторы этих
процессов (конвекция и/или захват примесей па-
ром основного компонента) несильно проявля-
ются при данных температурах.

В то же время, можно отметить, что описание
дистилляции и сублимации с помощью двух па-
раметров (β и Ре) [4, 5] не содержит запретов рас-
сматривать подобным образом и кристаллизаци-
онные процессы, в связи с чем возникает вопрос
о вычислении в них числа Ре.

В настоящем исследовании была поставлена
цель, используя уравнение Бартона-Прима-Слих-
тера, вычислить значения β/β0 в процессах испа-
рения веществ “основа–примесь” (где основа –
простое вещество) при температурах вблизи Tm

(т.е. в предположении, что δ/D ~ 102–103 с/см, как
в процессах кристаллизации), а также вычислить
значения диффузионного числа Пекле при этих
температурах для выяснения влияния температуры

Таблица 1. Отношение β/β0 и число Pe = X/D при X = 1 см для веществ при известных Tm и различных значениях
β0 и δ/D

Вещество
Tm, 
К

рm, 
мм рт. ст.

M, 
а. е. м.

ρ, 
г/см3

w, 
г/(см2 с)

, см/с

β/β0 при δ/D = 100 с/см β/β0 при δ/D = 1000 с/см
при X = 
= 1 смβ0 = 

= 0.1
β0 = 

= 0.01
β0 = 

= 0.001
β0 = 0.1 β0 = 

= 0.01
β0 = 

= 0.001

Sm 1350 4.4 150 7.5 0.08 0.011 3 3 3 10 100 1000 ~103

Yb 1097 3.1 173 7.0 0.07 0.010 2 3 3 10 100 1000 ~103

Mg 923 2.8 24 1.7 0.03 0.018 4 6 6 10 100 1000 ~103

Eu 1099 1.1 152 5.2 0.02 0.004 1.4 1.5 1.5 9 36 53 ~102

Te 723 0.18 128 × 4 6.2 0.006 0.0009 1.1 1.1 1.1 1.1 1.1 1.1 ~10
Zn 693 0.15 65 7.1 0.003 0.0004 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 ~10
Cd 594 0.12 112 8.7 0.003 0.0004 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 ~10
Be 1551 0.032 9 1.8 0.00014 0.00008 1.0 1.0 1.0 1.1 1.1 1.1 ~1
Tb 1629 <0.001 159 8.2 <1 × 10–5 <1 × 10–5 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 ≈0

v

v

Pe
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на эффективность рафинирования веществ в испа-
рительных процессах. Также ставилась задача вы-
числить значения Ре в процессах кристаллизации.

ВЫПОЛНЕНИЕ РАСЧЕТОВ
Вычисление числа Pe в процессах нормальной

направленной кристаллизации. В этих процессах
Pe = X/D, где  – скорость кристаллизации, D –
коэффициент диффузии примеси, X – длина
горизонтального контейнера или толщина слоя
расплава в тигле.

Коэффициент β и число Pe в процессах дистил-
ляции и сублимации. Рассматривалось испарение
веществ с простой основой, для которых дистил-
ляция и сублимация как процессы рафинирова-
ния имеют практический смысл [14–16].

Для расчетов β/β0 использовалось уравнение (1)
(с заменой k0 и k на β0 и β соответственно) при
значениях δ/D = 100 и 1000 с/см (как для процес-
сов кристаллизации [8, 9]). Для простоты расче-
тов считалось, что материал и контейнер имеют
простые формы, при которых  = w/ρ. Скорость w
[г/(см2 с)] вычислялась по уравнению Ленгмюра с
помощью известной формулы для числовых рас-
четов [17]

где p – давление пара [мм рт. ст.] при температуре
Т [К], М – атомная (или молярная) масса пара ве-
щества [а.е.м. или г/моль].

Справочные данные о давлении p почти всех ве-
ществ брали из монографии Несмеянова [18] (для
Те учитывалась особенность испаряться в виде мо-
лекул Те4), а данные о давлении p для Tb – из [16].

Рассматривалось испарение веществ при Tm и
T ≠ Tm при не слишком большом отклонении T от
Tm. Поскольку повышение (понижение) темпера-
туры процесса увеличивает (уменьшает) одновре-
менно как δ, так и D, предполагалось, что откло-
нение T от Tm не отражается существенно на зна-
чении δ/D. Для вычислений числа Пекле
использовалась формула [6, 7]

где ρ – плотность вещества, г/см3; Q/R – отноше-
ние энергии активации диффузии примеси к уни-
версальной газовой постоянной, К; Dm – коэф-
фициент диффузии примеси в веществе при тем-
пературе вблизи Tm, см2/с. В выполняемых расчетах
использовалось значение Dm = 5 × 10–5 см2/с для
жидкости и Dm = 5 × 10–6 см2/с для твердого тела.
Как и в работах [6, 7], расчеты выполнялись при

v v
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трех значениях Q и одном (для сопоставимости
результатов) значении X = 1 см.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Число Pe в процессах направленной кристалли-

зации. При обычных значениях  < 10 см/ч = 3 ×
× 10–5 м/с, L ~ 0.1 м и D ~ 10–5 м2/с [3, 8, 9] вычис-
ленное значение Pe < 0.1. При этом изменение  в
интервале от 0 до 10 см/ч сопровождается измене-
нием k от k = k0 до k = 1. Таким образом, в кри-
сталлизационных процессах рафинирования учет
числа Ре не имеет смысла, при этом (как известно
[3, 8, 9]) имеет смысл учет зависимости k от ско-
рости кристаллизации.

Коэффициент β и число Pe в процессах дистил-
ляции и сублимации. Результаты вычислений β,
отношения β/β0 и числа Пекле при указанных
температурах, δ/D и β0 < 1 приведены в табл. 1 и 2.
Обращает на себя внимание то, что в отдельных
случаях β/β0 сильно зависит от выбора значения
δ/D (100 или 1000 с/см). Сопоставление табл. 1 и 2
позволяет оценить влияние температуры на β/β0
и Pe (при заданном значении X) того или иного
вещества, т.е. выяснить роль температуры в про-
цессе его очистки.

Снижение Т по отношению к Tm при сублима-
ции Sm, Yb, Mg, Eu заметно понижает β/β0, уве-
личивая или уменьшая Pe (по сравнению со зна-
чениями этих величин при Т = Tm) в зависимости
от Q. Повышение Т по отношению к Tm при ди-
стилляции Te, Zn, Cd несколько повышает β/β0,
увеличивая или уменьшая Pe в зависимости от Q.
Такое же изменение температуры процесса при
дистилляции Be и Tb почти не изменяет β/β0, но
заметно увеличивает Pe. Влияние коэффициента β
и числа Pe на рафинирование того или иного ве-
щества зависит от природы вещества.

Несмотря на отсутствие в литературе надеж-
ных данных о Q и Dm для той или иной системы “ос-
нова–примесь”, выполненные расчеты дают пред-
ставление о влиянии температуры на эффектив-
ность рафинирования веществ в испарительных
процессах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Эффективный коэффициент разделения и чис-

ло Пекле рассматриваются как два параметра про-
цессов рафинирования веществ кристаллизаци-
ей, дистилляцией и сублимацией. Показано, что в
кристаллизационных процессах рафинирования
число Pe малó и основным параметром является
коэффициент разделения (для которого известна
зависимость от скорости кристаллизации: урав-
нение Бартона-Прима-Слихтера с известными зна-
чениями δ/D). Для дистилляции и сублимации

v

v
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рассматривались коэффициент разделения и чис-
ло Pe при температурах испарения, не слишком
отличающихся от температур плавления веще-
ства (т.е. при тех же значениях δ/D, что и при кри-
сталлизации).

С помощью названного уравнения при δ/D = 100
и 1000 с/см для ряда веществ с простой основой
(Sm, Yb, Mg, Eu, Te, Zn, Cd, Be, Tb) сделано срав-
нение эффективного (β) и равновесного (β0) ко-
эффициентов разделения при температурах испа-
рения T = (0.9–1.2)Tm, а отдельно вычислены зна-
чения числа Pe = X/D при X = 1 см и тех же
температурах.

Показано, что повышение T может ухудшать
дистилляционное и сублимационное рафиниро-
вание рассмотренных веществ как вследствие
увеличения расхождения между β и β0, так и вслед-
ствие увеличения Pe (при заданном X и β < 1), при
этом раздельное влияние коэффициента β и чис-
ла Pe на процессы рафинирования различных ве-
ществ различно.

Выполненные расчеты дают качественное пред-
ставление о влиянии температуры на эффектив-
ность рафинирования веществ в испарительных
процессах.
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