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Установлена принципиальная возможность пошагового вычисления зависимостей эффективного
коэффициента разделения β при дистилляции и сублимации от температуры испарения T и степени
дистилляции g. Существование зависимостей β(T) и β(g) рассматривается как следствие изменения рас-
пределения примеси в испаряющемся материале при изменении T и g. Расчеты зависимостей β(T) и β(g)
основаны на использовании уравнения Бартона–Прима–Слихтера и на расчетах распределения
примеси в испаряющемся материале при заданных параметрах вещества и материала. Приведены ре-
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ВВЕДЕНИЕ
Дистилляция и сублимация (как и кристалли-

зация) входят в перечень основных методов полу-
чения высокочистых веществ, в связи с чем про-
является интерес к теории испарительного рафи-
нирования [1–9].

В общем случае рафинирование двухкомпо-
нентного вещества в процессе испарения описы-
вается системой уравнений с двумя параметрами:
равновесным коэффициентом разделения β0 и
числом Пекле

где w – скорость испарения вещества с единицы
поверхности, ρ – плотность вещества, D – коэф-
фициент диффузии примеси, X – начальный раз-
мерный фактор испаряемого материала (началь-
ная толщина слоя жидкости в тигле при дистилля-
ции; начальная толщина испаряемой пластины,
плотно вложенной в тигель; начальный радиус
шара при сублимации) [5, 6, 9]. Если контейнер,
содержащий испаряемый материал, имеет про-
стую форму (например, цилиндрическую), то ли-
нейная скорость движения поверхности испаре-
ния  = w/ρ, а Pe = X/D. В силу сложности уравне-
ний испарительного рафинирования нахождение
их решений возможно только численными мето-
дами. Результатом вычислений могут быть рас-
пределения примесей и усредненные концентра-

ции примесей в конденсате и в остатке. По мере
уменьшения Pe (с приближением β к β0) все более
обоснованным становится применение простого
уравнения

где β – эффективный коэффициент разделения (от-
ношение концентрации примеси в паре, покидаю-
щем поверхность испарения, к ее концентрации в
веществе вблизи поверхности испарения), С – кон-
центрация примеси в конденсате, C0 – начальная
концентрация, g – степень дистилляции [6, 9].

При разработке названной теории была рас-
смотрена температурная зависимость Pe(T) как
следствие температурных зависимостей (T) и
D(T) [7, 8]. Скорость w может быть найдена с по-
мощью уравнения Ленгмюра в виде формулы для
численных расчетов [10]:

(1)

где p – давление пара (мм рт. ст.) при температуре
Т (К), М – атомная (или молярная) масса пара ве-
щества (а. е. м. или г/моль). Для простых веществ
данные о давлении p могут быть взяты из моно-
графии [11].
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Установлена температурная зависимость D(Т)
[7, 8]

(2)

где Т – температура процесса, Tm – температура
плавления вещества, Dm – коэффициент диффу-
зии примеси при температуре Tm, Q/R – отношение
энергии активации диффузии примеси к универ-
сальной газовой постоянной. (Для большин-
ства примесей в простых веществах значения
Q/R = (0.5–3) × 104 K.)

Отмечено подобие уравнений дистилляции и
направленной кристаллизации [3, 5]. В работах
[5, 9] была отмечена возможность использования
в расчетах испарительных процессов рафиниро-
вания уравнения Бартона–Прима–Слихтера (из-
начально выведенного при рассмотрении кристал-
лизации), которое связывает эффективный (β) и
равновесный (β0) коэффициенты разделения:

(3)
где  – линейная скорость движения поверхности
раздела фаз, δ – толщина пограничного слоя в
кристаллизуемом или испаряемом материале у
поверхности раздела фаз (примесно обогащенного,
если β0 < 1 или примесно обедненного, если β0 > 1),
D – коэффициент диффузии примеси [12–14].
Уравнение Бартона–Прима–Слихтера дорабаты-
валось после его появления для учета конвекции
в кристаллизуемой жидкости [15–17].

Было отмечено, что экспериментально уста-
новлены порядки значений δ и D для процессов
кристаллизации, т.е. при температуре плавления
Tm (δm ~ 10–3–10–2 см, Dm ~ 10–5 см2/с в жидкости
и Dm ~ 10–6 см2/с в твердом теле [2, 3, 9, 12–14,
18]), однако неизвестна температурная зависи-
мость δ(T) для процессов испарения [9]. Уравне-
ние Бартона–Прима–Слихтера использовалось
для рассмотрения процессов испарения при тем-
пературах, близких Tm – при δ ≈ δm и D ≈ Dm [9].

Пограничный слой в материалах был предметом
рассмотрения в связи с изучением других фазовых
превращений: толщина δ ~ 10–3–10–2 см в процессах
электролиза [19, 20]; δ < 2 × 10–3 см в процессе суб-
лимации магния при T = Tm – (150 ± 50) K [21].

Изменение распределения примеси в материа-
ле в процессе испарения может изучаться расчет-
ными методами [6]. Существуют эксперименталь-
ные свидетельства зависимости β(T), но без об-
суждения причин. Коэффициент β приближается
к единице при росте T [22]. (Такой же является и
температурная зависимость идеального коэффи-
циента разделения βi как отношения давления пара
чистых компонентов [11], причем если 0.1 < βi < 10,
то расхождение между β и βi невелико [22].) В от-
дельных случаях зависимость β(T) имеет более

1 1( ) exp ,m
m

QD T D
R T T
  = −    

[ ]0 0 0/ (1 – )e (xp / ,)Dβ = β β + β − δv
v

сложный характер – с максимумом [23]. Также
отмечалась возможность существования зависи-
мости β(g) [24], но без учета числа Пекле в каче-
стве фактора испарительного процесса.

Целью работы было рассмотрение причин су-
ществования зависимостей β(T) и β(g) и изучение
возможности вычисления этих зависимостей.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
ЗАВИСИМОСТИ β(T, g)

Технологический процесс испарительного ра-
финирования вещества можно считать состоя-
щим их двух этапов: быстрого нагрева вещества от
низкой (например, комнатной) температуры (при
которой скорость испарения вещества незначи-
тельна) до температуры Te при степени дистилля-
ции g вблизи нуля и длительного испарения веще-
ства при постоянной температуре Te. Каждый
этап может рассматриваться пошагово.

На первом этапе толщина диффузионного
слоя в испаряющемся материале растет от нуля до
значения δe, которое достигается в момент дости-
жения температуры Te. (Если Te > Tm, то δe > δm.)
При этом изменяются величины  D и δ/D и,
как следствие, коэффициент β в уравнении (3).
Величина /D в уравнении (3) обычно увеличива-
ется с ростом Т, но иногда уменьшается – при
различных значениях энергии активации диффу-
зии примеси Q [7, 8].

На втором этапе (при постоянной температуре
Te) δ растет при постоянном значении /D и, как
следствие, β приближается к единице.

Существует принципиальная возможность вы-
числения зависимостей β(T) и β(g) в процессе ди-
стилляции вещества с известными значениями ρ
и M при заданных значениях β0, Dm, Q, T и X и вы-
численном, например с помощью формулы (1),
значении 

Процесс нагрева вещества от Tm до Te может
рассматриваться состоящим из N шагов, каждый
n-й из которых характеризуется своими значени-
ями температуры Tn, скорости испарения  тол-
щины диффузионного слоя δn, коэффициента диф-
фузии примеси Dn, числа Пекле

и эффективного коэффициента разделения βn.
При этом для каждого следующего шага с номе-
ром n > 1 при значениях Pen и βn–1 могут быть най-
дены распределение примеси в испаряющейся
жидкости (например, с помощью методики, пред-
ставленной в работе [6]) и значение δn.

В связи с тем, что концентрация примеси в мате-
риале изменяется монотонно с удалением от по-
верхности раздела фаз, величина δ должна опреде-

,v v

v

v

.v

,nv

/n n nPe X D= v



НЕОРГАНИЧЕСКИЕ МАТЕРИАЛЫ  том 59  № 8  2023

О ЗАВИСИМОСТИ ЭФФЕКТИВНОГО КОЭФФИЦИЕНТА РАЗДЕЛЕНИЯ 923

ляться условно – например, как расстояние, на ко-
тором концентрация примеси в веществе

(4)
где CS – концентрация примеси на поверхности
раздела фаз, а η – условно выбранное положитель-
ное число меньше единицы (например, 0.1 или 0.01).

После нахождения δn для шага с номером n
значения  и Dn вместе с найденным значением
δn должны быть подставлены в уравнение (3) для
вычисления βn. Для простоты расчетов на этапе
нагрева вещества (первый этап рассмотрения) на-
чальный размерный фактор X может считаться
постоянным при всех значениях n.

Подобным образом могут вычисляться и зна-
чения β при различных g на этапе испарения при
постоянной температуре Te (т.е. на основном эта-
пе). В простом случае может рассматриваться ма-
териал в форме плоского слоя, который испаря-
ется с поверхности. В момент достижения темпе-
ратуры Te (при g ≈ 0) материал характеризуется
начальной толщиной H1, толщиной погранично-
го слоя δе, коэффициентом диффузии примеси
Dе, эффективным коэффициентом разделения βе
и числом Пекле

Значения δе, βе, Dе и  находятся в расчетах на
первом этапе рафинирования. С этого момента
рассмотрение испарения материала при постоян-
ной температуре может быть разбито на K шагов с
толщиной материала

в начале каждого шага (k – номер шага) и с коэф-
фициентом разделения βk.

Вычисление коэффициента βk в зависимости
от g на шаге с номером k может быть выполнено
путем нахождения распределения примеси в ма-
териале толщиной Hk – например, с помощью на-
званной методики расчета [6] с параметрами βk–1 и

Так, для вычисления β2 находится распределе-
ние примеси в материале толщиной

при

С помощью найденного распределения при-
меси на шаге с номером k находится толщина δk
диффузионного слоя на этом шаге при условно
заданном значении η. Для вычисления βk найден-
ное значение δk может быть подставлено в уравне-
ние (3) вместо δ при заданном β0 и найденных зна-
чениях  и Dk вместо  и D соответственно. Таким

,SC Cδ = η

nv

1 1/ .е еPe H D= v

ev

1– 1 /[( ) ]kH K k K H= +

[ ] 1( – 1 / / .)k e еPe K k K H D= +v

[ ]2 1– 2 1( /)H K K H= +

[ ]2 1– 2 1( )/ / .e еPe K K H D= +v

kv v

образом, для испарения материала с постоянной
температурой Te может быть выполнен расчет зна-
чений β при различных значениях доли остатка

или при различных значениях степени дистилля-
ции g = 1 – gr = 1 – Hn /H1.

Полезно отметить, что уравнение Бартона–
Прима–Слихтера (3) может быть приведено к ви-
ду, который дает лучшее представление о взаимо-
связи β и β0:

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

С использованием уравнения Бартона–При-
ма–Слихтера выполнен анализ зависимости эф-
фективного коэффициента разделения β в про-
цессе дистилляции от температуры испарения T и
степени дистилляции g. Отмечено, что существо-
вание этой зависимости является следствием за-
висимости параметров уравнения Бартона–При-
ма–Слихтера (  δ и D) от T и g.

Показана принципиальная возможность по-
шагового вычисления зависимостей β(T) и β(g),
основанная на использовании уравнения Барто-
на–Прима–Слихтера и расчетах распределения
примеси в материале, при заданных параметрах
вещества (β0, δm, Dm, Q, M, ρ), значениях давления
пара основного компонента при выбранных зна-
чениях температуры на каждом шаге вычислений
и начальной толщине H1 испаряемого материала.
Метод расчета применим и к сублимации.

В качестве примера применения разработан-
ного метода вычисления зависимостей β(T) и β(g)
были выполнены расчеты этих зависимостей для
модельного материала “бериллий–примесь” при
β0 = 0.1 и начальном значении размерного факто-
ра X = 10 см. Значения Dm и Q/R выбраны харак-
терными для примесей в веществах с простой ос-
новой на основе данных [7, 8]. Толщина δ опреде-
лялась с помощью формулы (4) при η = 0.1.

Исходные данные для расчетов зависимости
β(T) приведены в табл. 1, а результаты этих расче-
тов даны в табл. 2. Изменение числа Ре в табл. 2
отражает изменения коэффициента D и скорости
w (или ) почти без изменения размерного факто-
ра Х (при малых значениях g ≤ 1%).

Расчеты зависимости β(g) выполнены при двух
указанных температурах и начальном значении
Х = 10 см. Исходные данные для этих расчетов
приведены в табл. 3, а результаты расчетов – в
табл. 4. Изменение значения числа Ре в табл. 4 от-
ражает изменение размерного фактора Х без из-
менения коэффициента D и скорости w (или ).

1/r ng H H=

( )1 1
0– 1 – 1 (exp )/ .D− −β = β − δv

,v

v

v
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Таблица 1. Исходные данные для расчета зависимости β(T)

Величина Символ Размерность Значение

Молекулярная масса основы M а. е. м. 9

Плотность ρ г/см3 1.8

Температура плавления Tm К 1551

Равновесный коэффициент разделения β0 – 0.1

Начальная толщина материала H1 см 10

Коэффициент диффузии примеси при Tm Dm см2/с 1 × 10–5

Энергия активации диффузии примеси, отнесенная к газовой 
постоянной

Q/R К 1 × 104

Константна в формуле (4) η – 0.1

Число этапов, на которое разбито рассмотрение процесса N – 5

Таблица 2. Расчеты коэффициента разделения βn на разных этапах нагрева материала при расчетных данных,
указанных в табл. 1 (β0 = 0.1, η = 0.1, H1 = 10 см; pn – давление пара [11], wn – скорость испарения с единицы по-
верхности,  – линейная скорость испарения, g – степень дистилляции, n – номер шага)

n
Tn,
K

g
pn,

мм рт. ст.
wn × 104,
г/(см2 с)

 × 104,
см/с

Dn × 105,
см2/с

Pen
δn,
см

δn/Dn βn

1 1551 0.002 0.03 1.3 0.7 1 70 0.0906 0.634 0.17
2 1600 0.004 0.06 2.6 1.5 1.22 120 0.0875 1.076 0.25
3 1700 0.006 0.24 10 6.0 1.77 340 0.0486 2.024 0.37
4 1800 0.008 0.80 33 18 2.44 740 0.0274 2.170 0.46
5 1900 0.010 2.32 93 51 3.29 1550 0.0142 2.206 0.49

nv

nv
nv

Таблица 3. Исходные данные для расчета зависимости β(g)

Величина Символ Размерность Значение

Молекулярная масса основы M а. е. м. 9
Плотность ρ г/см3 1.8

Температура плавления Tm К 1551
Скорость испарения при Tm см/с 7 × 10–5

Коэффициент диффузии примеси при Tm Dm см2/с 1 × 10–5

Температура испарения Te K 1700
Скорость испарения при Te см/с 6 × 10–4

Коэффициент диффузии примеси при Te De см2/с 1.77 × 10–5

Равновесный коэффициент разделения β0 – 0.1
Начальная толщина материала H1 см 10
Энергия активации диффузии примеси, отнесенная 
к газовой постоянной

Q/R К 1 × 104

Константа в формуле (4) η – 0.1
Число этапов, на которое разбито рассмотрение процесса K – 10

mv
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Табл. 2 и 4 дают представление о характере за-
висимостей β(T) и β(g) для рассматриваемого ма-
териала с заданными расчетными данными. Ко-
эффициент β заметно изменяется с температу-
рой. Расчеты зависимости β(g) выполнялись не
только при H1 = 10 см (табл. 4), но и при H1 = 1 см
(не представлены). Коэффициент β очень быстро
изменяется с ростом g от нуля и уже при g ≈ 0.1 до-
стигает постоянного значения почти вне зависи-
мости от выбора T и H1.

Полезно сделать следующее замечание. Мож-
но ожидать, что результаты вычисления зависи-
мостей β(T) и β(g) будут другими численно, (но не
по характеру), если вычисления будут проводить-
ся другими методами – например, с использовани-
ем усовершенствованных уравнений, предложен-
ных вместо уравнения Бартона–Прима–Слихтера
[15–17].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Установлена принципиальная возможность по-

шагового вычисления зависимостей эффективного
коэффициента разделения β при дистилляции и
сублимации от температуры испарения T и степе-
ни дистилляции g. Существование зависимостей
β(T) и β(g) рассматривается как следствие изме-
нения распределения примеси в испаряющемся
материале при изменении T и g. Расчеты зависи-
мостей β(T) и β(g) основаны на использовании
уравнения Бартона–Прима–Слихтера и на рас-
четах распределения примеси в испаряющемся
материале при заданных параметрах вещества и
материала. Приведены примеры расчетов назван-
ных зависимостей для модельного материала на

основе бериллия со значением равновесного ко-
эффициента разделения β0 = 0.1. Установлен ха-
рактер названных зависимостей.

Результаты выполненной работы способству-
ют лучшему пониманию особенностей испари-
тельных процессов рафинирования веществ.
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