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Очередной год наблюдений за структурой ценопопуляции проломника Androsace albana на постоян-
ных пробных площадках, заложенных в альпийской лишайниковой пустоши в 2009 г., добавил 10-ю
калиброванную матрицу к прежнему набору из 9 годичных проекционных матриц популяции как
итогу 10-летних наблюдений, полученному с помощью матричной модели год назад. В настоящем
исследовании оригинальная концепция структурно-мультипликативного осреднения неотрица-
тельных матриц приводит к средней 10 матриц, которая сохраняет прежний “неутешительный про-
гноз выживания ценопопуляции”, мотивировав его подтверждение/опровержение методом обрат-
ного прогноза. Обоснована методика и представлен соответствующий вычислительный аппарат об-
ратного прогноза в матричных моделях популяций с дискретной структурой через обращение
вспять направления времени в данных наблюдений. В приложении к данным по A. albana методика
дает 10 годичных матриц обратного прогноза, каждая из которых прогнозирует рост ценопопуля-
ции, если ее прообраз в прямой модели предписывает убыль, и наоборот. Аналогично, результат
осреднения дает итоговый обратный прогноз на рост ценопопуляции, в противоположность про-
гнозу прямому, подтверждая его адекватность.

DOI: 10.31857/S0044459620040041

В научных исследованиях, экспериментах или
наблюдениях за ценопопуляциями возникает по-
требность сравнивать состояние (в том числе и
разновидовых) популяций в разных точках по
времени и/или пространству. В таких условиях
особенно важно иметь показатель, который вы-
ражен числом и вычисляется по общей методике
для разных объектов. Такой методикой служит
матричное моделирование динамики популяций с
дискретной структурой, и эта методика позволяет
получить нужный показатель – меру приспособ-
ленности локальной популяции (На земле…,
2015). Матричная модель популяции описывает
динамику во времени ее дискретной структуры,
сформированной на основании какого-либо на-
блюдаемого и/или измеримого признака особей:
возраста, размера, стадии развития и т.п. (Caswell,
1989, 2001; Логофет, Уланова, 2018). Теоретиче-
ским фундаментом таких моделей служит класси-

ческая теорема Перрона–Фробениуса для неот-
рицательных матриц (Гантмахер, 1967; Horn, John-
son, 1990). На ее основе разработан впечатляющий
набор характеристик локальной популяции и ме-
тодов их вычисления из проекционной матрицы по-
пуляции (ПМП) L – сердцевины матричной моде-
ли (Логофет, Уланова, 2018), которая преобразует
(“проецирует” в неудачной, но устоявшейся тер-
минологии) вектор x(t) стадийной структуры года
наблюдения t в аналогичный вектор года t + 1 по
правилу линейной алгебры: x(t + 1) = L x(t).

В частности, доминантное собственное число
λ1(L) матрицы L служит количественной мерой
адаптации ценопопуляции к условиям среды,
причем значение этой меры специфично в про-
странстве и времени, а именно, отражает состоя-
ние популяции там и тогда, где и когда собраны
данные для калибровки матрицы L (Logofet et al.,
2014; На земле…, 2015; Логофет и др., 2015, 2016а, б,
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2017а, б). Поэтому, с одной стороны, ПМП явля-
ется эффективным инструментом сравнительной
демографии видов, а с другой – повышаются тре-
бования к надежности калибровки ПМП по эм-
пирическим данным.

Данные о структуре ценопопуляции собирают
в ходе мониторинга, который продолжается не-
сколько (не менее трех) лет, и если мы получаем
не одну ПМП, а их временнóй ряд (например, ряд
годичных ПМП, как в наших проектах), то про-
гноз жизнеспособности ценопопуляции через до-
минантное собственное число λ1(L) может ме-
няться год от года не только количественно, но и
качественно – с роста популяции на ее убыль (Ло-
гофет и др., 2016б, 2017а, б, 2018). Итог всего пери-
ода наблюдений позволяет подвести матрица, по-
лученная методом структурно-геометрического
осреднения заданных ПМП (Logofet, 2018; Лого-
фет и др., 2018). Она исходит из логики преобра-
зования вектора структуры популяции за весь пе-
риод наблюдений – от начального до последнего
момента – через произведение годичных матриц
(в хронологическом порядке) и выдвигает есте-
ственное требование к строению средней матрицы:
оно должно совпадать со строением усредняемых
матриц, т.е. соответствовать графу жизненного
цикла (ГЖЦ; Логофет, Белова, 2007) – графиче-
скому выражению знаний о биологии вида и спо-
собе мониторинга (Caswell, 2001; Логофет, Ула-
нова, 2018). Такая логика приводит к постановке
математической задачи структурно-геометриче-
ского (точнее, структурно-мультипликативного)
осреднения (СМО) заданных неотрицательных
матриц, которая допускает решение современны-
ми средствами вычислительной техники (напри-
мер, в системе MATLAB), когда размер матриц
невелик, например, 4 × 4 или 5 × 5, как для аль-
пийских малолетников (Логофет и др., 2016б,
2017а, б). Найденная таким образом матрица G
подводит итог всего периода мониторинга – сво-
им доминантным собственным числом λ1(G) и
прочими характеристиками – и дает прогноз со-
стояния ценопопуляции (скорости роста или
убыли) в долговременной перспективе.

По фундаментальной математической причи-
не (Сколько лет…, 2018), задача СМО имеет точ-
ное решение лишь в редких специальных случаях
(Логофет, Маслов, 2018; Logofet, Maslov, 2019), а в
ботанических проектах приходится довольство-
ваться решением приближенным, с некоторой
ошибкой приближения (Логофет и др., 2017а, б,
2018, 2019). Поэтому возникает потребность в
альтернативных методах прогноза, к которым от-
носится и обратный прогноз, понимаемый как ис-
пользование существующих данных для восстанов-
ления прошлых состояний системы. В отдельных
случаях, как например, для систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, обратный

прогноз получают простой сменой знака времен-
нóй переменной; существуют и стандартные ме-
тоды восстановления пропущенных данных при
статистической обработке временных рядов (Court-
ier et al., 1993). Однако в реальных экологических
моделях рутинные методы обратного прогноза не
применимы ни в идейном плане, ни в техническом
(Logofet, 2019a).

Тем не менее идея обратного прогноза оказа-
лась плодотворной в дискретных марковских це-
пях при обращении вспять оси времени не в урав-
нениях модели, а в данных наблюдений (Logofet,
2019a). Этот подход применен нами и в настоя-
щей работе к матричной модели стадийно струк-
турированной популяции проломника Androsace
albana с целью подтвердить либо поставить под
сомнение “неутешительный прогноз выживания
ценопопуляции” (Логофет и др., 2019), получен-
ный ранее через структурно-мультипликативное
среднее ряда годичных ПМП.

МАТРИЧНАЯ МОДЕЛЬ ЦЕНОПОПУЛЯЦИИ 
A. ALBANA

Объект. По нашим данным, A. albana в условиях
альпийских лишайниковых пустошей проявляет
себя как травянистый хамефит, летнезеленый
стержнекорневой многолетний монокарпик (Ка-
занцева, 2016; Логофет и др., 2017б). Вид включен
в “Красную книгу Краснодарского края” (2007) и
“Красную книгу Республики Адыгея” (2012) как
редкий категории 3. Биология, экология и онто-
генез вида описаны ранее (Казанцева, 2016; Лого-
фет и др., 2017б), и построен граф жизненного цик-
ла по стадиям онтогенеза (рис. 1), которые разли-
чимы в поле по морфологии растения. Наличие в
ГЖЦ нетривиальных задержек  в стадиях im и v,
а также ускоренного перехода pl  im есть прояв-
ление поливариантности онтогенеза A. albana в
условиях альпийского пояса Северо-Западного
Кавказа (Логофет и др., 2019).

Методы исследования. Исследования проводи-
лись в Карачаево-Черкесской Республике, на
территории Тебердинского государственного
природного биосферного заповедника, на посто-
янных площадках, заложенных в 2009 г. на ли-
шайниковой пустоши, на горе Малая Хатипара,
2800 м над ур. м. Метод ежегодной переписи всех
растений на площадках описан в работе Д.О. Ло-
гофета с соавт. (2017б). Мониторинг проводили
каждый год в конце августа в течение 11 лет с 2009
по 2019 год включительно.

Собранные данные относятся к типу “иденти-
фицированные особи” (“identified individuals”;
Caswell, 2001, p. 134), т.е. содержат сведения о ста-
дии каждого растения A. albana с момента его по-
явления на площадке и до момента цветения с
шагом в один год. Поэтому, наряду со структурой
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ценопопуляции в каждый год наблюдения, т.е.
вектором(-столбцом)

компоненты которого суть числа особей, обнару-
женных в соответствующих стадиях онтогенеза в
год наблюдения t (табл. 1), известны и события
переходов между стадиями за прошедший год, а
также размеры ежегодных пополнений.

Матричная модель и калибровка матриц. На-
блюдаемые изменения вектора x(t) по годам опи-
сываются основным уравнением модели в век-
торно-матричной форме:

(1)

где L(t) – годичная ПМП, ассоциированная с
ГЖЦ, который представлен на рис. 1. Все 10
ПМП L(t) имеют размер 5 × 5 и общее строение:

(2)

хотя в отдельные годы некоторые из демографиче-
ских параметров (vital rates) a, b, …, l, m, оказыва-
ются нулями из-за отсутствия соответствующих

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]= v
T, , , , ,t pl t j t im t t g tx

( ) ( ) ( )1 ,  2009, 2010, , 2019,t t t t+ = = …x L x

0 0 0 0
0 0 0

0  ;  , , , ,  0, 
0 0 0
0 0 0 0

a
d b
e f h c a b l m

k l
m

 
 
 

= … ≥ 
 
 
 

L

переходов в данных (табл. 2). Эти данные вкупе с
меняющейся структурой популяции позволяют
калибровать годичные ПМП абсолютно точно
согласно уравнению (1) и смыслу параметров как
частот соответствующих событий переходов, за-
фиксированных в наблюдениях (табл. 3).

Прогноз выживания ценопопуляции дается ве-
личиной λ1(L) – доминантным собственным чис-
лом калиброванной ПМП L, которое показывает
асимптотическую скорость роста популяции: ес-
ли L(t) = L остается постоянной во времени, то
при t → ∞ структура популяции x(t) сходится к
равновесию – собственному вектору x*, отвечаю-
щему λ1(L), – а ее динамика x(t) ~ λ1(L)tx*, т.е.
стремится к геометрическому росту (или убыли) с
показателем λ1(L) > 0 (Logofet, 1993; Caswell, 2001;
Логофет, Уланова, 2018). Поэтому прогноз поло-
жительный, если λ1(L) > 1, и отрицательный, если
λ1(L) < 1. В неавтономной (т.е. с зависимостью па-
раметров от времени) модели вместе с изменени-
ем матрицы L(t) в зависимости от t существенно
меняется и величина λ1(L), оставляя результиру-
ющий прогноз неопределенным (Логофет и др.,
2019, табл. 3).

Прогноз выживания через осреднение годичных
ПМП. Чтобы зафиксировать онтогенетические
переходы и пополнение популяции, необходимы
данные двух последовательных переписей (в мо-

Рис. 1. Граф жизненного цикла проломника Androsace albana по стадиям онтогенеза: pl – проростки, j – ювенильные
растения, im – имматурные, v – взрослые вегетативные, g – генеративные; штриховые стрелки – пополнение популя-
ции, обнаруженное в соответствующих стадиях (Логофет и др., 2017б, рис. 2).

a b c

d

e

f k

h l

mpl j im v g

Таблица 1. Структура ценопопуляции A. albana по годам согласно данным учетов 2009–2019 гг. (продолжение
табл. 1 из Логофет и др., 2019)

Численность стадийных групп в год наблюдения

Стадия 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019

pl 37 30 19 49 19 16 4 10 3 12 13
j 110 48 45 86 137 98 19 29 8 23 38

im 99 55 43 87 95 34 10 13 12 13 2
v 35 26 57 58 73 50 20 22 28 23 23
g 13 1 1 4 6 3 4 2 1 2 1
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Таблица 2. К вычислению параметров матричной модели: числа особей ежегодного пополнения популяции 
A. albana и переходов по дугам ГЖЦ (рис. 1) согласно данным учетов (продолжение табл. 2 из Логофет и др., 
2019)

Переход
t → t + 1

Год переписи (момент t + 1)

2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019

a: pl g 30 19 49 19 16 4 10 3 12 13

b: j  g 40 31 85 136 98 19 29 8 23 38

c: im  g 3 0 25 1 2 0 0 0 0 0

d: pl → j 8 14 1 1 0 0 0 0 0 0

e: pl  im 2 4 6 10 2 2 0 2 3 1

f: j → im 22 22 35 45 16 2 10 5 2 1

h: im  im 28 17 21 39 14 6 3 5 8 0

k: im → v 7 34 10 28 6 4 5 8 2 1

l: v  v 19 23 48 45 44 16 17 20 21 22

m: v → g 1 1 4 6 3 4 2 1 2 1

менты t и t + 1), и потому число калиброванных
ПМП всегда на единицу меньше числа лет на-
блюдений (11 лет наблюдений обеспечивают ка-
либровку 10 матриц L(t)). Нет оснований пола-
гать, что они окажутся одинаковыми, а практика
калибровки показывает различия не только коли-
чественные, но и качественные: в отдельные годы
прогноз выживания меняется на противополож-
ный (Логофет и др., 2017а, б, 2019). Итог всего пе-
риода мониторинга способна отразить матрица
G, найденная методом СМО неотрицательных
матриц (Logofet, 2018; Логофет и др., 2019).

Логика СМО такова: согласно калиброванной
модели (1) вектор, x(2009), структуры популяции
в начальный момент наблюдений t = 2009 преоб-
разуется в x(2019) – вектор структуры в послед-
ний момент t = 2019 – путем последовательного
умножения на 10 годичных ПМП L(t), т.е. (после
переобозначения L(t) = Lj , j = t – 2009)

(3)

То же самое должна делать и средняя матрица G, т.е.

(4)

Уравнение (4) указывает на мультипликативный
характер осреднения, а общее для всех усредняе-
мых матриц строение (2) требует того же и от
средней матрицы G. Логично потребовать, кроме
того, чтобы все элементы средней матрицы не
выходили за границы соответствующих элемен-
тов усредняемых матриц.

( )
( )⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

=
⋅ ⋅ ⋅ ⋅= 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

2019
2009 .

x

L L L L L L L L L L x

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅=10
9 8 7 6 5 4 3 2 1 0.G L L L L L L L L L L

Данная логика приводит к математической за-
даче минимизации ошибки приближения в реше-
нии матричного уравнения (4) (Логофет и др.,
2019, Приложение А). Положение доминантного
собственного числа λ1(G) средней матрицы G от-
носительно 1 позволяет сделать вывод о судьбе
ценопопуляции в долговременной перспективе
на основании нескольких лет наблюдений: рост,
если λ1(G) > 1; убыль, если λ1(G) < 1; стабилиза-
ция, если λ1(G) = 1. Десять лет мониторинга цено-
популяции A. albana привели к значению λ1(G) =
= 0.89262 < 1 у средней матрицы G, найденной с
погрешностью в сотых долях (Логофет и др., 2019,
табл. 3), т.е. к негативному прогнозу выживания
ценопопуляции. Отметим, что предельный век-
тор, y*, матрицы G был весьма близок к вектору
x(2019) – относительной структуре популяции в
последний год наблюдения: мера несходства Кей-
фица (Keyfitz, 1968; Логофет и др., 2019) между
ними составляла менее 1%. Итог 11 лет монито-
ринга, т.е. результат СМО 10 годичных ПМП,
представлен в настоящей статье.

МЕТОД ОБРАТНОГО ПРОГНОЗА
В МАТРИЧНОЙ МОДЕЛИ A. ALBANA

Обратный прогноз призван подтвердить или
поставить под сомнение выводы прогноза прямо-
го – в частности, по значению λ1(G–) структурно-
мультипликативного среднего, G–, годичных
матриц обратного прогноза и предельному векто-

ру, , средней матрицы. Как отмечено выше, ру-
тинные методы обратного прогноза работают

−
*
Gz
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Таблица 3. Результаты калибровки ПМП для A. albana по данным 2009–2019 гг. (продолжение табл. 2 из Логофет
и др., 2019)

Год переписи, t Матрица L(t):
t → t +1

λ1(L(t)) Вектор x*, %

2009 
j = 0 0.5661

2010
j = 1 1.2283

2011
j = 2 1.5779

2012 
j = 3 1.2641

2013
j = 4 0.6345

2014
j = 5 0.3988

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

0

300 0 0 0 13
8 400 0 037 13

28 32 22 037 110 99 13
1970 0 099 35
10 0 0 035

L

 
 
 
 
 
 
  

10.61
18.20
16.99
51.59
2.60

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

1

190 0 0 0 1
3114 0 0 030 1
04 22 17 030 48 55 1

34 230 0 055 26
10 0 0 026

L

 
 
 
 
 
 
  

15.90
31.99
18.25
32.83
1.03

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

2

490 0 0 0 1
851 0 0 019 1

6 35 2521 019 45 43 1
10 480 0 043 57

40 0 0 057

L

 
 
 
 
 
 
  

17.20
30.40
39.29
12.45
0.55

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

3

190 0 0 0 4
1361 0 0 049 4

3910 45 1049 86 87 4
28 450 0 087 58

60 0 0 058

L

 
 
 
 
 
 
  

6.01
43.15
29.67
19.56
1.60

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

4

160 0 0 0 6
980 0 0 0 6

162 14 2019 137 95 6
6 440 0 095 73

30 0 0 073

L

 
 
 
 
 
 
  

7.76
47.54
14.34
28.51
1.85

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

5

40 0 0 0 3
190 0 0 0 3

6 02 2 016 98 34 3
1640 0 034 50
40 0 0 050

L

 
 
 
 
 
 
  

11.71
56.64
11.69
17.46
3.50
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лишь в специальных случаях, а для матричной мо-
дели формальное обращение уравнения (1), т.е.

(5)

неприемлемо, поскольку матрица L(t)–1, обратная
к ПМП, не обязана даже быть неотрицательной,
не говоря уже о ее строении, никак не отражаю-
щем ГЖЦ (рис. 1).

Простой альтернативный подход к обратному
прогнозу: получать наблюдавшиеся структуры
ценопопуляции в обратном порядке, от 2019 к
2009 году, с помощью ПМП, B(t), отвечающих
прежнему ГЖЦ (рис. 1), – наталкивается на неод-
нозначность решения задачи. В прямой модели
все переходы между стадиями, состоявшиеся за

( ) ( ) ( )–1 1 , 
2009, 2010, , 2018,
t t t

t

= +
= …
x L x

один год, т.е. все изменения вектора x(t) = [p(t),
j(t), im(t), v(t), g(t)]T во времени, известны из на-
блюдений, а обратных наблюдений в реальности
нет. Основное уравнение обратной модели, кото-
рое связывает данные наблюдений в обратном
порядке,

(6)

имеет при каждом t много разных решений даже в
рациональных числах (лишь 5 скалярных уравне-
ний для 10 неизвестных элементов матрицы B).
Поэтому нужен специальный подход к реализа-
ции идеи обратного прогноза.

Идея обратного прогноза через обращение
вспять оси времени в наблюдениях была успешно
реализована для дискретной марковской цепи
(Logofet, 2019a), и в следующем разделе мы при-

– 1 , 2019, 2018, , 2010( ) ( ) ) ,(t t x t t= = …x B

2015
j = 6

1.0679

2016 
j = 7

0.9611

2017
j = 8

1.1206

2018
j = 9

0.9617

Год переписи, t Матрица L(t):
t → t +1

λ1(L(t)) Вектор x*, %

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

6

100 0 0 0 4
290 0 0 0 4

10 3 00 019 10 4
5 170 0 010 20

10 0 0 010

L

 
 
 
 
 
 
  

9.19
26.66
18.28
41.94
3.93

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

7

30 0 0 0 2
80 0 0 0 2

5 52 0 010 29 13
8 200 0 013 22

10 0 0 022

L

 
 
 
 
 
 
  

5.26
14.04
6.02

71.30
3.37

8

120 0 0 0 1
230 0 0 0 1

3 82 0 03 8 12
2 210 0 012 28

20 0 0 028

L

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
  

12.93
24.78
42.13
18.95
1.21

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

9

130 0 0 0 2
380 0 0 0 2

01 1 0 012 23 13
1 220 0 013 23

10 0 0 023

L

 
 
 
 
 
 
  

13.22
38.66
2.89

43.27
1.96

Таблица 3.   Окончание
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меняем ее для построения обратного прогноза в
матричной модели популяции.

Обратный прогноз через “обращение” годичной
ПМП. Как отмечено выше, обращение годичной
ПМП в смысле вычисления обратной матрицы
неприемлемо для обратного прогноза, и потому
“обращение” приобретает в нашем случае специ-
альный смысл. Данные ежегодных наблюдений
содержат сведения не только о структуре ценопо-
пуляции (табл. 1), но и обо всех переходах по ста-
диям онтогенеза, состоявшихся за прошедший
год (табл. 2) согласно ГЖЦ (рис. 1). Представим
эти данные в форме целочисленных таблиц TL(t),
имеющих такое же строение, как и сами годич-
ные ПМП, т.е. в соответствии с ГЖЦ (табл. 2), но
показывавших не частоты или коэффициенты, а
фактические числа переходов и пополнений. То-
гда строчные суммы элементов TL(t) будут зако-
номерно совпадать с размерами соответствующих
стадийных групп (технические подробности в
Приложении А).

Обратить время в этих данных значит изме-
нить направления всех переходов жизненного
цикла на противоположные или сделать то же са-
мое с дугами ГЖЦ (рис. 2). При этом само коли-
чество переходов не изменяется, и в терминах
таблицы TL(t) обращение означает транспониро-

вание (т.е. перенос каждого элемента симметрич-
но относительно главной диагонали) или, что эк-
вивалентно, замену строк таблицы ее столбцами.
Полученную таким образом таблицу TL(t – 1)T

нужно превратить в матрицу B(t) обратного про-
гноза так, чтобы выполнялось условие калибров-
ки (6). Для этого достаточно положить

(7)

и найти положительные калибрующие множители
d1, d2, …, d5 из уравнения (6) обратного прогноза:

(8)

(технические подробности в Приложении Б).

( )T
1 2 5diag , , , – 1 ,

2019, 2018, , 201
)

,
{ }

0
(t d d d t

t

= …
= …

LB T

( ) ( ) ( )T
1 2 5diag , , , –  1 – 1 ,

2019, 2018, , 20
{

1
}

0
d d d t t t

t

… =
= …

LT x x

Таким образом, каждая из 10 матриц (7) обрат-
ного прогноза неотрицательна, и ее строение со-
ответствует сильно связному орграфу (рис. 2), т.е.
матрица неразложима (irreducible; Horn, Johnson,
1990), и по теореме Перрона–Фробениуса (Гант-
махер, 1967) она имеет доминантное собственное
число, λ1(B(t)) > 0, и соответствующий ему поло-
жительный собственный вектор, y* > 0, который
представляет собой устойчивое предельное распре-
деление (Caswell, 2001; Логофет, Уланова, 2018) в
модели (6) обратного прогноза. После калибровки
матрицы B(t) все ее собственные числа и соответ-
ствующие им собственные векторы вычисляем
стандартной процедурой, из результатов которой
выбираем доминантное собственное число λ1 и
нормируем соответствующий ему вектор (Прило-
жение Б). По смыслу обратного прогноза ожида-
ется, что λ1(B(t)) > 1 для тех лет, для которых
λ1(L(t – 1)) < 1, т.е. результирующий обратный
прогноз следует получать, как и прямой прогноз,
через осреднение годичных матриц (Приложе-
ние В).

Обратный прогноз через осреднение годичных
матриц. Логика осреднения годичных матриц об-
ратного прогноза такая же, как и в прямой модели
(Логофет и др., 2019): структура популяции, за-
фиксированная в первый год наблюдения, долж-
на переходить в структуру последнего года путем
ее умножения на последовательность годичных
матриц в хронологическом порядке (от 2019 к
2010 году в данном случае), и такой же результат
должна давать средняя матрица G– в степени,
равной числу шагов. Формально

(9)

т.е. структурно-мультипликативную среднюю
матрицу G– следовало бы вычислять как матрич-
ный корень 9-й степени из произведения 9 годич-
ных матриц. Поскольку такое произведение пред-
ставляет собой положительную матрицу (все эле-
менты больше 0), матричный корень в лучшем
случае будет также положительным (McDonald et al.,
2014; Politi, Popolizio, 2015). Но у средней матри-

( ) ( ) ( )_ ...2010 2018 2019 ,=10
G B B B

Рис. 2. Обращение ГЖЦ A. albana для обратного прогноза.

a_ b_ c_

d_

e_
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h_ l_

m_pl j im v g
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цы строение должно быть таким же, как и у мат-
риц усредняемых, т.е.

(10)

а значения ее элементов не должны выходить из
границ, в которых находятся элементы усредняе-
мых матриц.

Условие (10) приводит к переопределенности
(GUFO.ME, 2020) матричного уравнения (9) как
системы из 25 скалярных уравнений для 10 неиз-
вестных a–, b–, …, l–, m–, т.е. к отсутствию точного

решения. Таким образом, поиск средней матри-
цы G– сводится к приближенному решению урав-
нения (9), т.е. к задаче ограниченной минимиза-
ции ошибки приближения (Приложение В).

РЕЗУЛЬТАТЫ
Калибровка годичных ПМП. Результаты ка-

либровки матриц L(t) представлены в табл. 3.
К девяти матрицам, калиброванным ранее (Лого-
фет и др., 2019, табл. 3), последний, 2019-й, год
наблюдений добавил матрицу L(2018) с доми-
нантным собственным числом, меньшим 1 (по-
следняя строка табл. 3).

Калиброванные матрицы обратного прогноза.
Результаты вычисления годичных матриц B(t) по
формулам (7), (8) представлены в табл. 4. Вариа-
ции меры приспособленности локальной популя-
ции (доминантного собственного числа λ1(B(t)) по
годам весьма значительны, как и в прямой модели.
Как и ожидалось, λ1(B(t)) > 1 во всех тех случаях, ко-
гда прямая модель давала значение λ1(L(t – 1)) < 1
(табл. 3), и наоборот. Явной закономерности в
предельных распределениях (векторах y*(t)) не
наблюдается: в разные годы доминирование пе-
ремещается между стадиями j, im и v, и только при
наименьшем значении λ1(t = 2011) доминирую-
щей оказалась стадия p.

Осреднение годичных матриц прямого и обрат-
ного прогноза. Структурно-мультипликативное
среднее 10 годичных ПРМ L(t), полученное как
приближенное решение уравнения (4), показано
в первой строке табл. 5. Добавление 10-й матрицы
с λ1(L(2018)) < 1 (табл. 3) к набору из 9 усредняе-
мых ПМП (Логофет и др., 2019, табл. 3) законо-
мерно снизило значение λ1(G) (в сотых долях),
т.е. 10-летний мониторинг дает прогноз с более
быстрым убыванием ценопопуляции, нежели
9-летний. Ошибка приближения снизилась по-
чти на порядок. Предельное распределение ста-
дийных групп сохранило двугорбый характер с

0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 ; , , ..., , 0,
0 0 0

0 0

d e

f

h kG a b l m

l m

a b c

− −

−

− −− − − − −

− −

− − −

 
 
 

= ≥ 
 
 
 

доминированием в стадиях j и v, и оно по-прежне-
му мало отличается от распределения x(2019) в
последний год наблюдения (4.5%, см. последний
столбец табл. 5).

Приближенное решение уравнения (9) для 10
матриц из табл. 4, т.е. СМО годичных матриц об-
ратного прогноза, с приемлемой точностью при-
ближения дает матрица G–, представленная в по-
следней строке табл. 5. Строение G–, очевидно, со-
ответствует (10), т.е. обращенному ГЖЦ (рис. 2), а
значения ее элементов не выходят из границ, за-
данных соответствующими элементами усредня-
емых матриц (Приложение В, условие (В.2)). До-
минантное собственное число λ1(G–) матрицы
обратного прогноза оказалось больше 1, подтвер-
див ожидания, а соответствующий доминантный
собственный вектор z*, т.е. предельное распреде-
ление численности стадийных групп при движе-
нии назад, оказался весьма близким к фактиче-
скому в начальный год наблюдений: показатель
несходства между ними по Кейфицу около 2%
(табл. 5).

ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Ежегодные наблюдения за ценопопуляцией
проломника Androsace albana на постоянных пло-
щадках продолжаются с 2009 г. (Логофет и др.,
2017б, 2019), и каждый очередной год добавляет
новую матрицу в набор годичных ПМП, расши-
ряя спектр вариаций условий среды, опосредо-
ванно отраженных в матрицах. Этот набор служит
исходным пунктом в оценке жизнеспособности
ценопопуляции по каждому из двух дальнейших
альтернативных направлений. Оценка стохасти-
ческой скорости роста, λS, популяции в случайно
меняющейся среде (Tuljapurkar, 1986, 1990; Cas-
well, 2001) преобладает в англоязычной литерату-
ре (Caswell, 2010), а вычисление доминантного
собственного числа λ1(G) средней матрицы G сле-
дует оригинальной концепции структурно-геомет-
рического (структурно-мультипликативного в дан-
ной статье) осреднения неотрицательных матриц
(Logofet, 2018, 2019b; Логофет и др., 2019). Оба
подхода дают качественно одинаковый – отрица-
тельный – прогноз выживания ценопопуляции
A. albana (Логофет и др., 2019), хотя количествен-
ные результаты, т.е. скорости ежегодного сниже-
ния численности, заметно различаются (Логофет
и др., 2019, табл. 3, 4).

Поскольку результат СМО годичных ПМП
представляет собой приближенное решение урав-
нения (9) (Приложение В), причину вышеназван-
ного различия можно усмотреть в неточности
приближения, так как λ1 любой неотрицательной
неразложимой матрицы весьма чувствительно к
вариациям ее элементов (монотонно возрастает
при увеличении любого элемента и наоборот;
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Таблица 4. Результаты калибровки матриц обратного прогноза для A. albana по данным 2009–2019 гг.

Год переписи, t Матрица B(t) λ1(B(t)) Вектор y*, %

2019
j = 9 1.6837

2018
j = 8 1.2080

2017
j = 7 0.8071

2016
j = 6 0.9104

2015
j =5 2.5137

2014 
j = 4 1.7351

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

60 0 0 077
230 0 0 02
52 130 0 031 31

437 230 0 0 438 438
15 20 3 0 0479 479 958

 
 
 
 
 
 
  

14.02
73.04
10.69
0.16
2.09

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

30 0 0 013
80 0 0 013

16 40 0 025 25
588 560 0 0 487 487

2312 0 0 0673 673

 
 
 
 
 
 
  

3.63
9.67

18.98
67.39
0.33

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

80 0 0 05
490 0 0 05
51 340 0 035 35

50 250 0 0 21 42
5712 0 0 0377 377

 
 
 
 
 
 
  

13.72
39.80
13.29
20.99
12.20

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 0 0 0 05
190 0 0 013
30 500 0 0149 149

170 200 0 0 189 189
40 116 0 0 0941 941

 
 
 
 
 
 
  

0
32.53
20.26
42.81
4.40

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

80 0 0 05
490 0 0 05
51 340 0 035 35

50 250 0 0 21 42
5712 0 0 0377 377

 
 
 
 
 
 
  

9.27
56.79
14.57
15.84
3.53

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

190 0 0 034
1370 0 0 034
665 2850 0 0388 388

21932120 0 0 2209 2209
312 147 0 01241 2482 2482

 
 
 
 
 
 
  

8.58
61.84
26.63
0.77
2.18
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2013 
j = 3

0.7955

2012 
j = 2

0.9773

2011
j = 1

0.4733

2010 
j = 0 1.6281

Год переписи, t Матрица B(t) λ1(B(t)) Вектор y*, %

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

49 4900 0 01087 1087
860 0 0 095

3393 24360 0 05749 5749
290 1160 0 0 369 1107

19 34 1 0 04772 1193 4772

 
 
 
 
 
 
  

19.14
34.51
30.32
14.69
1.34

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

310 0 032 16
150 0 0 019

903 1100 0 02407 157
571710 0 0 175 700

85 257 0 01698 11886 11886

 
 
 
 
 
 
  

4.08
10.34
19.55
65.89
0.14

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

210 600 0 0401 401
480 0 0 043
55 1100 0 0157 157

299 130 0 0 656 656
19 31 0 0 01756 1756

 
 
 
 
 
 
  

44.23
35.66
15.12
2.65
2.34

 
 
 
 
 
 
 
 
  

148 370 0 0247 247
0 0 2 0 0

66 330 0 041 82
133 70 0 0 99 99

26 104 134 0 0199 597 995

 
 
 
 
 
 
  

18.13
40.93
33.32
1.52
6.10

Таблица 4. Окончание

Гантмахер, 1967, §XIII.3, Теорема 6; Логофет,
Уланова, 2018, утверждение (П7.1–2)). Это клас-
сическое положение имеет качественный харак-
тер и нуждается в дальнейшем теоретическом
уточнении в связи с задачей СМО годичных
ПМП. Несколько математических результатов
были получены в этой связи (Protasov, 2019; Про-
тасов, Широков, 2019), однако до практических
рекомендаций дело еще не дошло.

В подобной ситуации возрастает роль альтер-
нативных подходов к задаче прогноза, способных
подтвердить выводы, полученные методом СМО,
и обратный прогноз выступает одним из таких
методов. Годичные матрицы, B(t), обратного про-
гноза (табл. 4) обнаружили не меньшее разнооб-
разие характеристик, чем ПМП прямой модели
(табл. 3), в зависимости от года наблюдения t.
Примечательно, что мера, λ1(B(t)), “обратной”

жизнеспособности ценопопуляции оказалась
больше 1 во все те годы, когда “прямая” мера на
предыдущем шаге, λ1(L(t – 1), была меньше 1, и
наоборот, – подтверждая формально очевидное
положение здравого смысла.

Как и в прямой модели, итоговый прогноз
жизнеспособности дает структурно-мультипли-
кативная средняя матрица, G–, ряда годичных
матриц своим доминантным собственным чис-
лом λ1(G–). Оно закономерно оказалось больше 1
(табл. 5), указывая на рост ценопопуляции в об-
ратном направлении времени, а предельное рас-
пределение, z*, размеров стадийных групп прак-
тически совпадает с финальным распределением,
x(2009), при движении назад (различие менее 2%;
табл. 5).

Предложенная методика обратного прогноза
оказалась эффективной в матричной модели по-
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пуляции A. albana со стадийной структурой, и она
не специфична для A. albana: единственное прин-
ципиальное условие – неразложимость годичных
матриц, т.е. сильная связность исходного ГЖЦ
(рис. 1), – обеспечено непрерывностью онтогене-
за, начальная стадия которого пополняется в ре-
зультате репродукции. Поэтому методика обрат-
ного прогноза применима во всех случаях, где
имеется временнóй ряд данных типа “идентифи-
цированные особи” (“identified individuals”; Cas-
well, 2001, p. 134). В приложении к данным много-
летнего мониторинга ценопопуляции A. albana

данная методика подтвердила справедливость
“неутешительного прогноза выживания ценопо-
пуляции” на альпийской пустоши (Логофет и др.,
2019).

Сбор и обработка полевого материала осу-
ществлены при финансовой поддержке РФФИ
(грант № 14-04-00214). Модельная часть исследо-
ваний поддержана РФФИ, грант № 19-04-01227.
Вычисления проделаны в среде MATLAB, версия
R2019b.

Приложение А

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ТАБЛИЦЫ ПЕРЕХОДОВ
ИЗ ГОДИЧНЫХ ПМП

Если в синтаксисе MATLAB годичную ПМП
(2) обозначить L(t), где вместо (t) будет стоять од-
но из фактических значений t = 2009, 2010, …,
2018, то соответствующая таблица переходов и
пополнений TL(t) вычисляется умножением каж-
дого столбца матрицы на численность отвечаю-
щей ему стадийной группы:

(A.1)

Во избежание машинных ошибок округления,
все вычисления выполняются с помощью сим-
вольной алгебры (Mathworks, 2020a) в рациональ-
ных числах, что позволяет осуществлять логиче-
ский контроль на каждом этапе вычислений. Так,
корректность таблицы (А.1) проверяется коман-
дами

(А.2)

где == означает логическое (поразрядное) сравне-
ние, а стандартная функция eval преобразует сим-
вольный аргумент в цифровой результат. Если
вычисления проведены правильно, то команды

( ) ( ) ( )( )= * diag .t L t x tLT

( ) ( )( ) [ ] ( )== + eval *diag * 1 (( '1 1 1 1 ,) 1 )'L t x t x t

Таблица 5. Структурно-мультипликативное осреднение 10 годичных ПМП (табл. 3) и 10 матриц обратного про-
гноза (табл. 4)

†Суммарная квадратичная ошибка приближения по всем элементам произведения матриц (“наименьшие квадраты”). ‡ До-
минантный собственный вектор усредненной матрицы. ±tfin = 2019 для прогноза вперед, tfin = 1980 для прогноза назад.

Средняя матрица
Погрешность 
осреднения† λ1 Вектор z*‡, %

3.0153 × 10–3 0.8876 4.48

0.020891 1.0724 2.31

fin

fin 1

100 ( ) *
( )

t

t

± 
Δ − 
 

x
z

x

 
 
 

=  
 
 
  

0 0 0 0 8.5705
0.2791 0 0 0 22.5219
0.0900 0.0700 0.1173 0 0.3017

0 0 0.2097 0.8390 0
0 0 0 0.0502 0

G

 
 
 
 
 
 
  

15.87
46.70
6.74
29.05
1.64

 
 
 

=  
 
 
  

0 0.1624 0.2543 0 0
0 0 1.2346 0 0
0 0 0.9151 0.4882 0
0 0 0 1.0308 0.0799

0.0687 0.1257 0.0066 0 0

G
−

 
 
 
 
 
 
  

13.48
37.76
32.72
10.55
5.49
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(А.2) возвращают логический массив (в данном
случае вектор-строку), состоящий только из еди-
ниц, а наличие в нем хотя бы одного нуля сигна-
лизирует об ошибке. Например, в синтаксисе
MATLAB

>> eval((L2009*diag(x2009)*[1 1 1 1 1]') == x2010)' ¶

ans = 1×5 logical array

1 1 1 1 1

. . .

>> eval((L2018*diag(x2018)*[1 1 1 1 1]') == x2019)' ¶

ans = 1×5 logical array

1 1 1 1 1

Приложение Б

ОБРАЩЕНИЕ ТАБЛИЦ ПЕРЕХОДОВ
И КАЛИБРОВКА ГОДИЧНЫХ МАТРИЦ 

ОБРАТНОГО ПРОГНОЗА
Вычисление по формуле (7) с помощью сим-

вольной алгебры (MathWorks, 2020a) и с учетом
(А.1) выполняет следующая строка MATLAB:

(Б.1)

где штрих ′ обозначает операцию транспонирова-
ния. Например, в синтаксисе MATLAB

>> syms d1 d2 d2 d3 d4 d5 positive; B2010 = diag([d1 d2 d3 d4 d5])?(L2009?diag(x2009))' ¶

B2010 =

[ 0, 8*d1, 2*d1, 0, 0]

[ 0, 0, 22*d2, 0, 0]

[ 0, 0, 28*d3, 7*d3, 0]

[ 0, 0, 0, 19*d4, d4]

[ 30*d5, 40*d5, 3*d5, 0, 0]

Отсюда видно, что векторно-матричное урав-
нение (8) распадается на 5 независимых скаляр-
ных уравнений: каждое относительно неизвест-
ного dj (j = 1, …, 5) соответственно. Поэтому един-
ственное решение можно получить как вектор
d(t) = [d1 d2 d2 d3 d4 d5]' путем поэлементного де-
ления (./) положительных векторов:

(Б.2)

после чего

(Б.3)

Вычисления по формуле (Б.2) выполняются
корректно для всех лет, кроме t = 2016, когда пер-
вый столбец матрицы L(2015) оказался нулевым
(Логофет и др., 2019, табл. 3). При обращении этот
нулевой столбец перешел в нулевую первую строку
матрицы B(2016), которая в принципе не способна
обеспечить положительную первую компоненту
прообразу вектора x(2016). Поэтому значение
d1(2016) полагаем равным x1(2015)/x1(2016), что “ис-
правляет” нулевую строку матрицы B(2016) соглас-
но условию калибровки (6).

Логическая проверка:
>> eval(x2009 == (B2010?x2010))' ¶

ans = 1×5 logical array

1 1 1 1 1

. . .

>> eval(x2018 == (B2019*x2019))' ¶

ans = 1×5 logical array

1 1 1 1 1

Далее, c помощью стандартной функции eig
(MathWorks, 2020b) получаем спектр матрицы об-
ратного прогноза и соответствующие (ненорми-
рованные) собственные векторы в виде диаго-
нальных элементов выходной матрицы D и столб-
цов матрицы V соответственно:

(Б.4)

Затем определяем визуально порядковый но-
мер доминантного собственного числа (как пра-
вило, это 1) и нормируем на 100% соответствую-
щий столбец матрицы V:

(Б.5)

– в качестве равновесного вектора для матрицы
обратного прогноза.

Приложение В

СТРУКТУРНО-МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЕ 
ОСРЕДНЕНИЕ МАТРИЦ
ОБРАТНОГО ПРОГНОЗА

Чтобы найти приближенное решение уравне-
ния (9), решаем задачу ограниченной минимизации

( ) [ ]( ) ( ) ( )( )= − −syms d1 d2 d2 d3 d4 d5 positive; B t diag d1 d2 d2 d3 d4 d5 * L 1 *diag x t ,( 1 't

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

=
= − − ∗ − ∗

d t
x t 1 . / L t 1 diag x t 1( '( x t ),

( ) ( )( ) ( ) ( )( )= ∗ − ∗ −B t diag d t L t 1 di( ag t 1 .)'x
[ ] ( )( )( )=V,D eig eval B t .@

( ) ( ) ( )( )=y t eq V :,1 sum V :,1 * 100  @
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 (В.1)

где ||…|| обозначает евклидову норму, а точный вид
произведения B(2010) … B(2018) B(2019), полу-
ченный с помощью машинной символьной ал-
гебры, слишком громоздок для публикации.

В задаче (В.1) параметры a–, …, m– выступают
переменными, множество допустимых значений
которых, , представляет собой параллелепипед
в , полученный из следующих соображений.
Будучи элементами усредненной матрицы, пара-
метры [a–, …, m–] = g_ ∈  не должны выходить
из диапазонов их значений в усредняемых матри-
цах B(t) (t = 2019, 2018, …, 2010), т.е.

(В.2)
где векторы minL и maxL составлены из соответству-
ющих элементов матриц B(t) на местах a–, …, m–:

(В.3)

– а точка перед именем функции означает ее по-
элементное выполнение.

В современной версии MATLAB функции
min(A, B) и max(A, B) допускают лишь два вход-
ных аргумента для сравнения массивов A и B
(MathWorks, 2020c, d). Поэтому матрицу minB по-
лучаем в результате последовательного исполне-
ния команд

(В.4)

после чего вектор minB (В.3) – нижних границ
для 10 переменных задачи минимизации извлека-
ем из матрицы minB с помощью созданной поль-
зователем функции G_2g_vec10.

Аналогично получаем вектор maxB (В.3) –
верхних границ. В результате

(В.5)

(В.6)

Решение задачи (В.1)–(В.3) отыскиваем с по-
мощью библиотечной функции fmincon(…) в вы-
числительной среде MATLAB (MathWorks,
2020e). Норму разности из выражения (В.1) вы-
числяем специальной, созданной пользователем
функцией normGm_prodmB(g_) векторного аргу-
мента g_ ∈ , а нижняя и верхняя границы пере-
менных заданы условиями (В.2), (В.5), (В.6).

Запуск процедуры ограниченной минимиза-
ции выполняет строка

(В.7)

после выбора алгоритма и соответствующей на-
стройки технических параметров оптимизации
инструментом optimtool (MathWorks, 2020f). За-
пись “[], [],” означает отсутствие ограничений-
равенств и других неравенств, кроме границ (В.2)
в формулировке задачи; вектор g_0 ∈  – на-
чальная точка алгоритма поиска решения, напри-

мер, средняя точка в допустимом диапазоне: g_0 =
= (maxB – minB)/2; выходной (в левой части
(В.7)) аргумент g– ∈  – найденное (локальное)
решение задачи; FVAL – соответствующее ему ми-
нимальное значение функции normGm_prodmB –
погрешность осреднения в табл. 5.

В результате (В.7) получаем некоторый ло-
кальный минимум, а глобальный минимум (сре-
ди десятков локальных) находит процедура Glo-
balSearch (MathWorks, 2020f) с настройками тех-
нических “толерантностей” на уровне 10–16. На
компьютере с процессором Intel Core i9 2.3 GHz
поиск с 1000 повторов занимает 29 мин.
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Backward prediction confirms the conclusion on local plant population viability
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One more year of observing the structure of a local Androsace albana population at permanent plots laid in
an alpine lichen heath in 2009 added the 10th calibrated matrix to the previous set of 9 annual population pro-
jection matrices obtained as an outcome of 10-year observations by means of the matrix model. The original
concept of pattern-multiplicative averaging for nonnegative matrices leads to the average of ten matrices,
which retains the previous “disappointing survival forecast” of the local population, motivating its confirma-
tion/refutation by the method of backward prediction. We substantiate the technique and present the corre-
sponding computational apparatus of backward prediction in matrix models of discrete-structured popula-
tions through reversing the time direction in the observation data. Applied to the A. albana data, the tech-
nique gives 10 one-year matrices of the backward prediction, each predicting the increase in local population
if its prototype in the direct model prescribes the declined, and vice versa. Similarly, the result of averaging
gives the final backward prediction of the population growth in contrast to the direct prediction, thus con-
firming its adequacy.
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