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Предложен приближенный метод прямого моделирования трехмерных поверхностных волн, осно-
ванный на полных уравнениях потенциального движения жидкости со свободной поверхностью в
криволинейной нестационарной системе координат. Используется разделение потенциала скоро-
сти на нелинейную и линейную компоненты. Двухмерные уравнения модели выводятся на основе
точного трехмерного уравнения для нелинейной компоненты потенциала скорости, записанного
на поверхности. Уравнение содержит первую и вторую вертикальные производные потенциала на
поверхности; таким образом, система уравнений оказывается незамкнутой. Анализ результатов
точного трехмерного моделирования позволил установить, что первая и вторая производные связа-
ны между собой линейно. Эта связь дает возможность замкнутой двухмерной (поверхностной) фор-
мулировки проблемы трехмерных волн. Первая производная потенциала (т.е. вертикальная ско-
рость на поверхности) рассчитывается из уравнения для потенциала скорости на поверхности с по-
мощью итераций. Связь между производными потенциала не вполне точна, поэтому в целом метод
является приближенным. Тем не менее, модель достаточно аккуратно воспроизводит эволюцию
волнового поля и его основные статистические характеристики. Наиболее очевидным преимуще-
ством модели является ее высокая эффективность: скорость интегрирования двухмерной модели
примерно на два порядка превосходит скорость равноценной трехмерной модели. Модель предна-
значена для быстрого воспроизведения динамики двухмерного волнового поля на основе информа-
ции о волновом спектре.
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вертикальная скорость на поверхности, приток энергии от ветра, диссипация волн, статистика волн
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последние десятилетия было предложено
много подходов в прямом (фазоразрешающем,
phaseresolving) моделировании поверхностных волн
(см. обзор соответствующих работ в [1]). Большая
часть моделей предназначалась для инженерных
задач: проектирования прибрежных сооружений,
моделирования взаимодействия волн с плаваю-
щими или фиксированными объектами, изуче-
ния волнового режима в эстуариях. Немногие
наиболее развитые модели использовались для
изучения физических свойств волн. Наиболее
простым и успешным типом моделирования яв-
ляется двухмерное моделирование одномерных
волн. Условие периодичности позволяет исполь-
зовать конформное преобразование координат [6],
что сводит двухмерную задачу к одномерной, ко-
торая может решаться с высокой скоростью и
точностью на основе преобразования Фурье. Не-
смотря на то что одномерный подход связан с

ограничениями, конформная модель незаменима
при исследовании многих локальных процессов,
таких как опрокидывание волн, взаимодействие
волн с ветром и многих других.

В настоящее время наиболее полная формули-
ровка проблемы основана на трехмерных уравне-
ниях потенциального движения жидкости со сво-
бодной поверхностью. Эти уравнения удобно за-
писывать в отслеживающей поверхность системе
координат:

(1)

где  – периодическая волновая
поверхность, задаваемая рядом Фурье

 (2)

где k и l – компоненты вектора волнового числа
;  – амплитуды Фурье возвышения

;  и  – число мод в направлениях 
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и  соответственно;  – базовые функции раз-
ложения Фурье, представленные в виде матрицы:

(3)

Трехмерные потенциальные уравнения в системе
координат (1) при  имеют вид

(4)

(5)

(6)

где  – оператор:

(7)

Уравнения (4), (5) относятся к поверхности ,
т.е. являются двухмерными; уравнение (6) – трех-
мерное. Переменная p в (5) описывает давление
на поверхности .

Уравнения (4)–(6) записаны в безразмерной
форме с использованием следующих масштабов:
длины  (при этом величина 2πL равна размер-
ной длине области); времени L1/2g–1/2 , потенциа-
ла скорости  (g – ускорение свободного па-
дения). Давление  отнесено к единице плотности;
масштаб для него равен Lg. Уравнения (4)–(6) ав-
томодельны, т.е. инвариантны к изменениям L.

В статье [5] предложено представить потенци-
ал скорости  в виде суммы двух компонент: ана-
литической (линейной)  и произволь-
ной (нелинейной) :

(8)
Компонента  удовлетворяет уравнению Лапласа

(9)

с известным решением:

(10)

где ,  – коэффициенты Фурье
потенциала  на поверхности при , ось  на-
правлена вниз. Решение удовлетворяет гранич-
ным условиям:

(11)

Представление (8) не используется для эволю-
ционных уравнений (4) и (5), поскольку было
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установлено, что оно не дает заметных преиму-
ществ.

Нелинейная компонента  удовлетворяет урав-
нению:

(12)

Уравнение (12) решается при граничных условиях:

(13)

На поверхности  уравнение (12) принима-
ет вид:

(14)

Производные компоненты  в (7) рассчитываются
аналитически (см. ниже).

2. СВЕДЕНИЕ ТРЕХМЕРНОЙ ЗАДАЧИ
К ДВУХМЕРНОЙ

Преимуществом трехмерного прямого моде-
лирования является возможность воспроизведе-
ния реального движения жидкости с учетом всех
нелинейностей, разрешенных в потенциальном
приближении. Основным недостатком всех трех-
мерных моделей является их низкая производи-
тельность. Причиной этого является высокая
консервативность волн: временные и простран-
ственные масштабы развития волнового поля на
порядки превосходят периоды и длины волн.
Между тем, именно фазовая скорость волн огра-
ничивает величину шага по времени, причем на
каждом шаге приходится решать эллиптическое
уравнение для потенциала скорости с примене-
нием итераций. Поскольку точные нелинейные
начальные условия не могут быть сформулирова-
ны, сбалансированное нелинейное решение вы-
рабатывается за достаточно длинный период в те-
чение тысяч шагов по времени. Нестационарная
задача с учетом притока и диссипации энергии
становится еще более громоздкой. В конечном
итоге работа с моделью сводится к непрерывному
ожиданию результатов, что сильно затрудняет ее
усовершенствование.

Досадно, что трехмерная структура волнового
поля рассчитывается по трехмерному уравнению
для потенциала только для того, чтобы рассчитать
неизвестную характеристику на поверхности –
вертикальную скорость . Таким об-
разом, оказывается, что, так же как и в конформ-
ной проблеме, эволюция волн полностью опре-
деляется поверхностными характеристиками, а
трехмерная структура потенциала скорости не
используется. Маловероятно, что точные двух-
мерные (поверхностные) уравнения для трехмер-
ных волн могут быть сформулированы. Тем не
менее, возникает соблазн найти приближенный
подход, сочетающий возможность использова-
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ния полной формы уравнений с отказом от расче-
та вертикальной структуры движения.

Обратимся к уравнению для нелинейной ком-
поненты потенциала (14). Поскольку  при

, уравнение принимает вид:

(15)

Здесь использованы обозначения  

, . Уравнение (15) явля-
ется точным. Используя представление ,
получаем:

(16)

Принимая во внимание, что  и , урав-
нение (15) можно представить в форме

(17)
где член 

(18)
зависящий только от линейной компоненты, рас-
считывается с использованием преставления Фу-
рье (10) по формулам:

(19)

(20)

(21)

(22)

Здесь  – коэффициенты Фурье аналитической
компоненты потенциала скорости ,  – коэф-
фициенты Фурье аналитической компоненты
вертикальной скорости .

Точное двухмерное уравнение (18) по сравне-
нию с уравнением (12) выглядит обескураживаю-
ще простым, но это, скорее, обман зрения, по-
скольку оно содержит две переменные – первую
и вторую производные потенциала по вертикали.

В первичной формулировке проблемы в де-
картовых координатах трехмерная структура по-
тенциала скорости описывается уравнением
Лапласа. Возмущения возникают, поскольку гра-
ничные условия задаются на криволинейной по-
верхности. Поэтому можно ожидать, что верти-
кальные профили потенциала скорости являются
гладкими и они имеют более или менее универ-
сальную структуру. Ситуация упрощается тем,
что, в отличие от трехмерного уравнения (12), пе-
ременные  и  определяются асимптотическим
поведением потенциала скорости вблизи поверх-
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ности. В работах [2, 3], выполненных на основе
точной трехмерной модели с высоким вертикаль-
ным разрешением, показано, что вертикальные
профили  имеют универсальный вид в доста-
точно широкой окрестности  и очень близки
к линейным. Анализ профилей, рассчитанных по
полной модели, показывает, что  и  оказыва-
ются всегда одного знака, поэтому профиль по-
тенциала удобно аппроксимировать следующей
двухпараметрической формулой:

(23)

которая определяет зависимость между  и 

(24)

выполняющуюся на поверхности . Коэффи-
циент  может быть функцией горизонтальных
координат и зависеть от параметров проблемы.
Связь между  и  можно исследовать с помо-
щью детальной трехмерной модели, в которой
рассчитывается вертикальная структура потенци-
ала скорости, включая данные о  и . Для этих
исследований использовалось большое число
трехмерных полей потенциала для широких диа-
пазонов интегральной крутизны , рассчитывае-
мой по волновому спектру  возвышения 

(25)

и дисперсии возвышения

(26)

Первоначально зависимость  исследова-
лась в Фурье пространстве. Результаты оказались
недостаточно детерминированными, поэтому да-
лее основные усилия были направлены на анализ
профилей  в физическом пространстве. Для по-
лучения зависимости  использовалась мо-
дель, разработанная автором и описанная в ста-
тьях [2, 5] и монографии [1]. Использовалось раз-
решение  узлов, число уровней по
вертикали равнялось 50. Численная схема сочета-
ет Фурье-метод с расчетом нелинейностей на сгу-
щенной сетке, конечно-разностные аппроксима-
ции второго порядка для производных по вер-
тикали на разнесенной сетке, растянутой по
правилу  (  – вертикальный шаг,

 на поверхности). Коэффициент растяжения 
был равен 1.2, что обеспечило высокую точность
конечно-разностной аппроксимации производ-
ных  и  при . Уравнение (12)
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решается как уравнение Пуассона методом про-
гонки с итерациями по правой части. Относи-
тельная точность в терминах нормы вертикаль-
ной скорости на поверхности задается равной

 Для того чтобы результаты отражали ситуа-
ции с разными интегральными характеристика-
ми, в модель были включены алгоритмы, описы-
вающие приток энергии к волнам и диссипацию,
т.е. волны моделировались в процессе их разви-
тия. Алгоритмы физических процессов подробно
описаны в цитируемых выше публикациях.
Расчеты производились с временным шагом

 на период . Эволюция инте-
гральных характеристик решения показана на
рис. 1.

Безразмерные притоки и стоки энергии (т.е.
кривые 1–5) имеют одинаковую нормировку и
поэтому их можно сопоставлять. Баланс энергии
стремится к нулю (кривая 5), поэтому энергия
(кривая 6) становится постоянной. Кривая 7,
описывающая эволюцию взвешенного волновым

510 .−

0.01Δτ = 2000τ =

спектром волнового числа  до времени ,
показывает развитие спектра. Далее  убывает
под влиянием нелинейных взаимодействий от
значения  до  ('downshifting). Рису-
нок 1 приведен как качественная характеристика
результатов, используемых ниже для замыкания
системы уравнений.

Данные, полученные до времени , в
дальнейшем анализе не использовались, по-
скольку в течение этого периода происходило не-
линейное согласование полей возвышения  и
потенциала скорости . Для анализа записыва-
лись двухмерные поля вертикальной скорости 
и ее производной  с интервалом . Таким
образом, использовалось 91 двухмерное поле,
каждое размером . Все поля включали
52, 428, 800 пар значений  и . Статистическая
связь между этими переменными показана на
рис. 2. Поскольку объем информации очень ве-
лик, данные о средних величинах ,  и диспер-

k 200τ =
k

130k = 50k =

200τ =

η
ϕ

w
wζ 20Δτ =

1024 512×
w� wζ�

w� wζ�

Рис. 1. Эволюция интегральных характеристик решения (ссылки в скобках даны на уравнения в работе [2]: 1 – инте-
гральный эффект нелинейных взаимодействий; 2 – скорость диссипации на высоких волновых числах ((19)–(23));
3 – скорость диссипации за счет обрушения ((24)–(27)); 4 – скорость притока энергии от ветра ((14)–(18)); 5 – сумма
притоков и диссипации; 6 – эволюция потенциальной энергии; 7 – эволюция взвешенной волновым спектром вол-
нового числа  (с множителем 0.01).
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сии  накапливались в 100 интервалах величиной
, в промежутке . Вне этого

промежутка данные практически отсутствовали.
Далее связь между осредненными по интервалам
значениям ,  аппроксимировалась линейной
зависимостью

(27)

с коэффициентами , .
Среднеквадратичная ошибка аппроксимации (27)
меньше .

Распределение вероятности  (пунктир-
ная кривая) показывает, что почти все значения

 приходятся на интервал , что соот-
ветствует значениям . В этой
области точность аппроксимации (27) макси-
мальна. Рисунок 2 показывает, что вертикальная
скорость тесно связана с ее производной, хотя
имеется небольшая ошибка. Природа расхожде-
ний не очень ясна, причиной ошибок может быть
нелокальность этой связи. Нельзя также исклю-
чать влияния ошибок аппроксимации, главным
образом, аппроксимации второй производной от
потенциала на поверхности, вычисляемой на-
правленными разностями.

w
0.06wζΔ = 3 3wζ− < <

w� wζ�

0 ,w A Awζ= +� �

6
0 4 10А −= × 0.00363А =

47 10−×

( )P wζ�

wζ 1 1wζ− < <�

0.003 0.003w− < <�

Ответ на вопрос о применимости соотноше-
ния (27) может дать прямое сравнение нелиней-
ной компоненты вертикальной скорости , рас-
считанной по уравнению Пуассона (6), и той же
величины , рассчитанной по поверхностному
условию (17). Это сопоставление дано на рис. 3.
Жирная линия показывает осредненные для каж-
дого интервала  значения  как
функции , рассчитанные по уравнению (17).
Связь между  и  определяется тонкой линией,
которая везде полностью совпадает с жирной ли-
нией. Тонкие окаймляющие линии соответству-
ют дисперсии аппроксимации. Средняя диспер-
сия ошибки равна  Распределение вероят-
ности для  (пунктирная кривая) показывает,
что величины нелинейной компоненты верти-
кальной скорости  (и ) приходятся, в основ-
ном, на интервал .

Как видно из рисунка, значения  и  хорошо
согласуются, однако имеются небольшие систе-
матические и случайные расхождения.

w�
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0.0003wζΔ =� w�

Aw
Аw w
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Aw� w�
0.005 0.005Aw− < <�

w� Аw�

Рис. 2. Зависимость вертикальной скорости на по-
верхности  от ее вертикальной производной .
Жирная линия показывает осредненные для каждого
интервала  значения и совпадающие с ни-
ми значения, полученные аппроксимацией (27). Тон-
кие линии соответствуют дисперсии аппроксимации.
Пунктирная кривая качественно описывает распре-
деление вероятности , нормированное его мак-
симальным значением. Для этой кривой значение

 соответствует значению .
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Рис. 3. Сравнение нелинейной компоненты верти-
кальной скорости на поверхности , рассчитанной
по полной модели, с такой же вертикальной скоро-
стью , рассчитанной по двухмерному уравнению (17).
Жирная линия показывает осредненные для каждого
интервала  значения  как функции ,
рассчитанные с учетом (27). Тонкие линии соответ-
ствуют дисперсии аппроксимации. Пунктирная кри-
вая описывает распределение вероятности ,
нормированное его максимальным значением. Для
этой кривой значение  соответствует зна-
чению .
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Тем не менее, эволюционные уравнения (4) и
(5) содержат только полную вертикальную ско-
рость (в пределах ), а нелинейная ком-
понента  обеспечивает сравнительно малую по-
правку к линейной  (в пределах ).
Сравнение полной компоненты , рассчитанной
по уравнению Пуассона (12) и (8) и  –
по двухмерному уравнению (17), дано на рис. 4.
Жирная линия показывает осредненные для каж-
дого интервала  значения , рассчи-
танные с учетом (27). Связь между  и  опреде-
ляется линейным уравнением

(28)

Эта зависимость изображена тонкой линией, ко-
торая везде совпадает с жирной линией и окайм-
ляющими линиями, описывающими дисперсию
аппроксимации. Средняя дисперсия ошибки
меньше, чем , поэтому ее нельзя отразить
на графике. Распределение вероятности для 
(пунктирная кривая) показывает, что величины
полной компоненты вертикальной скорости 
(и ) приходятся, в основном, на интервал

. Таким образом, нелинейная по-

( )0.1,0.1−
w�

w ( )0.01, 0.01−
w

Аw w w= + �

0.001wΔ = Аw
w� Aw�

59 10 0995 .Аw w−= × +

46 10−×
w

w
Аw

0.05 0.05w− < <

правка оказывается в среднем на один порядок
меньше полной вертикальной скорости. Можно
надеяться, что ошибки воспроизведения нели-
нейной компоненты вертикальной скорости по
упрощенной схеме оказывают не очень большое
влияние на решение.

3. СРАВНЕНИЕ ДВУХМЕРНЫХ
И ТРЕХМЕРНЫХ МОДЕЛЕЙ

Наиболее убедительная проверка применимо-
сти изложенного выше упрощения должна осно-
вываться на сравнении результатов численного
интегрирования по полной модели, описываемой
уравнениями (4)–(6), и упрощенной модели,
описываемой уравнениями:

(29)

(30)

(31)

где , . Заметим, что
уравнения (29) и (30) содержат полные пере-
менные , а правая часть уравнения (31)
включает как полную вертикальную скорость

, так и линейную компоненту . Урав-
нение (31) определяет  неявно, оно записано в
форме, удобной для итераций. Поскольку в каче-
стве начальных условий для итераций использо-
вались значения с предыдущего шага по времени,
то число итераций, необходимых для достижения
точности  (по норме ), редко превышало 2.
Для сравнения моделей были проведены новые
расчеты по обеим моделям с аналогичными фор-
мулировками физических процессов, но с умень-
шенным разрешением (  моды) на период

 Начальные условия для моделей были
полностью идентичны. Начальные поля возвы-
шения и поверхностного потенциала рассчиты-
вались в линейном приближении с использова-
нием аппроксимации JONSWAP при значении
обратного возраста волны  (U – скорость
ветра,  – фазовая скорость волны пика с волно-
вым числом ). При таких параметрах при-
ток энергии от ветра компенсировался слабой
диссипацией на высоких волновых числах, так
что полная энергия в течение всего периода инте-
грирования оставалась постоянной.

Для сравнения результатов интегрирования
рассчитывались коэффициент корреляции 
и среднеквадратичная разность  (n – число

шагов по времени) между полем возвышения ,

( )1 ,s wτ ξ ξ ϑ ϑη = −η ϕ − η ϕ + +

( )( )2 2 21 1 ,
2

s w pτ ξ ϑϕ = − ϕ + ϕ − + − η −
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1
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w
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ξ ξ ϑ ϑ ζη + η + Δη −
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+
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510− w�
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1pU c =
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30pk =
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Рис. 4. Сравнение полной компоненты вертикальной
скорости на поверхности , рассчитанной по полной
модели с такой же вертикальной скоростью , рас-
считанной по двухмерному уравнению (17). Жирная
линия показывает осредненные для каждого интерва-
ла  значения , как функции , рассчи-
танные с учетом (17). Пунктирная кривая описывает
распределение вероятности , нормированное
его максимальным значением. Для этой кривой зна-
чение  соответствует значению .
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генерируемым полной моделью и упрощенной
моделью 

(32)

Здесь  и  – число узлов в направлениях  и ;

 и  – дисперсии полей  и . При полной
некоррелированности процессов величина  обра-
щается в 1. Правая часть (32) и коэффициент кор-

аη

( ) ( )
( )

−

− −
ξ ϑ

= σ + σ ×

 
× η − η 
 



12 2

1 2
21 1

, ,
,
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i j i j

i j

D n

N N

Nξ Nϑ х y

fσ cσ fη cη
D

реляции  рассчитывались с интервалом време-

ни, равным  для 10000 пар полей  и . Эво-
люция  и  приведена на рис. 5.

Сходство между полями возвышения умень-
шается со временем, однако, учитывая, что поверх-
ности имеют сложную многомодовую квазислу-
чайную природу, предполагалось, что нарушение
сходства будет происходить гораздо быстрее.
Ввиду того, что вертикальная скорость вычисля-
ется неточно, ускоренную модель можно рас-
сматривать как точную модель с наложенными
возмущениями. Если амплитуды возмущений не-
велики, можно ожидать, что модель воспроизво-
дит статистический режим волнового поля удо-
влетворительно.

В следующей серии расчетов в качестве на-
чальных условий были приняты те же поля воз-
вышения и поверхностного потенциала, но набо-
ры случайных фаз для полной и упрощенной мо-
делей были различны, т.е. исходные поля были
идентичны только в статистическом смысле.

На рис. 6 представлены одномерные спектры,
полученные трансформацией  двухмерного
спектра в полярный спектр  (  – направле-
ние;  – модуль волнового числа) и осредне-
нием по углу . В левой панели здесь и далее пред-
ставлены результаты, полученные по полной
трехмерной модели, в правой – по двухмерной

( )C n

100Δτ fη cη
( )D n ( )C n

( ),S k l
( )' ,S rθ θ

r k=
θ

Рис. 5. Эволюция коэффициента корреляции  и
среднеквадратичной разности D (уравнение (32));  –
время в периодах волны в пике спектра.
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Рис. 6. Волновые спектры, осредненные по пяти промежуткам времени длиной . Левая панель – расчеты по
полной модели; правая панель – по упрощенной.
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версии трехмерной модели. Как видим, в основ-
ном, спектры довольно близки друг к другу, в осо-
бенности в энергонесущей части спектра. Расхож-
дения, заметные при , могут объясняться
несколько меньшей высокочастотной диссипа-
цией в полной модели.

Поскольку рассматривался квазистационар-
ный, почти адиабатический режим, то диссипа-
ция в виде обрушения отсутствовала, и очень ма-
лый приток энергии полностью компенсировался
высокочастотной диссипацией. Алгоритм дисси-
пации oписан в работах [2, 3]). Напомним, что
спектральный коэффициент, определяющий вы-
сокочастотную диссипацию, равен нулю внутри
эллипса с полуосями  и  и растет квадра-
тично по  вне эллипса. Коэффициент  в данной
работе равен 0.5. Спектр диссипации для двух ва-
риантов расчета показан на рис. 7. Как видно из
рисунка, спектры диссипации качественно близ-
ки друг к другу, но в полной модели диссипация
несколько меньше, что и проявляется на рис. 6.

Волновые спектры и диссипация являются
сравнительно грубыми характеристиками реше-
ния. На рис. 8 представлены спектры гораздо бо-
лее чувствительной характеристики – спектры
наклона .

Данные на рис. 8 показывают, что в энергоне-
сущей части спектра распределение наклонов
воспроизведено упрощенной моделью очень хо-
рошо, а на высоких волновых числах оно завыше-
но, что объясняется завышенной в этой области
диссипацией.

40r >

xaM yаМ
k а

ξη

Нетрудно заметить, что в обеих моделях ис-
пользуются одни и те же эволюционные уравне-
ния, и лишь вертикальная скорость вычисляется
по различным алгоритмам: в полной модели – че-
рез трехмерное уравнение Пуассона (12) , а в двух-
мерной модели – через граничное условие (31) ги-
потезой (27) (где малый коэффициент  опущен).
Поэтому наиболее важной характеристикой, отли-
чающей упрощенную модель от исходной, являет-
ся полная вертикальная скорость . Сопоставле-
ние спектров этой величины для полной и упро-
щенной моделей представлено на рис. 9.

Любопытно, что вертикальная скорость имеет
спектр, сходный с волновым спектром (рис. 6).
В целом эти спектры обладают теми же свойства-
ми, что и предыдущие. Между спектрами, рас-
считанными по разным моделям, наблюдается
очевидное сходство.

В заключение приведем распределение веро-
ятности возвышения. На рис. 10 показаны веро-
ятности возвышения поверхности , рассчитан-
ные по полной (сплошная кривая) и упрощенной
моделям. Кривые весьма близки к друг другу, и
обе демонстрируют типичное распределение ве-
роятностей: высоты волн значительно превыша-
ют глубины подошв. В данном расчете повторя-
емость экстремальных волн, определяемых по
критерию  [3], равна . Эта величи-
на зависит от интегральной крутизны волны, ко-
торая в данном случае была невелика, порядка
0.05–0.06.

0А

w

η

1.2sHη > 610−

Рис. 7. Спектры высокочастотной диссипации (см. легенду на рис. 6, левая панель).
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3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье предложен новый подход к прямому
численному моделированию периодических трех-
мерных волновых движений. Подход основан на
разделении потенциала скорости на линейную и
нелинейную компоненты. Это оправдано, так как
более 95% энергии волн описывается линейной

компонентой, а нелинейная является малой по-
правкой. Впрочем, поскольку эволюционные
уравнения принимаются в полной форме, многие
нелинейные процессы описываются также в ли-
нейном приближении (например, квазилинейная
теория Хассельманна [8]). Решение для линейной
компоненты потенциала известно, следователь-

Рис. 9. Спектры вертикальной скорости  на поверхности (см. легенду на рис. 6, левая панель).

100

10

1

0.1
0 20 40 60 80 100 120

 

r

100

10

1

0.1
0 20 40 60 80 100 120

 

r

w

Рис. 8. Спектры продольного наклона поверхности  (см. легенду на рис. 6, левая панель).
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но, уравнение Лапласа (которое в криволинейной
системе координат обращается в полное эллип-
тическое уравнение) используется для отыскания
нелинейной компоненты. Уравнение решается
как уравнение Пуассона с итерациями по правой
части. Этот подход был реализован в предыдущих
статьях (см. [3]). Полная модель при достаточном
разрешении по горизонтали и вертикали может
рассматриваться как базовая модель для описа-
ния адиабатического движения в периодической
области.

Парадоксально, что достаточно сложная схе-
ма, используемая для решения трехмерного урав-
нения Пуассона, нужна только для того, чтобы
вычислить вертикальную скорость на поверхно-
сти (т.е. первую производную по вертикали от по-
тенциала). Между тем, на это решение затрачива-
ется не менее 90% машинного времени и 95%
памяти. Возникает соблазн найти подход в моде-
лировании, основанный целиком на поверхност-
ных характеристиках, аналогичный формулиров-
ке этой же проблемы для двухмерного волнового
движения в конформных координатах. Почти
очевидно, что точная формулировка проблемы в
терминах поверхностных переменных для трех-
мерного движения невозможна. Тем не менее,
возникает мысль о возможности использования
малости нелинейной компоненты потенциала
для формулировки приближенного подхода, та-
кая схема может основываться на уравнении для
потенциала, записанном для самой поверхности.
Это уравнение точно как для полного потенциала,
так и для нелинейной компоненты, но конструк-
тивным оказывается уравнение (17) для нелиней-
ной поправки. По сути это уравнение является
дополнительным поверхностным кинематиче-

ским условием. Трудность состоит в том, что это
уравнение содержит, помимо вертикальной ско-
рости , и ее вертикальную производную

. В течение многих лет это препятствие
казалось непреодолимым, однако в текущем году
была найдена схема замыкания уравнений. Идея
замыкания возникла при детальном рассмотре-
нии вертикальной структуры потенциала скоро-
сти вблизи поверхности раздела. Поскольку
структура потенциала первично описывается
уравнением Лапласа, кажется очевидным, что ре-
шение должно быть достаточно гладким, несмот-
ря на то, что граничные условия ставятся на кри-
волинейной поверхности. Это подтверждается
расчетами [5]. В качестве гипотезы предполага-
лось, что первая и вторая производные потенциа-
ла на поверхности связаны между собой функци-
ональной зависимостью . Эта гипоте-
за ничего не предопределяет, поскольку функция

 может зависеть от локальных параметров или
даже быть нелокальной, т.е. зависеть от полей

 и .

Для определения функции можно использо-
вать “точную” трехмерную модель [2]. Сначала
зависимость  исследовалась в Фурье
пространстве. Производные  и  рас-
считывались конечными разностями на основе
решения уравнения Пуассона для нелинейной
компоненты потенциала. Заметим, что эти вели-
чины не являются прямым продуктом решения,
поэтому они рассчитывались направленными
разностями. Было получено, что Фурье-компо-
ненты производных  и  связаны между
собой линейно, однако разброс этой зависимости
оказался довольно велик. Далее функция  ис-
следовалась для физических сеточных перемен-
ных. В предыдущей статье [4], где использовалось
число уровней по вертикали, равное 30, была по-
лучена надежная линейная связь между  и

. Относительный разброс значений  был
гораздо меньше, чем для Фурье коэффициентов,
но все же составлял порядка . Полученная за-
висимость использовалась при моделировании
эволюции волнового поля и параллельных расче-
тов с теми же параметрами по полной модели.
Совпадение результатов было вполне удовлетво-
рительным. Тем не менее, исследование связи
между  и  было продолжено с исполь-
зованием модели более высокого разрешения.
Неожиданно выяснилось, что точность расчета
второй производной  с помощью направлен-
ных разностей существенно зависит от числа ис-
пользованных уровней для решения уравнения
Пуассона. При выполнении данной работы число
уровней было увеличено до 50 и проведено спе-
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Рис. 10. Распределение вероятности возвышения,
рассчитанное по полной модели (сплошная кривая) и
по упрощенной модели (пунктир).
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циальное исследование точности аппроксима-
ции. В результате согласование между  и

 значительно улучшилось (рис. 3).

Важно, что в эволюционные уравнения (29)
и (30) входит полная вертикальная скорость. Рас-
четы показали, что вертикальные скорости, рас-
считанные по уравнению Пуассона (12) и по по-
верхностному условию (31), согласуются между
собой очень хорошо (рис. 4).

Сравнение результатов интегрирования полной
и упрощенной моделей показало вполне удовле-
творительное согласование. Это было подтвержде-
но буквальным сравнением полей возвышения
(рис. 5) и сопоставлением ряда статистических ха-
рактеристик решения (рис. 6–10).

Нельзя считать, что разработка двухмерного
подхода в трехмерной проблеме закончена. Веро-
ятно, связь между  и  можно улучшить
или заменить на более точную. Тем не менее,
предложенный подход представляется весьма
перспективным. Его главным преимуществом яв-
ляется гораздо более высокая скорость счета:
в варианте, описанном в работе [4], упрощенная
модель считала в 84 раза быстрее, чем полная; в
последнем варианте – в 74 раза. Некоторое замед-
ление объясняется внесением изменений в итера-
ционную схему для повышения устойчивости.
Коэффициент ускорения существенно зависит от
объема и частоты запоминаемой информации.
В оптимальном варианте можно достичь ускоре-
ниe в 100 раз.

Область применения новой схемы достаточно
широка. Известно, что счет по полной модели
происходит очень долго, так что работа над усо-
вершенствованием модели (главным образом, в
ее физической части) сводится к непрерывному
ожиданию результатов, что лишает возможности
многократного повторения результатов и подбо-
ра параметров. Уточненные с помощью упрощен-
ной модели схемы параметризации можно вклю-
чить в точную модель. Заметим, что программи-
рование модели ((29)–(31)) на основе метода
Фурье неизмеримо проще, чем программирова-
ние исходной модели ((4)–(6)).

Упрощенная модель может использоваться для
интерпретации результатов спектральных расче-
тов по модели типа WAVEWATCH. В специально
выбранных районах результаты спектрального
прогноза могут быть конвертированы в начальные
условия для прямого моделирования. Трехмер-
ные модели в такой схеме не могут быть исполь-
зованы ввиду низкой эффективности. Расчеты по
модели позволяют получить все необходимые
статистические характеристики волнения. Этот
подход аналогичен многомасштабному модели-
рованию в прогнозе погоды.

Упрощенная модель может оказаться полез-
ной при моделировании совместной динамики
двухмерных волн и волнового пограничного слоя
(ВПС), описываемого LES моделью [9].

Данная модель хорошо работает для воспроиз-
ведения статистического режима многомодового
волнового поля с реальной крутизной. Модель за-
ведомо не подходит для исследования очень не-
линейных процессов типа опрокидывания волн.
Впрочем, для таких исследований не подходит и
исходная полная модель, так же как и любые
трехмерные модели в отслеживающих поверх-
ность координатах. Для исследования сложных
локальных процессов надо использовать модель,
основанную на поверхностном интеграле [7], или
конформную модель [6].
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An approximate method of direct modeling of three-dimensional surface waves is proposed. The method is
based on the full equations of the potential motion of a liquid with a free surface in a curvilinear non-statio-
nary coordinate system. The separation of the velocity potential into nonlinear and linear components is
used. The two-dimensional equations of the model are derived on the basis of an exact three-dimensional
equation for the nonlinear component of the velocity potential written on the surface. The equation contains
the first and second vertical derivatives of the potential on the surface; thus, the system of equations turns out
to be unclosed. The analysis of the results of accurate three-dimensional modeling allowed us to suggest that
the first and second derivatives are linearly related to each other. This connection allows a closed two-dimen-
sional (surface) formulation of the problem of three-dimensional waves. The first derivative of the potential
(i.e., the vertical velocity on the surface) is calculated from the equation for the velocity potential on the sur-
face using iterations. The relationship between the derivatives of the potential is not completely accurate, so
in general, the method is approximate. Nevertheless, the model accurately reproduces the evolution of the
wave field and its main statistical characteristics. The most obvious advantage of the model is its high efficien-
cy: the speed of integration of a two-dimensional model is approximately two orders of magnitude higher than
the speed of an equivalent three-dimensional model. The model is designed to quickly reproduce the dyna-
mics of a two-dimensional wave field based on information about the wave spectrum.

Keywords: numerical modeling, wind waves, wave development, wave spectrum, Fourier method, vertical ve-
locity on the surface, energy input from the wind, wave dissipation, wave statistics
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