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Исследуется решение уравнения Шредингера для основного состояния частицы в потенциальном
поле. Так как волновые функции основного состояния не имеют узлов, оказывается возможным одно-
значно определить потенциалы разных типов. Выяснилось, что для широкого круга модельных потенци-
алов энергия основного состояния равна нулю. Более того, нулевой уровень может быть единственным
уровнем на границе сплошного спектра. Рассмотрены потенциалы типа “воронок”, имеющие монотонную
зависимость от координат, для случая одного, двух и трех измерений. В одномерном случае интересны
потенциалы “инстантонного” типа с двумя точками равновесия частицы. Для кулоновского потенциала
энергия основного состояния устойчива к его экранировке, как на больших, так и на малых рассто-
яниях. Найдены двухсолитонные решения нелинейного уравнения Шредингера. Аргументирована эф-
фективность предлагаемого “метода обратной задачи” для исследования решений дифференциальных
уравнений.
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1. Для квантовой частицы вид рассеивающего

потенциала может быть в некоторых случаях вос-

становлен по найденным из опыта фазам рассеяния

[1, 2]. В данной работе мы покажем, что если частица

имеет хотя бы одно связанное состояние в потенци-

альном поле, возможно однозначно определить по-

тенциал, задав модельную волновую функцию основ-

ного состояния Ψ0. Это утверждение основано на ос-

цилляторной теореме [3, 4], согласно которой функ-

ция Ψ0 не имеет узлов, что дает возможность запи-

сать уравнение Шредингера для Ψ0 в виде

V (r)− E0 =
~
2

2m

∆Ψ0

Ψ0
. (1)

Согласно (1) модельная функция Ψ0 определяет мо-

дельный потенциал V (r) и энергию основного состоя-

ния E0. Для сферически симметричного потенциала

V = V (r) можно так определить характерный мас-

штаб a0, что после обезразмеривания уравнение (1)

принимает вид [5]

v(r) − ε0 =

(

Ψ′
0

Ψ0

)2

+

(

Ψ′
0

Ψ0

)′
+ 2

Ψ′
0

Ψ0

1

r
. (2)
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Здесь v(r) и ε0 – безразмерные потенциал и энергия

основного состояния:

V (r) =
~
2

2ma20
v(r); E0 =

~
2

2ma20
ε0. (3)

Штрихи в (2) означают дифференцирование по без-

размерной переменной r∗ = r/a0. Везде ниже значок

“∗” у r мы опускаем. Запись уравнения для Ψ0 в виде

(2) показывает, что для определения v(r) и ε0 доста-

точно задать не саму функцию основного состояния,

а ее логарифмическую производную ϕ:

v(r) − ε0 = ϕ2 + ϕ′ +
2ϕ

r
; ϕ =

Ψ′
0

Ψ0
. (4)

Среди “физических” функций Ψ0 известны две, ко-

торым отвечают два физических потенциала v(r):

Ψ0(r) = e−r → v(r) = −2

r
; ε0 = −1,

Ψ0(r) = e−r2/2 → v(r) = r2; ε0 = 3. (5)

Первый потенциал – кулоновский, а второй – осцил-

ляторный. Естественно обобщить (5) и задать проб-

ную функцию Ψ0 в виде:

Ψ0(r) = e−rν/ν , (6)
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где ν – непрерывный параметр, ν > 0. Из (2), (4)

находим потенциал v(r)

v(r) = r2ν−2 − (ν + 1)rν−2; ν 6= 1, ν 6= 2, ε0 = 0. (7)

Два значения ν = 1 и ν = 2 оказались выделены, и

для всех ν 6= 1, ν 6= 2 энергия основного состояния

равна нулю. Потенциал (7) притягивает частицу на

малых расстояниях и отталкивает ее на больших r.

При rν = (ν + 1) потенциал v(r) обращается в нуль.

На интервале 0 < ν < 1 основной уровень являет-

ся единственным связанным состоянием. Он лежит

точно на границе сплошного спектра. Это потенциа-

лы “барьерного” типа. Характерен случай ν = 1/2:

v(r) =
1

r
− 3

2

1

r3/2
; Ψ0(r) = e−2

√
r. (8)

Потенциал притяжения на малых r переходит в ку-

лоновский потенциал отталкивания на больших r.

На интервале 1 < ν < 2 потенциал v(r) монотонно

зависит от r. Это потенциалы типа “воронок”. Свя-

занных состояний в этом случае бесконечно много.

Однако энергия ε0 точно равна нулю на всем этом ин-

тервале 1 < ν < 2. Здесь выделено значение ν = 3/2,

когда Ψ0 можно назвать обобщенной функцией Эй-

ри [4]

v(r) = r − 5

2

1

r1/2
; Ψ0(r) = e−

2
3 r

3/2

. (9)

В области ν > 2 потенциал v(r) имеет минимум, од-

нако нижний уровень запиннингован в нуле. Напри-

мер, для ν = 3

v(r) = r4 − 4r; Ψ0(r) = e−r3/3. (10)

Понижение размерности пространства с d = 3 к

d = 2, т.е. переход от координаты r к координате

ρ, мало что меняет. Аналоги (4), (5), (7) имеют вид

v(ρ)− ε0 = ϕ2 + ϕ′ +
ϕ

ρ
,

Ψ0(ρ) = e−ρ → v(ρ) = −1

ρ
, ε0 = −1; (11)

Ψ0(ρ) = e−ρ2/2 → v(ρ) = ρ2, ε0 = 2;

Ψ0(ρ) = e−ρν/ν → v(ρ) = ρ2ν−2 − νρν−2,

ν 6= 1, ν 6= 2, ε0 = 0.

Так же, как и для d = 3, значения ν = 1 и ν = 2 выде-

лены, а для ν 6= 1, ν 6= 2 энергия основного состояния

равна нулю.

Для одномерного случая d = 1 представление

пробной функции в виде (6), (11) возможно только

при ν > 1

Ψ0(x) = e−|x|ν/ν ; v(r) − ε0 = ϕ2 + ϕ′. (12)

Здесь выделено значение ν = 2:

Ψ0(x) = e−x2/2 → v(x) = x2; ε0 = 1.

При ν 6= 2

v(x) = |x|2ν−2 − (ν − 1)|x|ν−2; ε0 ≡ 0. (13)

Для одномерной “воронки” ν = 3/2 из (13) имеем

Ψ0(x) = exp

(

−2

3
|x|3/2

)

→

→ v(x) = |x| − 1

2

1

|x|1/2 ; ε0 = 0. (14)

В области ν > 2 потенциал v(x) имеет два минимума,

и его можно отнести к “инстантонному” типу. Напри-

мер (ν = 4),

Ψ0(x) = e−x4/4 → v(x) = x6 − 3x2; ε0 = 0. (15)

Чтобы рассмотреть для одномерного случая область

ν < 1, достаточно несколько усложнить пробную

функцию (12)

Ψ0(x) = exp

(

− (x2 + x20)
ν/2

ν

)

. (16)

Это полезно сделать и для d = 3 и d = 2, что отвеча-

ет замене в (16) x на r и ρ. Независимо от значений

параметра x0 в (16) при ν 6= 1 и далее при всех ν, не

равных четным числам, энергия основного состояния

ε0 равна нулю, а потенциал v(x) имеет вид

v(x) = x2(x2 + x20)
ν−2 − (ν − 2)x2(x2 + x20)

ν/2−2 −

− d(x2 + x20)
ν/2−1. (17)

Для осцилляторного потенциала (ν = 2) x0 6= 0 экви-

валентно умножению Ψ0 на постоянный множитель,

что компенсируется ее нормировкой и не влияет на

ответ. Поэтому энергия ε0 зависит только от размер-

ности d:

v(x) = x2, v(ρ) = ρ2, v(r) = r2, ε0 = d.

Кулоновский случай (ν = 1) дает энергию нулево-

го уровня ε0 = −1 независимо от размерности d и

параметра x0 в (16):

v(x) = − x20
x2 + x20

− x20
(x2 + x20)

3/2
− (d− 1)

1

(x2 + x20)
1/2

.

(18)
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Указанная независимость ε0 от d и x0 является

неожиданным результатом. Из (18) можно увидеть,

что для d = 3 и d = 2 “кулоновский” потенциал (18)

экранирован на малых r и ρ, но это не сдвигает энер-

гию основного состояния и сохраняет область сгуще-

ния кулоновских уровней при ε = 0. В одномерном

случае d = 1 переход к пределу x0 → 0 осуществ-

ляется заменой v(x) → −2δ(x); Ψ0(x) = e−|x|, ко-

гда второй член в (18) переходит в дельта-функцию.

Кулоновский потенциал обладает еще одним заме-

чательным свойством. Энергия основного состояния

ε0 = −1 не сдвигается также и при экранировке на

больших расстояниях. Чтобы это показать, достаточ-

но рассмотреть пробную функцию Ψ0 вида

Ψ0(r) =
e−r(1− e−κr)

r
, (19)

где параметр κ ограничен условием κ > 0. Из (2),

(4) определяется потенциал v(r), который выражает-

ся через функцию Бозе–Эйнштейна с эффективным

зарядом q:

v(r) = −q 1

eκr − 1
, q = κ(2 + κ), ε0 = −1. (20)

При κ→ 0 v(r) переходит в неэкранированный куло-

новский потенциал, а при κ→ ∞ v(r) отвечает узкой

и глубокой потенциальной яме:

κ→ 0: v(r) = −2

r
; κ→ ∞: v(r) = −κ2e−κr. (21)

2. Число дискретных уровней N для потенциала

(20) можно оценить из квазиклассической связи N

с “площадью” v(r) [4] (в силу вырождения уровней

энергии оно меньше соответствующего числа кван-

товых состояний):

N ≈
∞
∫

0

|v(r)|rdr. (22)

При κ → 0 имеется кулоновское сгущение уровней:

N ≈ 1/κ. С ростом κ верхние уровни один за дру-

гим уходят в сплошной спектр, а при κ → ∞ оста-

ется один уровень основного состояния с ε0 = −1.

Это значение ε0 не зависит от κ. Указанное явление

отвечает стационарному решению задачи Штурма–

Лиувилля [2]. Потенциал v(r) в (20) зависит от пара-

метра , а энергия стационарна: ε0 = −1.

Чтобы сдвинуть энергию ε0 из точки ε0 = −1, сле-

дует допустить конкуренцию двух экспонент и рас-

смотреть волновую функцию вида

Ψ0(r) =
e−r sinh(κr)

r
. (23)

Из (2) находим потенциал v(r) и энергию ε0:

v(r) = − 4κ

e2κr − 1
, ε0 = −(1− κ)2. (24)

Здесь параметр κ ограничен интервалом 0 < κ < 1,

а при κ = 1 энергия ε0 = 0. Потенциал (24) зави-

сит от одного параметра κ и допускает рассмотре-

ние случая малой энергии связи 1 − κ ≪ 1. Другие

модельные v(r) типа потенциальной ямы [4] харак-

теризуются двумя параметрами: глубиной и шири-

ной. Следует отметить, что потенциалы типа (20),

(24) были популярны в ядерной физике. Обзор ра-

бот по этой теме содержится в [5]. Было обосновано

ограничение на v(r), при котором существует хотя

бы один уровень
∫ ∞

0

|v(r)|rdr > 1. (25)

На этом общем утверждении все и ограничилось.

Точные решения для Ψ0(r) типа (19), (23) не были

найдены. Здесь явно видна эффективность предлага-

емого “метода обратной задачи”. Проще задать функ-

цию Ψ0(r) и найти потенциал v(r) из (2). Значитель-

но труднее задать тот же потенциал v(r) и найти хо-

тя бы одну волновую функцию основного состояния

Ψ0(r).

3. Потенциал типа “воронок” (9), (14) популярен

в теории струн. Обзор первых работ по этой теме

содержится в [6]. На больших расстояниях r потен-

циал взаимодействия кварков растет линейно по r, а

на малых r он может иметь кулоновский вид. Что-

бы учесть такую возможность предложенным вы-

ше “методом обратной задачи”, рассмотрим волно-

вую функцию основного состояния Ψ0(r) вида

Ψ0(r) = e−zr−rν/ν . (26)

Для любого заряда z и ν 6= 2 энергия основного со-

стояния ε0 = −z2 и не зависит от знака z, а потенци-

ал v(r) определяется на основе (2), (4):

v(r) = 2zrν−1 + r2ν−2 − (ν + 1)rν−2 − 2z

r
. (27)

Для кварковых струн в (27) нужно положить ν =

= 3/2. Из (27) видно, что потенциал v(r) кулонов-

ский на малых r и линейно зависит от r на боль-

ших r. Два знака заряда z отвечают двум известным

в теории струн явлениям. Можно устремить в (27)

z → ∞, это соответствует конфайнменту частиц при

r = 0. Случай z → −∞ соответствует деконфайн-

менту на сфере радиуса r = z2. Примечательно, что

энергия основного состояния ε0 = −z2 не зависит от

знака z.
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4. Перейдем к рассмотрению состояний более

сложных, чем локализованные вблизи одной потен-

циальной ямы. Простейшая система из двух осцил-

ляторов имеет волновую функцию вида

Ψ+(x) = e−(x−x0)
2/2 + e−(x+x0)

2/2, (28)

или с точностью до нормировки

Ψ+(x) = e−x2/2 cosh(xx0). (29)

Потенциал и энергия для Ψ+(x) находится из (2):

v(x) = x2 − 2xx0 tanh(xx0); ε0 = 1− x20. (30)

Потенциал (30) относится к инстантонному типу и

при x0 > 1/
√
2 имеет два симметричных минимума,

которые при x0 ≫ 1 расположены в точках x ≈ ±x0.
Уравнения (28)–(30) удобны для описания эволюции

основного состояния и его энергии при плавном пере-

ходе (с ростом параметра x0) от одно- к двухямному

потенциалу.

В качестве другого примера возьмем хорошо из-

вестное решение нелинейного уравнения Шрединге-

ра [2] в виде стационарного солитона

Ψ0(x) =
1

cosh(x)
; v(x) = −2Ψ2

0(x); ε0 = −1, (31)

и рассмотрим двухсолитонную функцию вида

Ψ+(x) = Ψ0(x− x1) + Ψ0(x − x2). (32)

При произвольных параметрах x1 и x2 можно из (2)

определить потенциал v+(x) и энергию ε+

v+(x) = −2Ψ2
0(x− x1)− 2Ψ2

0(x− x2) +

+ 2Ψ0(x − x1)Ψ0(x − x2); ε+ = ε0 = −1. (33)

При x1 = x2 двухсолитонное решение совпадает

с односолитонным. В обратном предельном случае

|x1 − x2| ≫ 1 последним членом в потенциале (33)

можно пренебречь, и потенциал (33) отвечает двум

невзаимодействующим солитонам. Энергия двух со-

литонов не зависит от x1 и x2 и совпадает с энер-

гией одного солитона ε0 = −1. Это замечательное

свойство характерно и для многосолитонных реше-

ний уравнения Шредингера:

ΨN (x) =

N
∑

i=1

Ψ0(x− xi), (34)

для которых потенциал v(x) и энергию также можно

найти в явном виде из уравнения (2). Получающий-

ся потенциал взаимодействия солитонов так устроен,

что независимо от числа солитонов, их энергия рав-

на энергии одного солитона: εN = ε0 = −1. Этот

новый результат еще раз демонстрирует эффектив-

ность “метода обратной задачи”.

Тем же методом можно рассмотреть одночастич-

ную функцию вида

Ψ0(x) = e−|x|; v(x) = −2δ(x); ε0 = −1, (35)

и построить двухсолитонную функцию Ψ+ и потен-

циал v+ вида

Ψ+(x) = e−|x−x1| + e−|x−x2|; ε+ = −1, (36)

v+(x) = −2
δ(x− x1) + δ(x− x2)

1 + e−|x1−x2| . (37)

Так же, как и для функции (32), энергия ε+ в по-

тенциале (37) не зависит от числа и от расстояния

между солитонами (или минимумами потенциала) и

совпадает с энергией одного солитона.

5. Нами установлен факт выделенности экспонен-

циальной и гауссовой волновых функций, являющих-

ся решением уравнения Шредингера с кулоновским и

осцилляторным потенциалами соответственно. Для

широкого класса других функций и соответствую-

щих им потенциалов энергия основного состояния за-

пиннингована в нуле. Этот пиннинг является устой-

чивым к возмущениям и проявляется в различных

физических системах. Приведем характерный при-

мер. Спектр двумерного Паулевского электрона в по-

перечном магнитном поле имеет вид [7, 8]

En,σ = ~ωc(n+ 1/2 + σ), σ = ±1/2. (38)

Для основного состояния n = 0, а спин электрона на-

правлен против поля: σ = −1/2, поэтому E0,−1/2 = 0.

Происходит точное сокращение диамагнитного и па-

рамагнитного вкладов в E0,−1/2. Зануление энергии

основного состояния имеет место и для неоднородно-

го магнитного поля [8] H = H(x, y). Это тот случай,

который мы рассматривали: пиннинг E0,−1/2 = 0

устойчив и не зависит от магнитного поля H(x, y).

Попытки найти простое физическое объяснение это-

му результату обречены на неудачу. Математически

он элегантно следует [8] из уравнения Паули или

Дирака, для которых имеется точная связь между

циклотронной энергией ~ωc и магнитным моментом

электрона: ~ωc = 2µeH . Указанное свойство позволи-

ло точно найти волновые функции основного состо-

яния электрона для широкого класса неоднородных

полей H(x, y) [9].

В заключение отметим, что предложенный на-

ми метод определения потенциала через волновую
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функцию основного состояния оказался полезным и

удобным при решении дифференциальных уравне-

ний. Так, например, одномерная функция Ψ0(x) =

= 1
1+x2 есть решение нелинейного уравнения Шре-

дингера с потенциалом v(x) = 6Ψ0 − 8Ψ2
0 и энергией

ε0 = 0. Единственное связанное состояние запиннин-

говано на границе сплошного спектра. Последнее не

случайно и является общим свойством очень широ-

кого класса волновых функций.
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