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В этой работе мы сравниваем две конструкции построения зеркальных пар многообразий Калаби–
Яу на примере орбифолдов Квинтики Q. Первая – конструкция Берглунда–Хубша–Кравитца (БХК)
состоит в следующем. Мы рассматриваем фактор X гиперповерхности Q по некоторой подгруппе H ′

максимально допустимой группы SL. Тогда зеркальное многообразие Y определяется как фактор по
дополнительной подгруппе H ′T . Вторая – конструкция Батырева определяет по данным полинома WX ,
задающего Калаби–Яу X, торическое многообразие T , содержащее зеркало Y как гиперповерхность, за-
даваемую нулями полинома WY . Сам полином WY мы находим в явном виде. По виду WY мы находим
его группу симметрии и проверяем, что она совпадает с предсказанной конструкцией БХК.
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Многообразия Калаби–Яу возникают при ком-
пактификации 6 из 10 измерений в теории су-
перструн [1], которая является способом объеди-
нить Cтандартную модель и Квантовую гравита-
цию. Эффективная теория определяется в терми-
нах так называемой Специальной геометрии, кото-
рая возникает на пространстве модулей [2] многооб-
разий Калаби–Яу и их зеркал. Мы проводим изуче-
ние зеркальных пар на примере трех случаев орби-
фолдов квинтики. Мы рассматриваем многообразия
Калаби–Яу, определяемые как гиперповерхности во
взвешенном проективном пространстве

P
4
(k1,k2,k3,k4,k5)

=
{

(x1, . . . , x5) ∈ C
5\{0}

∣

∣

∣ xi ∼ λkixi

}

.

(1)
Пусть M – матрица степеней квазиоднородного по-
линома WM (x) :=

∑5
i=1

∏5
j=1 x

Mij

j , т.е.

WM (λkix) = λdWM (x), (2)

который задает гиперповерхность уравнением
WM (x) = 0. Матрица M – обратима и имеет тип
Ферма, цепь, или петля [3], что вместе с равенством

d =

5
∑

i

ki (3)
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является условием того, что гиперповерхность явля-
ется многообразием Калаби–Яу.

Полное семейство Калаби–Яу XM получается
при деформации исходного полинома WM допусти-
мыми мономами

W (x, ϕ) =WM (x) +

h
∑

l=1

ϕl

5
∏

i=1

xSli

i . (4)

Параметры ϕl являются модулями комплексной
структуры многообразия XM .

Заметим, что из (1) и (3) следует, что если взять

λ = ω, ωd = 1, (5)

то полином WM (x) инвариантен относительно груп-
пы преобразований QM , которая действует как

xi 7→ ωkixi. (6)

Группа QM называется группой квантовой сим-
метрии. У полинома WM может быть большая груп-
па симетрии, назовем ее Aut(M), QM ⊂ Aut(M), а ее
порядок равен [3]

|Aut(M)| = detM. (7)

Группа Aut(M) порождена генераторами q(M)i, i =

= 1, . . . , 5, которые действуют на каждой координате
xj как

qi(M) : xj 7→ e2πiBjixj , (8)
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где матрица B является обратной к M .
Генератором квантовой группыQM является про-

изведение
∏5

i=1 qi(M), которое действует на xi как
в (6). В группе Aut(M) есть подгруппы, которые
сохраняют голоморфную, неизчезающую на XM 3-
форму Ω или, что эквавалентно, сохраняет

∏5
i=1 xi.

Такие подгруппы называются допустимыми. Пусть
SL(M) обозначает максимальную допустимую под-
группу.

Имеет место цепочка вложений QM ⊆ SL(M) ⊆
⊆ Aut(M).

Теперь мы можем определить орбифолд в XM

следующим образом. Выберем в SL(M) некоторую
подгруппу H(M), которая включает (или равна)
QM . Затем образуем из нее факторгруппу по QM

H ′(M) := H(M)/QM . (9)

Тогда по определению орбифолд:

Z(M,H) := XM/H
′(M). (10)

Аналогичное построение мы можем сделать для
матрицы MT и получить четыре группы QMT ⊆
⊆ H(MT ) ⊆ SL(MT ) ⊆ Aut(MT ), где H(MT ) –
некоторая подгруппа SL(MT ), а также орбифолд
Z(MT , HT ).

Теперь встает вопрос: можно ли выбрать эти
группы, и если можно, то как, чтобы Z(M,H) и
Z(MT , HT ) были зеркалами друг друга.

Конструкция Берглунда–Хубша–Кравитца
(БХК) [4, 5] состоит в следующем. Пусть группа
H(M) оставляет инвариантными мономы

el(x) =

5
∏

i=1

xSli

i (11)

для определенного подбора Sli. Такие мономы в сум-
ме с WM (x) задают орбифолд Z(M,H). Тогда по
определению генераторами группы H(MT ) являют-
ся

q(l) :=
5
∏

i=1

qi(M
T )Sli , (12)

где Sli как в (11), а генераторы группы SL(MT ) опре-
делены действием на xj

qi(H
T ) : xj 7→ e2πiBijxj . (13)

Из (13) следует, что генераторы группы H(MT ) дей-
ствуют на координатах как

q(l) : xj 7→ e2πiBijSlixj . (14)

Определим теперь мономы как eTm :=
∏5

i=1 z
Rmi

i из
требования их инвариантности относительно этого
действия группы H(MT ).

Это требование удобно записать как

〈l,m〉 := BijSliRmj ∈ Z. (15)

Отметим, что ниже в этой статье речь будет идти
об орбифолдах Квинтики, для которой Bij = δij/5.
В этом случае (15) переходит в условия

∑

i

SliRmi = 0 (mod 5). (16)

Гипотеза БХК предполагает,что полином WMT в
сумме с суперпозицией eTm определяет зеркальный
орбифолд Z(MT , HT ).

А теорема Киодо–Руана [6] утверждает зеркаль-
ную симметрию орбифолдов Z(M,H) и Z(MT , HT )

на уровне когомологий.
В простейшем случае мы можем взять H(M) =

= QM . Тогда орбифолд является исходным Калаби–
Яу XM , т.е. Z(M,QM ) = XM . Тогда зеркальным
многообразием Калаби–Яу, обозначим его YM , явля-
ется орбифолд по группе SL′(MT ) := SL(MT )/QMT .

YM ≡ Z(MT , SLT ) = XMT /SL′(MT ). (17)

Вторым подходом построения зеркальных пар
Калаби–Яу является конструкция Батырева [7, 8].
Согласно этой конструкции, зеркало Y к исходному
орбифолду X задается как гиперповерхность в тори-
ческом многообразии. Для начала опишем построе-
ние самого торического многообразия поX . Запишем
полином, задающий семейство XM в виде

WX(x, ϕ) =

5
∑

i=1

5
∏

j=1

x
Mij

j +

hX
∑

l=1

ϕl

5
∏

j=1

x
Sjl

j =

=

5+hX
∑

a=1

Ca(ϕ)

5
∏

j=1

x
Vaj

j . (18)

Показатели степеней мономов исходного полинома
(18), задающего орбифолд X , являются векторами
в решетке Z5, а именно (Va)j = Vaj . Их также мож-
но представить в виде матрицы V T = (MT | ST ).
В силу квазиоднородности, имеет место соотноше-
ние

∑5
j=1 Vajkj = d. Поэтому вектора (Va)j лежат

в четырехмерной решетке Z4 и образуют многогран-
ник Батырева [8]. С другой стороны, те же вектора
Va являются ребрами веера [7], который определяет
торическое многообразие T . Поскольку hX + 5 век-
торов Va лежат в четырехмерном пространстве, они
должны удовлетворять hX линейным соотношениям

hX+5
∑

a=1

QlaVa = 0, l = 1, . . . , hX . (19)
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Эти соотношения определяют веса действия абеле-
вой группы (C∗)hX в C

hX+4

ya → λQlaya, a = 1, . . . , hX + 4, l = 1, . . . , hX , (20)

задающее торическое многообразие

T :=

(

ChX+4 − Z
)

(C∗)hX
, (21)

где множество Z является инвариантным относи-
тельно этого действия [7].

Следующим шагом будет построение гиперпо-
верхности в T .

Зеркальное Калаби–Яу Y задается как нули
некоторого квази-однородного полинома [9–11]
WY (y1, . . . , yhX+4), т.е.

Y :=
{

(y1, . . . , yhX+4) ∈ T
∣

∣ WY (y) = 0
}

. (22)

Мы находим явный вид полинома WY из условий
однородности:

WY (λ
Ql1y1, . . . , λ

Ql,hX+4yhX+4) =

= λdWY (y1, . . . , yhX+4), i = 1, . . . , hX . (23)

Запишем многочленWY в виде суммы некоторых мо-
номов Li(y), которые мы найдем позднее

WY (y) =

hY +5
∑

i=1

C̃i(ψ)Li(y), Li(y) =

hX+4
∏

a=1

y
ni
a

a . (24)

Из (23) и (24) получим системы уравнений на пока-
затели степеней na (здесь мы опустили индекс i для
краткости)

hX+4
∑

a=1

Qlana = d, l = 1, . . . , hX . (25)

Заметим, что всегда мы знаем шесть решений систе-
мы (25). Поскольку

5
∑

i=1

Vaiki = d,

hX+5
∑

a=1

QlaVai = 0, QhX ,hX+5 = −d,

(26)
то эти 5 + 1 решения (25) имеют вид

ni
a = Vai, i = 1, . . . , 5, (27)

n6
a = 1, (28)

где a = 1, . . . , hX + 4.
Полином WY состоит всего из hY + 5 инвариант-

ных мономов, и их степени находятся из решений

(25) наложением дополнительных условий неотрица-
тельности степеней ni

a > 0. Здесь hY := hY21 – число
Ходжа многообразия Калаби–Яу Y . Таким образом,
нужно решать систему

hX+4
∑

a=1

Qlana = d, na > 0,

l = 1, . . . , hX , a = 1, . . . , hX + 4.

(29)

Используя симметрию действия тора, можно сде-
лать замену на инвариантные относительно (C∗)hX

(проективные) координаты

zj =

hX+4
∏

a=1

yVaj/5
a . (30)

Тем самым мы сводим торическое многообразие
к проективному пространству P4. В координатах zj
полином WY имеет вид

WY (z) =
5
∑

i=1

5
∏

j=1

x
Mji

j +

hY
∑

m=1

ψme
T
m(z). (31)

Мы видим, что зеркало Y определяется транспони-
рованной матрицей MT .

По виду деформаций eTm(z) пространства ком-
плексных модулей многообразия Y мы находим груп-
пу симметрии полинома WY и можем проверить, сов-
падает ли она с группой HT , получаемой процедурой
Кравитца.

Ниже мы рассмотрим применение этих двух кон-
струкций к орбифолдам Квинтики. Полное семей-
ство в этом случае задается уравнением в проектив-
ном пространствe

Q =

{

(x1, . . . , x5) ∈

∈ P
4

∣

∣

∣

∣

WQ(x, ϕ) :=W0(x) +

101
∑

s=1

ϕlel(x) = 0

}

, (32)

где

W0(x) := x51+x
5
2+x

5
3+x

5
4+x

5
5, el =

5
∏

i=1

xSli

i , 0 ≤ Sli ≤ 3,

(33)
а ϕl – модули комплексной структуры многообразия
Q.

В случае Квинтики матрица степеней диагональ-
на и равна M = 5I, где I – единичная. А также
WM = WMT ≡ W0. Исходный полином W0(x) име-
ет группу квантовой симметрии Q5I = Z5[1, 1, 1, 1, 1].
Полная группа симметрии молинома есть Aut(5I) =
= Z5

5 с генераторами, действующими как qi(5I) :
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xi 7→ e2πi/dxi. А группа, сохраняющая произведение
∏5

i=1 xi, есть

SL(5I) = Z4
5 = Z5[1, 0, 0, 0, 4]⊕ Z5[0, 1, 0, 0, 4]⊕

⊕ Z5[0, 0, 1, 0, 4]⊕ Z5[0, 0, 0, 1, 4]. (34)

Группу SL(5I) иногда называют макисмально допу-
стимой группой полинома W0. Она содержит диаго-
наль Q5I = Z5[1, 1, 1, 1, 1], а факторгруппа равна

SL′(5I) := SL(5I)/Q5I = Z5[0, 1, 0, 0, 4]⊕
⊕ Z5[0, 0, 1, 0, 4]⊕ Z5[0, 0, 0, 1, 4]. (35)

Мы будем работать с орбифолдами Квинтики
X = Q/H ′, которые задаются уравнением в P4

WX(x, ϕ) := x51 + x52 + x53 + x54 + x55 +

hX
∑

l=1

ϕlel(x) = 0.

(36)
Здесь hX := hX21 – число Ходжа. Мономы el являются
инвариантными относительно группы H . Согласно
процедуре, описанной выше, мы будем строить зер-
кальный орбифолд Калаби–Яу

Y := Q/H ′T , (37)

или в терминах исходного полинома

WY (z, ϕ) := z51 + z52 + z53 + z54 + z55 +

hY
∑

m=1

ψme
T
m(z) = 0.

(38)
Мономы eTm(z), в свою очередь, инвариантны отно-
сительно группы HT .

Перейдем непосредственно к вычислению на при-
мере трех орбифолдов.

Пример 1. В качестве первого примера рассмот-
рим орбифолд [12]

X =
Q

Z5[0, 1, 1, 4, 4]
, hX = 17, (39)

который задается нулями полинома

WX(x) = x51 + x52 + x53 + x54 + x55 +

17
∑

l=1

ϕlel(x) =

=

22
∑

a=1

Ca

5
∏

j=1

x
Vaj

j , (40)

где el(x) :=
∏5

i=1 x
Sli

i инвариантны относительно
действия H = Z5[1, 1, 1, 1, 1]⊕Z5[0, 1, 1, 4, 4]. Они рав-
ны:

e1 = x32x
2
3, e2 = x22x

3
3, e3 = x24x

3
5,

e4 = x34x
2
5, e5 = x31x2x4, e6 = x31x3x4,

e7 = x31x3x5, e8 = x31x2x5, e9 = x1x
2
2x

2
4,

e10 = x1x
2
3x

2
5, e11 = x1x

2
3x

2
4, e12 = x1x

2
2x

2
5,

e13 = x1x2x3x
2
4, e14 = x1x2x3x

2
5,

e15 = x1x
2
2x4x5, e16 = x1x

2
3x4x5,

e17 = x1x2x3x4x5.

(41)

Согласно конструкции БХК зеркальное Калаби–
Яу строится как орбифолд Y = Q/H ′T . Группа HT

определяется генераторами q(l) =
∏5

i=1 qi(5I)
Sli , где

Sli – суть степени мономов el(x) в (41), а qi(5I)

порождают группы Z5[1, 0, 0, 0, 0], . . . ,Z5[0, 0, 0, 0, 1].
Иначе говоря, группа H ′T порождена аддитивными
группами Z5[Sl1, Sl2, Sl3, Sl4, Sl5] по модулю действия
Z5[1, 1, 1, 1, 1]. Оказывается, что в данном случае у
группы H ′T два генератора, и она равна

H ′T = Z5[0, 1, 4, 0, 0]⊕ Z5[0, 0, 0, 1, 4]. (42)

Альтернативно получить явный вид мономов
em(z) =

∏5
i=1 z

Rmi

i в (44) можно, решая уравнения
(16), т.е.

∑

i

SliRmi = 0 (mod 5). (43)

Решения уравнений (43) дают нам степени мономов.
Они равны

eT1 (z) = z1z
2
2z

2
3 , e

T
2 (z) = z1z

2
4z

2
5 ,

eT3 (z) = z31z4z5, e
T
4 (z) = z31z2z3,

eT5 (z) = z1z2z3z4z5.

(44)

Тогда семейство зеркального орбифолда

Y =
Q

Z5[0, 1, 4, 0, 0]⊕ Z5[0, 0, 0, 1, 4]
, hY = 5 (45)

определяется как решения

WY (z) = z51+z
5
2+z

5
3+z

5
4+z

5
5+

5
∑

m=1

ψme
T
m(z) = 0. (46)

Применим теперь подход Батырева. Перепишем
полином WX в виде

WX(x, ϕ) =

22
∑

a=1

Ca(ϕ)

5
∏

j=1

x
Vaj

j . (47)
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По векторам Va мы находим веса действия тора. За-
пишем их в виде матриц

(V )aj := V =

(

5I5×5

S

)

,

(Q)la := Q =
(

S | − 5I17×17

)

,

(48)

где S ∈ Mat(Z)17×5 определяется из (40). Используя
данные Qla, определим торическое многообразие

T =
C

21 − Z

C∗17 , (49)

а также определим полином, задающий зеркальный
орбифолд Y

WY (y) =

hY +5
∑

i=1

C̃i

21
∏

a=1

y
ni
a

a . (50)

Накладывая необходимые условия (23), получим си-
стему уравнений:

21
∑

a=1

Qlana = 5, nb > 0, b = 1, . . . , 21. (51)

Решая уравнения (51), получаем наборы na и дела-
ем замену координат в T , сводя его к P4. Получим
полином, задающий орбифолд Y

WY (z) = z51 + z52 + z53 + z54 + z55 +

5
∑

m=1

ψme
T
m(z), (52)

где мономы eTm(z) как в (44).
Таким образом результаты вычисления по двум

конструкциям совпадают.
Пример 2. Следующий пример орбифолда

X =
Q

Z5[0, 1, 2, 3, 4]
, hX = 21. (53)

Калаби–Яу X определяются нулями полинома

WX(x) = x51 + x52 + x53 + x54 + x55 +

21
∑

l=1

ϕlel(x) =

=

26
∑

a=1

Ca

5
∏

j=1

x
Vaj

j , (54)

деформации полинома el(x) инвариaнтны относи-
тельно группы H = Z5[1, 1, 1, 1, 1]⊕ Z5[0, 1, 2, 3, 4]:

e1 = x31x3x4, e2 = x31x2x5, e3 = x21x2x
2
3,

e4 = x21x
2
2x4, e5 = x21x3x

2
5, e6 = x21x

2
4x5,

e7 = x1x2x
3
4, e8 = x1x

2
2x

2
5, e9 = x1x4x

3
5,

e10 = x1x
3
3x5, e11 = x1x

3
2x3, e12 = x1x

2
3x

2
4,

e13 = x23x4x
2
5, e14 = x2x

3
3x4, e15 = x2x3x

3
5,

e16 = x2x
2
4x

2
5, e17 = x22x3x

2
4, e18 = x22x

2
3x5,

e19 = x32x4x5, e20 = x3x
3
4x5,

e21 = x1x2x3x4x5.

(55)

Аналогично, как и в прошлом случае, конструк-
ция БХК дает нам зеркальный орбифолд Y =

= Q/H ′T , где

H ′T = Z5[0, 1, 3, 1, 0]⊕ Z5[0, 1, 1, 0, 3]. (56)

А единственный моном, инвариантный относительно
HT есть

∏

i zi. Тогда зеркальный орбифолд Калаби–
Яу

Y =
Q

Z5[0, 1, 3, 1, 0]⊕ Z5[0, 1, 1, 0, 3]
, hY = 1 (57)

задается нулями полинома

WY (z) = z51 + z52 + z53 + z54 + z55 + ψz1z2z3z4z5. (58)

Перейдем к конструкции Батырева. Аналогично
определяются набор векторов Va, a = 1, . . . , 26, и
целые числа Qla, l = 1, . . . , 21. Зеркало Y задается
нулями полинома WY в торическом многообразии

T =
C25 − Z

C∗21 . (59)

Накладывая аналогичные ограничения на степени
мономов полиномаWY , а также делая замену на про-
ективные координаты, получаем его явный вид, ко-
торый совпадает с (58).

Пример 3. Рассмотрим теперь орбифолд

X =
Q

Z5[0, 0, 0, 1, 4]
, hX = 25. (60)

Полное семейство орбифолда Калаби–ЯуX задается
уравнением

WX = x51 + x52 + x53 + x54 + x55 +

25
∑

l=1

ϕlel(x) =

=

30
∑

a=1

Ca

5
∏

j=1

x
Vaj

j , (61)
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где мономы el инвариантны относительно H =

= Z5[1, 1, 1, 1, 1]⊕ Z5[0, 0, 0, 1, 4]:

e1 = x31x
2
2, e2 = x31x

2
3, e3 = x32x

2
3,

e4 = x21x
3
2, e5 = x21x

3
3, e6 = x22x

3
3,

e7 = x31x2x3, e8 = x1x
3
2x3, e9 = x1x2x

3
3,

e10 = x21x
2
2x3, e11 = x21x2x

3
3, e12 = x1x

2
2x

2
3,

e13 = x31x4x5, e14 = x32x4x5, e15 = x33x4x5,

e16 = x21x2x4x5, e17 = x21x3x4x5,

e18 = x22x3x4x5, e19 = x1x
2
2x4x5,

e20 = x1x
2
3x4x5, e21 = x2x

2
3x4x5,

e22 = x1x
2
4x

2
5, e23 = x2x

2
4x

2
5,

e24 = x3x
2
4x

2
5, e25 = x1x2x3x4x5.

(62)

Отметим, что в оригинальной статье Грина и Плес-
сера [12] полное число Ходжа

hFull
X = hX + hLaurent

X = 49. (63)

Таким образом, есть еще 24 лорановских мономов
среди деформаций исходного полинома W0:

g1 = x−1
1 x2x

3
3x4x5, g2 = x1x

−1
2 x33x4x5,

g3 = x31x2x
−1
3 x4x5, g4 = x−1

1 x22x
2
3x4x5,

g5 = x21x
−1
2 x23x4x5, g6 = x21x

2
2x

−1
3 x4x5,

g7 = x−1
1 x32x3x4x5, g8 = x1x

3
2x

−1
3 x4x5,

g9 = x31x
−1
2 x3x4x5, g10 = x−1

1 x23x
2
4x

2
5,

g11 = x−1
2 x23x

2
4x

2
5, g12 = x21x

−1
3 x24x

2
5,

g13 = x−1
1 x2x3x

2
4x

2
5, g14 = x1x

−1
2 x3x

2
4x

2
5,

g15 = x1x2x
−1
3 x24x

2
5, g16 = x−1

1 x22x
2
4x

2
5,

g17 = x22x
−1
3 x24x

2
5, g18 = x21x

−1
2 x24x

2
5,

g19 = x−1
1 x34x

3
5, g20 = x−1

2 x34x
3
5,

g21 = x−1
3 x34x

3
5, g22 = x−1

1 x32x
3
3,

g23 = x31x
−1
2 x33, g24 = x31x

3
2x

−1
3 .

(64)

По конструкции БХК зеркальное Калаби–Яу есть

Y =
Q

Z5[0, 1, 4, 0, 0]⊕ Z5[0, 3, 0, 1, 1]
, hY = 5, (65)

и задается нулями полинома

WY =
5
∑

j=1

z5j + ψ1z
2
4z

3
5 + ψ2z

3
4z

2
5 + ψ3z1z2z3z

2
5 +

+ ψ4z1z2z3z
2
4 + ψ5z1z2z3z4z5. (66)

При конструкции Батырева зеркальный орбифолд
реализуется как гиперповерхность в торическом мно-
гообразии

T =
C29 − Z

C∗25 . (67)

Аналогичные приведенным выше вычисления дают
явный вид полинома в проективных координатах, ко-
торый совпадает с (66).

Также вычисления дают два дополнительных мо-
нома z4z45 и z44z5, но они лежат в ядре кольца Милно-
ра C[z1, . . . , z5]/

∂W0

∂zi
. Результаты построения по двум

конструкциям совпадают.
Таким образом, мы показали совпадение резуль-

татов двух конструкций построения зеркальных пар
для случая орбифолдов Квинтики. Интересно по-
нять связь этих конструкций в общем случае.
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