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Мы рассматриваем статистические свойства непадающей траектории в задаче Уитни о перевернутом
маятнике, возбуждаемом внешней силой. В случае, когда внешняя сила является белым шумом, мгно-
венная функция распределения угла маятника и его скорости на бесконечном временном интервале была
найдена в нашей недавней работе с помощью трансфер-матричного анализа суперсимметричной теории
поля. В настоящей публикации мы обобщаем наш подход на случай конечных временных интервалов и
многоточечных корреляционных функций. С помощью развитого формализма вычислена ляпуновская
экспонента, определяющая скорость затухания корреляций на непадающей траектории.

DOI: 10.31857/S1234567820180093

1. Балансирование перевернутого маятника, на-
ходящегося под действием заданной зависящей от
времени горизонтальной силы f(t), – это знамени-
тая математическая задача, сформулированная Ку-
рантом и Роббинсом в книге “Что такое математи-
ка?” (первое издание в 1941 г.) [1], где ее авторство
было приписано Уитни. Используя довольно общие
математические аргументы, основанные на теореме
о среднем значении, они показали, что для любой
силы f(t), действующей на конечном временном ин-
тервале [0, T ], можно так выбрать начальное положе-
ние маятника в верхней полуплосткости, что он бу-
дет оставаться в верхней полуплоскости на протяже-
нии дальнейшей эволюции при всех t ∈ [0, T ]. Суще-
ствование непадающей траектории (НПТ) в задаче
Уитни было предметом непрекращающихся дебатов
в математической литературе [2, 3], в результате ко-
торых исходные аргументы Куранта и Роббинса бы-
ли критически проанализированы и уточнены. Све-
жий интерес к задаче о перевернутом маятнике свя-
зан с именем Арнольда, с точки зрения которого в
2002 г. эта задача еще ждала строгого решения [4].
В 2014 г. Полехин представил доказательство суще-
ствования НПТ, используя топологический принцип
Важевского [5]. Эта работа вызвала ряд публикаций,
обобщивших его подход и предложивших новые то-
пологические методы [6–8]. Хорошие обзоры истории
задачи Уитни можно найти в статьях [8, 9].
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В недавней работе нами была разработана тео-
рия статистического описания никогда не падающей

траектории (ННПТ) перевернутого маятника под
действием случайной силы [10]. Никогда не падаю-
щая траектория может быть рассмотрена как предел
непадающих траекторий в задаче Уитни при стрем-
лении длины T временного интервала к бесконечно-
сти. Концепция ННПТ проиллюстрирована на рис. 1,
где построены численные решения краевой задачи
для уравнения маятника (угол θ отсчитывается от
вертикали)

θ̈ = ω2 sin θ + f(t) cos θ (1)

с различными начальными θ(0) = θ1 и конечными
θ(T ) = θ2 значениями и достаточно быстро меняю-
щейся силой f(t). Для любых θ1,2 в полосе −π/2 <
< θ1,2 < π/2 непадающее решение (−π/2 < θ(T ) <

< π/2) этой краевой задачи существует и единствен-
но [10]. По мере того, как θ1 и θ2 пробегают все воз-
можные значения в полосе, множество соответству-
ющих НПТ образуют пучок, показанный цветом на
рис. 1. Этот пучок сужается при отходе от края, ста-
новясь экспоненциально тонким в середине интер-
вала при больших T . В пределе T → ∞, когда ма-
ятник нужно балансировать на всей действительной
оси, пучок НПТ для задачи Уитни, определенной на
конечном интервале, становится бесконечно тонким
и определяет единственную никогда не падающую

траекторию, являющуюся функционалом заданной
силы f(t).
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Примеры непадающих тра-
екторий для уравнения движения маятника (1), рас-
сматриваемого на двух временных интервалах: (а) –
T = 2/ω и (b) – T = 3/ω. Для любого выбора θ1
и θ2 в верхней полуплоскости (|θ| < π/2) существу-
ет единственное непадающее решение, удовлетворяю-
щее граничным условиям θ(0) = θ1 и θ(T ) = θ2. На
графиках потроено по 25 таких траекторий с θ1,2 =

= (−1,−0.5, 0, 0.5, 1)×π/2. В обоих случаях возбужда-
ющая сила выбрана в виде f(t) = 4

∑40
n=1 cos(kωt+ k4).

(c) – Перевернутый маятник под действием горизон-
тальной силы

Статистические свойства НПТ в случае, когда
возбуждающая сила представляет собой гауссов бе-
лый шум с коррелятором

〈f(t)f(t′)〉 = 2αδ(t− t′), (2)

были изучены нами в работе [10], где мы вычислили
одновременную фукнцию распределения P (θ, p) уг-
ла θ и его скорости p = θ̇. Наш подход основан на
суперсимметричной теоретико-полевой формулиров-
ке стохастической динамики, предложенной в рабо-
тах Паризи и Сурла [11–13], которая позволяет про-
вести усреднение по случайной силе в самом начале
вычислений. Существенно, что для рассматриваемой
задачи метод Паризи–Сурла свободен от проблемы
знака фермионного детерминанта в силу единствен-
ности НПТ. Используя идею сведения одномерного
функционального интеграла к эффективной кванто-
вой механике [14], нам удалось выразить функцию
распределения P (θ, p) через нулевую моду трансфер-

матричного гамильтониана, который сводится к опе-
ратору Фоккера–Планка с особым видом граничных
условий, обеспечивающих невыход траекторий из по-
лосы.

В настоящей публикации мы развиваем идеи, за-
ложенные в работе [10], и рассматриваем круг во-
просов, связанных с ляпуновской экспонентой для
НПТ. Ляпуновская экспонента определяет как закон
сходимости НПТ на конечном временном интервале
к ННПТ на бесконечном временном интервале (см.
рис. 1), так и затухание разновременных коррелято-
ров на ННПТ. С технической точки зрения, наш ре-
зультат состоит в описании всего спектра трансфер-
матричного гамильтониана, в то время как в рабо-
те [10] была исследована только его нулевая мода.
На этом языке ляпуновская экспонента определяет-
ся энергией первого возбужденного состояния. Раз-
витая теория позволяет вычислять любые корреля-
ционные функции на НПТ на бесконечном, полубес-
конечном и конечных интервалах.

Мы показываем, что ляпуновская экспонента в
задаче Уитни с накачкой в виде белого шума (2) мо-
жет быть записана в виде

λ = ωg(α/ω3), (3)

где функция g(x) имеет следующие асимпотики:

g(x) =











1 +
3

8
x− 525

1024
x2 + . . . , x≪ 1;

0.66 x1/3 + 0.26 + 0.30 x−1/3 . . . , x≫ 1.

(4)
В отсутствие накачки (α = 0) ляпуновская экспонен-
та λ = ω определяется экспоненциальной неустойчи-
востью траекторий вблизи верхнего положения маят-
ника. При слабой накачке (α/ω3 ≪ 1) типичный угол
НПТ имеет порядок θ ∼ (α/ω3)1/2 [10], и нелиней-
ность уравнения (1) приводит к увеличению ляпу-
новской экспоненты, которая может быть разложена
в асимптотический ряд по степеням малого парамет-
ра α/ω3. Наконец, при сильной накачке (α/ω3 ≫ 1)
ляпуновская экспонента выходит на предельное зна-
чение λ ≈ 0.66α1/3. Найденная численно зависи-
мость ляпуновской экспоненты от параметра α/ω3

показана на рис. 2.
2. Согласно подходу, развитому в работе [10],

статистические свойства НПТ выражаются через
двухкомпонентную “волновую функцию” Ψ̂(θ, p) =

= (Ψ,Φ)T , чья эволюция дается уравнением Шре-
дингера во мнимом времени с соответствующим
трансфер-матричным гамильтонианом:

∂

∂t

(

Ψ

Φ

)

= −H
(

Ψ

Φ

)

, H =

(

L −1

V2 L

)

, (5)
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость ляпуновской
экспоненты для НПТ от силы накачки, измеряемой па-
раметром α/ω3. Пунктиром показана линейная часть
асимптотики при малых α, а штриховой линией – пер-
вые три члена разложения (4) на больших x

где L – оператор Фоккера–Планка для задачи Кра-
мерса [15]:

L = p∂θ + ω2 sin θ ∂p − α cos2 θ ∂2p , (6)

а потенциал V2 имеет вид:

V2 = −ω2 cos θ − α sin 2θ ∂p. (7)

В работе [10] мы исследовали одноточечную кор-
реляционную функцию ННПТ на бесконечном вре-
менном интервале, которая определяется нулевой
модой Ψ̂0 гамильтониана H. Нахождение нулевой мо-
ды значительно упрощается благодаря наличию сим-
метрии Бекки–Руэ–Стора–Тютина (БРСТ) действия
стохастической динамики в представлении Паризи и
Сурла [13], что позволяет выразить обе компоненты
Ψ̂(θ, p) через скалярный суперпотенциал ψ(θ, p) по-
средством

Ψ = ∂pψ, Φ = −∂θψ. (8)

При этом временна́я эволюция суперпотенциала ψ

определяется оператором Фоккера–Планка L:

∂ψ

∂t
= −Lψ. (9)

Однако редукция (8) не работает ни для вычисления
разновременных корреляционных функций ННПТ,
ни для описания статистики НПТ на интервалах с
краем. В первом случае БРСТ симметрия наруша-
ется операторами физически наблюдаемых величин,
действующих одинаково на Ψ и Φ компоненты волно-
вой функции, а во втором – БРСТ-несимметричным
начальным условием на краю интервала (см. уравне-
ние (10) ниже). В обоих случаях для описания ста-

тистики НПТ необходимо работать с двухкомпонент-
ной волновой функцией (Ψ,Φ) и понимать свойства
гамильтониана H.

Обсудим, как выглядит начальное условие для
волновой функции на краю интервала. Для обеспе-
чения единственности НПТ необходимо зафиксиро-
вать значение θ на краю. (Вообще говоря, можно за-
давать значение θ̇ или даже линейную комбинацию
θ и θ̇, но для простоты будем считать, что фиксиро-
ван угол.) По построению, волновая функция Ψ̂ тес-
но связана со статистической суммой суперсиммет-
ричного функционального интеграла [10]. На краю
интервала она не может содержать грассмановых пе-
ременных, что приводит к занулению компоненты Φ.
Таким образом, волновая функция на краю интерва-
ла, где зафиксировано значение θ = θ0, имеет вид

Ψ̂
(b)
θ0

=

(

ω−1 δ(θ − θ0)

0

)

. (10)

Рассмотрим краевую задачу на интервале
[TL, TR] с граничными условиями θ(tL) = θL и
θ(tR) = θR. Суть сведения функционального ин-
теграла Паризи–Сурла к квантовой механике (5)
заключается в том, что корреляционная функция
〈O1(t1)O2(t2) . . . 〉 физических величин Oi в моменты
времени ti (t1 < t2 < . . .) может быть представлена
как матричный элемент

〈Ψ̂(b)
θR

| . . . O2(t2)e
−H(t2−t1)O1(t1)e

−H(t1−tL)|Ψ̂(b)
θL

〉,
(11)

где скалярное произведение двух волновых функций
определено как [10]

〈Ψ̂|Ψ̂′〉 =
∫

dθ dp [Ψ(θ, p)Φ′(θ,−p) + Φ(θ, p)Ψ′(θ,−p)].
(12)

В работе [10] мы изучали одновременную совмест-
ную функцию распределения P (θ, p) угла и скорости
для ННПТ, которая соответствует оператору O =

= δ(θ − θ0)δ(p− p0). Заменяя Ψ̂L,R на нулевую моду
и используя уравнение (8), можно выразить P (θ, p)
через скобку Пуассона от суперпотенциала ψ:

P (θ, p) =
{

ψ(θ, p), ψ(θ,−p)
}

θ,p
. (13)

Гамильтониан H в уравнении (5), равно как и опе-
ратор Фоккера–Планка (6), является неэрмитовым.
Такие операторы, вообще говоря, могут не иметь
полной системы собственных функций. Известно, од-
нако, что в присутствии вязкости оператор Фоккера–
Планка может быть приведен к диагональному виду
[15], что позволяет построить систему биортогональ-
ных собственных функций и работать с ними прак-
тически как с собственными функциями эрмитового
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оператора [16]. В нашем случае вязкость отсутству-
ет, поэтому следует ожидать, что операторы H и L

приводятся к нормальной жордановой форме. След-
ствием этого является не простое экспоненциальное
затухание корреляторов при t→ ∞, а появление до-
полнительных степеней времени (как это видно, на-
пример, в выражении (30)).

3. Для иллюстрации развитого подхода остано-
вимся подробно на случае слабого шума (α/ω3 ≪ 1),
когда жорданова структура операторов H и L мо-
жет быть исследована аналитически. Начнем с опе-
ратора Фоккера–Планка. В рассматриваемом преде-
ле отклонение маятника от вертикали мало (θ ≪ 1),
и оператор (6) может быть заменен на

L = p∂θ + ω2θ∂p − α∂2p . (14)

Нулевая мода этого оператора, отвечающая ННПТ,
имеет вид [10]

ψ0(θ, p) = erf(z)/2, (15)

где мы ввели “голоморфную” и “антиголоморфную”
координаты, отличающиеся знаком импульса:

z = κ (p− ωθ), z = −κ (p+ ωθ), (16)

где κ =
√

ω/2α. Спектр оператора (14) может быть
найден с помощью тождества [L, ∂z] = ω∂z, что поз-
воляет получать собственные функции, последова-
тельно дифференцируя нулевую моду по z. Таким
образом находим собственную функцию n-го воз-
бужденного состояния (n = 1, 2, 3, . . . ) с энергией
ǫn = nω:

ψn =
1√
π
Hn−1(z)e

−z2

, (17)

где Hn(z) = (−1)nez
2

dne−z2

/dzn – полиномы Эрми-
та (в физическом определении). Однако построенные
таким образом функции ψn(θ, p) зависят только от
разности p − ωθ (не содержат z) и, следовательно,
не образуют полного базиса. Данное обстоятельство
связано с тем, что неэрмитов оператор (6) приводит-
ся к жордановой нормальной форме, и помимо соб-
ственных имеет ряд присоединенных функций, от-
вечающих тому же самому собственному числу εn.
Легко убедиться, что собственная функция ψn имеет
n−1 присоединенных функций, которых мы выберем
в виде

ψn,k =
(−1)k

2kk!
√
π
Hk(z)Hn−k−1(z)e

−z2

, (18)

где индекс k пробегает значения от 1 до n−1. Вместе
с ψn,0 = ψn они образуют базис жордановой клетки
размерности n, отвечающей энергии ǫn = nω:

Lψn,k = ǫnψn,k + ωψn,k−1 (19)

(чтобы оборвать цепочку на собственной функции
ψn,0, положим ψn,−1 = 0).

Построенная система функций является полной.
Произвольная функция может быть разложена по
базису ψn,k, используя соотношения ортогонально-
сти

〈ψn,k|ψn′,k′〉z = (−1)n−1δn,n′δk+k′+1,n, (20)

где скалярное произведение 〈·|·〉z определено как

〈ψ|ψ′〉z =

∫

dz dz ψ(z, z)ψ′(z, z), (21)

так что перестановка аргументов в одной из функций
согласована со сменой знака p в уравнении (12). От-
метим, что меры интегрирования в уравнениях (12)
и (21) связаны посредством dz dz = 2ωκ2dθ dp.

При эволюции волновой функции ψn,k под дей-
ствием оператора L к ней подмешиваются другие
состояния жордановой клетки, отвечающие той же
энергии, что приводит к появлению степеней t на
фоне экспоненциального затухания:

e−Ltψn,k = e−nωt
k
∑

m=0

(−ωt)m
m!

ψn,k−m. (22)

Перейдем теперь к изучению спектральных
свойств гамильтониана H в уравнении (5). В рас-
сматриваемом случае слабого шума уравнение (7)
дает V2 = −ω2, что разбивает пространство состоя-
ний H на четный и нечетный сектора с волновыми
функциями Ψ̂e,o = (Ψ,±ωΨ)T , которые эволюциони-
руют независимо с гамильтонианами He,o = L ∓ ω.
Таким образом, построенная выше система соб-
ственных и присоединенных функций оператора L

позволяет полностью описать эволюцию дублета Ψ̂

под действием гамильтониана H.
Найдем, как в пределе α/ω3 ≪ 1 происходит эво-

люция волновой функции (10) при удалении от гра-
ницы. Раскладывая ее на четную и нечетную компо-
ненту, получаем

e−HtΨ̂
(b)
θ0

=

(

ω−1 coshωt

sinhωt

)

e−Ltδ(θ − θ0). (23)

Для вычисления эволюции дельта функции, разло-
жим ее по базису ψn,k:

δ(θ − θ0) =

∞
∑

n=1

n−1
∑

k=0

cn,kψn,k. (24)

Коэффициенты cn,k находятся с помощью соотноше-
ний ортогональности (20) и свойства полиномов Эр-
мита

Hn(x+ y) =
n
∑

k=0

(

n

k

)

(2y)n−kHk(x), (25)
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следующего из разложения в ряд Тейлора, и даются
формулой

cn,k = (−1)n−12κω
(2κωθ0)

n−2k−1

(n− 2k − 1)!
. (26)

Эволюции дельта функции в уравнении (23) находит-
ся из разложения (24) и соотношений (22). Память о
границе забывается за характерное время ω−1 (об-
ратная ляпуновская экспонента). За это время теря-
ется различие между двумя компонентами волновой
функции Ψ̂, и обе они выходят на значение, опреде-
ляемое состоянием ψ1,0, отвечающим минимальной
энергии ǫ1 = ω:

lim
t→∞

e−HtΨ̂
(b)
θ0

= Ψ̂0 =

(

1

ω

)

κψ1,0, (27)

что и есть нулевая мода уравнения (5) в пределе
α/ω3 ≪ 1.

4. Покажем, как построенная спектральная тео-
рия операторов H и L позволяет систематически вы-
числять различные корреляционные функции НПТ
в случае слабого шума. Результаты данного разде-
ла могут быть получены и напрямую, используя яв-
ное выражение для НТП через f(t) с последующим
усреднением по гауссовому белому шуму (2) [10],
однако их вывод с помощью трансфер-матричного
формализма представляется методически важным,
так как иллюстрирует общую схему и позволяет убе-
диться в ее работоспособности.

Начнем рассмотрение с вычисления парного кор-
релятора углов для ННПТ на всей действительной
оси. Подставляя в общую формулу (11) нулевую мо-
ду в виде (27) и учитывая, что в результате остается
только четный сектор теории, искомый коррелятор
можно выразить через скалярное произведение (21)
в z-представлении следующим образом:

〈θ(0)θ(t)〉 = 〈ψ1,0|θe−(L−ω)tθ|ψ1,0〉z. (28)

С помощью уравнений (16) и (18) можно выразить
θψ1,0 через функции ψ2,0 и ψ2,1. Используя закон эво-
люции (22), находим

e−(L−ω)tθψ1,0 = e−ωtψ2,1 − (1/2 + ωt)ψ2,0

2κω
. (29)

Считая матричный элемент (28) как перекрытие
между состояниями e−(L−ω)tθψ1,0 и θψ1,0 с помощью
соотношений (20), находим искомый парный корре-
лятор:

〈θ(0)θ(t)〉 = 〈θ2〉(1 + ωt)e−ωt, (30)

где, как получено в работе [10],

〈θ2〉 = α/2ω3. (31)

Появление на фоне e−ωt линейно растущего со вре-
менем вклада связано с возбуждением состояний ψ2,0

и ψ2,1, отвечающих жорданову блоку размерности 2.
Аналогичным образом можно вычислить и более

сложные корреляторы ННПТ. Например,

〈θ2(0)θ2(t)〉 = 〈θ2〉2
[

1 + 2(1 + ωt)2e−2ωt
]

. (32)

Формально, здесь оператор θ2, примененный к ψ1,0,
возбуждает жорданов триплет ψ3,0, ψ3,1, ψ3,2, что
приводит к появлению членов вплоть до t2 на фоне
экспоненциального убывания. Структура же корре-
лятора (32) связана с гауссовой статистикой θ на
ННПТ [10], позволяющей выразить его через парный
коррелятор (30) с помощью теоремы Вика. Обобще-
ние развитого формализма на многоточечные корре-
ляторы также не представляет труда.

В качестве следующего примера рассмотрим вы-
числение среднего значения угла 〈θ(t)〉θ0 для НПТ
на полубесконечном временном интервале t > 0 с
граничным условием θ(0) = θ0. Согласно уравне-
нию (11), средний угол дается матричным элемен-
том 〈θ(t)〉θ0 = 〈Ψ̂0|θe−Ht|Ψ̂(b)

θ0
〉. Проще всего его вы-

числить, свернув найденное выше выражение (29) с
волновой функцией на границе (10). Интегрируя по
импульсу, видим, что вклад от ψ2,0 = 2ze−z2

/
√
π ис-

чезает в силу нечетности по z, и получаем простое
экспоненциальное убывание

〈θ(t)〉θ0 = θ0e
−ωt. (33)

Этот же ответ можно получить и другим способом,
посчитав матричный элемент θ между нулевой модой
ψ1,0 и проэволюционированной граничной волновой
функцией (23). Такие матричные элементы отличны
от нуля только с жордановым дублетом ψ2,0 и ψ2,1.
Однако, согласно (26), ψ2,1 не входит в разложение
дельта функции, а ψ2,0 является собственной и не ге-
нерирует при эволюции линейного члена. В резуль-
тате, мы снова приходим к выражению (33).

Сравнение выражений (30) и (33) показывает,
что, несмотря на наличие дополнительного множи-
теля ωt в уравнении (30), ляпуновская экспонен-
та может быть стандартным образом определена из
асимптотического поведения как одного, так и дру-
гого коррелятора на больших временах:

λ = − lim
t→∞

∂ ln〈θ(0)θ(t)〉
∂t

= − lim
t→∞

∂ ln〈θ(t)〉θ0
∂t

. (34)

5. Остановимся теперь на вопросе о вычислении
ляпуновской экспоненты для НПТ при произвольных

значениях параметра α/ω3. Ляпуновская экспонен-
та, определяющая затухание корреляций на больших
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Первое возбужденное состояние ψ1(θ, p) оператора (6) при трех значениях параметра
α/ω3 = 0.1, 1, 10. Волновая функция нормирована на максимальное значение

временах, определяется энергией первого возбужден-
ного состояния. Как мы показали выше, в случае
слабой накачки λ = ω. При увеличении параметра
α/ω3 ангармонизм маятника приводит к отклонению
λ от ω.

При малом значении параметра α/ω3 ≪ 1 нели-
нейные члены в уравнении (6) могут быть учтены
по теории возмущений, что позволяет получить как
поправку к собственной функции ψn, которая ста-
новится зависящей и от “антиголоморфной” коорди-
наты z, так и поправку к собственному значению
ǫn. Особенно просто данная процедура выглядит для
первого возбужденного состояния, которое не вы-
рождено и не имеет присоединенных собственный
функций. Для этого представим собственную функ-
цию и соответствующую энергию как ряды по степе-
ням малого параметра x = α/ω3:

ψ1 = [1 + h1(z, z)x + h2(z, z)x
2 + . . . ]e−z2

,

ǫ1 = ω(1 + γ1x+ γ2x
2 + . . . ),

где hm(z, z) – полином степени не выше 4m. Подстав-
ляя эти выражения в уравнение Lψ1 = ǫ1ψ1 и после-
довательно разрешая в каждом порядке по x, мож-
но вычислить несколько первых полиномов hm(z, z)

и коэффициентов γm. Результат для ǫ1, определяю-
щий ляпуновскую экспоненту, приведен в уравнении
(4).

Отметим, что аналогичный подход позволяет
найти поправки и к нулевой моде (15) суперпотен-
циала ψ0 по степеням α/ω3. Как и следовало ожи-
дать, ее энергия остается нулевой в силу суперсим-
метрии теории. Найденные поправки позволяют по-
лучить аналитическое разложение для одноточечной
статистики ННПТ, численно изученной в работе [10].

В частности, они позволяют уточнить формулу (31)
для 〈θ2〉:

〈θ2〉 = x

2
− 13

16
x2 +

26989

12288
x3 + . . . , (35)

а также описать негауссовость функции распределе-
ния P (θ), характеризующейся четвертым кумулян-
том 〈〈θ4〉〉 = 〈θ4〉 − 3〈θ2〉2:

〈〈θ4〉〉 = −241

256
x3 +

64725

8192
x4 + . . . (36)

Отметим, что отличие от нормального распределе-
ния, измеряемое куртозисом 〈〈θ4〉〉/〈θ2〉2, возникает
лишь в первом порядке по x = α/ω3. Отрицательное
значение 〈〈θ4〉〉 отвечает подавлению хвостов P (θ) за
счет конечности интервала (−π/2, π/2).

В случае произвольной силы шума возбужденные
состояния оператора (6) могут быть построены толь-
ко численно. Для определения ляпуновской экспо-
ненты λ = ǫ1 необходимо найти первое возбужденное
состояние, решив уравнение Lψ = ǫ1ψ с граничными
условиями

ψ(π/2, p < 0) = ψ(θ,−∞) = 0, (37a)

ψ(−π/2, p > 0) = ψ(θ,∞) = 0. (37b)

Данные граничные условия схожи с граничными
условиями для нулевой моды суперпотенциала, выве-
денными в работе [10]. Единственное отличие заклю-
чается в том, что в той части границы, где волновая
функция задана, ее значение равно нулю, а не ±1/2.

Результаты численного определения первого воз-
бужденного состояния для различных значений па-
раметра α/ω3 представлены на рис. 3. При малом
α/ω3 функция ψ1(θ, p) близка к гауссиане ψ1,0(z),
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слегка увеличиваясь вблизи θ = ±π/2. По мере уве-
личения α/ω3 максимумы ψ1(θ, p) вблизи краев ин-
тервала становятся более выраженными, так что при
α/ω3 → ∞ первая мода имеет два горба, локализо-
ванных вблизи краев. Энергия первой моды, опреде-
ляющая ляпуновскую экспоненту, как функция па-
раметра α/ω3 построена на рис. 2. При малых α/ω3

численный счет согласуется с выражением (4), полу-
ченным с помощью теории возмущений, вплоть до
значений α/ω3 ≈ 0.25. При бо́льших α/ω3 ляпунов-
ская экспонента в единицах ω раскладывается по сте-
пеням (α/ω3)−1/3 с ведущим членом λ ≈ 0.66α1/3.

В заключение отметим, что развитая нами теория
является обобщением суперсимметричного подхода,
предложенного в работе [10], на случай непадаю-
щих траекторий, рассматриваемых на конечных вре-
менных интервалах, и многоточечных корреляцион-
ных функций. Построенная классификация возбуж-
денных состояний трансфер-матричного гамильто-
ниана завершает построение теории статистических
свойств непадающих траекторий в задаче Уитни со
случайной короткопериодной накачкой. Предложен-
ный формализм позволяет находить произвольные
корреляционные функции на непадающей траекто-
рии путем решения уравнений в частных производ-
ных типа Фоккера–Планка со специфическими гра-
ничными условиями.
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