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В рамках несекулярной теории возмущений, основанной на методе усреднения Боголюбова, иссле-

дуется оптомеханическая система с несимметричным ангармоническим механическим резонатором. По-

строенный эффективный гамильтониан содержит кросс-керровское взаимодействие и керровское само-

действие фотонов и вибрационных квантов. Эти взаимодействия вызваны как кубической, так и квар-

тетной нелинейностями колебаний механического резонатора, и оптомеханической связью, линейной по

механическим смещениям. Продемонстрировано бистабильное поведение среднего числа вибрационных

квантов, которое управляется кросс-керровским взаимодействием. Показано, что в отсутствие возбуж-

дения и диссипации построенные суперпозиционные состояния типа Юрке–Столера оптического (или

механического) резонатора в определенные моменты времени распутывают запутанные моды системы.

Полученные результаты открывают новые возможности управления оптомеханическими системами с

несимметричными механическими колебаниями.
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Оптомеханические системы дают возможность

управления светом с помощью механического дви-

жения и наоборот. Связь между светом и колебани-

ями механического резонатора обычно достигается

посредством давления света. Эта связь приводит к

изменению резонансной частоты механического ре-

зонатора и его затухания, что может использовать-

ся для охлаждения механических колебаний [1–3]

или их усиления [4]. Нелинейность оптомеханическо-

го взаимодействия позволяет реализовать квантовые

сжатые состояния [5]. Такие состояния могут быть

созданы только в режиме сильной связи [6], когда

константа связи больше скоростей затухания опти-

ческого и механического резонаторов. При сильном

оптическом управляющем поле можно реализовать

режим многофотонной сильной связи и большин-

ство наблюдаемых физических явлений объясняют-

ся в рамках линейного описания [6]. В этом случае

были исследованы неклассические состояния [7, 8],

квантовая запутанность [9–11], передача квантового

состояния [12–14], оптомеханически индуцированная

прозрачность [15–17] и расщепление нормальных мод

[18, 19]. Оптомеханическое взаимодействие по сво-

ей сути нелинейно [6]. В экспериментах эта нелиней-
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ность до сих пор играла роль только в классическом

режиме световых и механических колебаний боль-

шой амплитуды.

Взаимодействие оптического и механического ре-

зонаторов может быть усилено, например, за счет

нелинейности, связанной с эффектом Джозефсона

[20]. Эта нелинейность приводит к дополнительно-

му нелинейному взаимодействию, а именно, к кросс-

керровской связи между оптическим и механиче-

ским резонаторами. Взаимодействия более высоко-

го порядка по смещениям были исследованы также

в устройствах со специальной геометрией механи-

ческого резонатора [21–23]. Кросс-керровская связь

вызывает изменение показателя преломления опти-

ческого резонатора, зависящее от количества кван-

тов механических колебаний, тогда как связь посред-

ством давления излучения вызывает эффект Кер-

ра, зависящий от смещения механического резона-

тора. В нелинейной оптике [24] эффект Керра обыч-

но возникает в нелинейных диспергирующих средах

из-за третьего порядка взаимодействия света с веще-

ством. Было показано [25], что нелинейный гамиль-

тониан Керра может быть записан в явном виде с

использованием приближения Борна–Оппенгеймера

для стандартного гамильтониана оптомеханической

системы (в системе отсчета, вращающейся с частотой
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управляющего поля). Тот же результат был получен

при использовании поляроноподобного преобразова-

ния [26, 27].

Механические резонаторы оптомеханических си-

стем обычно моделируются гармоническими осцил-

ляторами или, реже, нелинейными осцилляторами

Дуффинга с нелинейностью четвертого порядка, ко-

торая обычно слаба. Однако нелинейность механи-

ческих резонаторов может быть значительно увели-

чена за счет технологических усовершенствований

используемых материалов, геометрии системы и до-

полнительных приспособлений [28–30]. Для механи-

ческих резонаторов роль асимметричных потенциа-

лов, которые не инвариантны относительно измене-

ния знака смещения, менее изучена. Мы имеем в ви-

ду осцилляторы с потенциалами, включающими ли-

нейный и кубический члены по смещению. Оптоме-

ханические системы, в которых механический резо-

натор моделируется ангармоническим осциллятором

с вынуждающими членами, зависящими от кулонов-

ского взаимодействия, были рассмотрены в [31–33].

В рамках этой модели была изучена возможность

прецизионного измерения электрического заряда с

использованием оптомеханической индуцированной

прозрачности [31], зависящий от кулоновского вза-

имодействия эффект генерации боковых полос вы-

сокого порядка [32], а также индуцированная куло-

новской силой прозрачность и преобразование меж-

ду медленным и быстрым светом [33]. Недавно бы-

ла рассмотрена электромагнитная индуцированная

прозрачность при наличии подвижного зеркала в ку-

бическом потенциале [34]. Был проанализирован ста-

ционарный механический сквизинг благодаря дуф-

финговской и кубической нелинейностям [35]. В [36]

изучались также дуффинговский и кубический ан-

гармонизмы квантовых осцилляторов в оптомехани-

ческом резонаторе.

В данной работе в рамках несекулярной тео-

рии возмущений, основанной на методе усреднения

Боголюбова, исследуется оптомеханическая система

с несимметричным ангармоническим механическим

резонатором. Из-за усреднения ангармонические ме-

ханические колебания, кубические и квартетные по

смещениям, вместе с линейным по смещениям взаи-

модействием оптического и механического резонато-

ров приводят к керровской и кросс-керровской нели-

нейностям, которые являются определяющими осо-

бенностями оптомеханической системы.

Физические свойства типичной оптомеханиче-

ской системы можно описать в рамках следующего

гамильтониана [6]:

H = H0 + V, (1)

H0 = ωca
†a+Ωb†b, V = −ga†a(b† + b),

где ωc – частота оптического резонатора, Ω – механи-

ческая частота, g – константа оптомеханической свя-

зи, а a (b) – оператор аннигиляции фотона (вибраци-

онного кванта) (полагаем постоянную Планка ~ = 1).

Колебания механического резонатора в потенциале с

малыми членами кубической и четвертой степени по

смещениям учитываются формулой

Vanh =
1

6
v(b + b†)3 +

1

6
w(b + b†)4, (2)

где v = v0(1/2mΩ)3/2, w = w0(1/2mΩ)2, m – масса

механического резонатора, v0 и w0 – параметры, опи-

сывающие величины кубической и квартетной нели-

нейностей соответственно. Эти нелинейности могут

быть реализованы за счет особой конструкции меха-

нического резонатора. Например, механический ре-

зонатор в [31–33] моделируется осциллятором с нели-

нейными членами, зависящими от кулоновского вза-

имодействия. В представлении взаимодействия нели-

нейные члены имеют вид

eiH0t(V + Vanh)e
−iH0t = −ga†a(b†eiΩt + H.c.) +

+
1

6
v(b†eiΩt+H.c.)3+

1

6
w(b†eiΩt+H.c.)4 ≡ Hint(t). (3)

Поскольку для реальных оптомеханических систем

неравенства Ω ≫ g, v, w хорошо выполняются, мы

можем использовать несекулярную теорию возмуще-

ний для усреднения быстрых колебаний e±inΩt (где

n = 1, 2, 3, 4) в нестационарном гамильтониане взаи-

модействия (3) и получить приближенно диагональ-

ный (или диагональный), не зависящий от времени

эффективный гамильтониан. В каноническом виде

это можно реализовать с помощью метода усредне-

ния Боголюбова [37–39]. Усредняя до второго поряд-

ка по малым параметрам g/Ω, v/Ω, w/Ω, получаем

Hint → Heff

int = Heff
int,1 +Heff

int,2,

где

Heff
int,1 = 〈Hint(t)〉,

Heff
int,2 =

i

2
〈[
∫ t

dτ(Hint(τ) − 〈Hint(τ)〉), Hint(t)]〉. (4)

Здесь символ 〈...〉 обозначает усреднение по време-

ни по быстрым колебаниям типа e±inΩt, задаваемым

〈O(t)〉 = Ω
2π

∫ 2π/Ω

0
O(t)dt, верхний предел t неопре-

деленного интеграла указывает переменную, от ко-

торой зависит результат интегрирования, а квадрат-

ные скобки обозначают операцию коммутации.

Расчеты, основанные на формуле (4), дают:

Heff
int,1 = w(b†b+ b†bb†b),
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Heff
int,2 =

gv

Ω
a†a− 5v2

6Ω
b†b−

− g2

Ω
a†aa†a+

2gv

Ω
a†ab†b− 5v2

6Ω
b†bb†b. (5)

Вкладами, пропорциональными (w/Ω)2, vw/Ω2 и

gw/Ω2, мы пренебрегли.

Введем также вынуждающие члены для оптиче-

ского резонатора Hd,a = iε(a†e−iωdt −H.c.) и для ме-

ханического резонатора Hd,b = iη(b†e−iΩdt − H.c.),

где ε и η – амплитуды фотонного и вибрационного

управляющих полей. Используя операторы эволю-

ции Ua = eiωda
†at и Ub = eiΩdb

†bt, эффективный га-

мильтониан во вращающейся системе отсчета можно

записать как

Heff = Heff
0 +Heff

1 +Hd, (6)

Heff
0 = ω̃ca

†a+ Ω̃b†b,

Heff
1 = −χaa

†aa†a+ χaba
†ab†b− χbb

†bb†b,

Hd = iε(a† − a) + iη(b† − b),

где ∆ = ωc − ωd, δ = Ω − Ωd, ω̃c = ∆ + gv/Ω,

Ω̃ = δ − 5v2/6Ω + w, χa = g2/Ω, χb = 5v2/6Ω − w,

χab = 2gv/Ω.

Гамильтониан Heff
0 представляет во вращающей-

ся системе отсчета оптический и механический ре-

зонаторы с перенормированными частотами из-за

ангармоничностей кубической и четвертой степени.

Первый член в Heff
1 описывает керровское взаимо-

действие фотонов в оптическом резонаторе; второй

член представляет собой кросс-керровское взаимо-

действие фотонов и вибрационных квантов, индуци-

рованное интерференционным вкладом кубической

нелинейности колебаний механического резонатора

и линейного по механическим смещениям взаимодей-

ствия оптического и механического резонаторов; тре-

тий член описывает керровское механическое само-

действие механического резонатора. Следовательно,

обратное действие линейных колебаний механиче-

ского резонатора в оптическом резонаторе приводит

к эффекту Керра для оптического поля χaa
†aa†a,

где χa – сдвиг керровской частоты на фотон. В

то же время даже слабая асимметричная ангармо-

ничность вызывает кросс-керровский эффект опти-

ческого и механического резонаторов χaba
†ab†b, где

χab – кросс-керровский сдвиг частоты на один фотон

или вибрационный квант. Частотные сдвиги из-за ин-

дуцированного кросс-керровского эффекта зависят

от количества фотонов в оптическом резонаторе и

вибрационных квантов в механическом резонаторе.

Принимая во внимание и диссипацию, управляю-

щее квантовое уравнение для матрицы плотности ρ

всей системы примет вид

dρ

dt
= −i[Heff, ρ] + Lcρ+ Lmρ. (7)

Некогерентная связь системы с окружающей средой

моделируется [40] диссипаторами Линдблада:

Lcρ =
κ

2
(2aρa† − a†aρ− ρa†a),

Lmρ =
γ

2
(N̄ + 1)(2bρb† − b†bρ− ρb†b) +

+
γ

2
N̄(2b†ρb− bb†ρ− ρbb†). (8)

Фотон, попавший в резонатор, диссипируется со ско-

ростью κ либо за счет прохождения, либо из-за

абсорбционных потерь внутри резонатора. Затуха-

ние механической энергии характеризуется скоро-

стью γ. Мы предполагаем здесь наличие резерву-

ара с нулевой температурой для оптического резо-

натора и среднее тепловое число заполнения N =

= [exp(Ω/kBT )− 1]
−1

резервуара механического ре-

зонатора на частоте Ω. Используя уравнения (6)–(8),

уравнения движения для средних значений динами-

ческих переменных в системе отсчета, вращающейся

с частотой управляющего поля, можно записать как

d〈a〉
dt

= −i(ω̃c−χa)〈a〉−
κ

2
〈a〉+i2χa〈a†aa〉−iχab〈ab†b〉+ε,

d〈b〉
dt

= −i(Ω̃−χb)〈b〉−
γ

2
〈b〉+i2χb〈b†bb〉−iχab〈a†ab〉+η.

(9)

В качестве примера рассмотрим полуклассическое

приближение 〈a〉 = α, 〈a†aa〉 = |α|2 α, 〈b〉 = β,

〈b†bb〉 = β |β|2, 〈ab†b〉 = α |β|2. В стационарном состо-

янии имеем следующую самосогласованную систему

уравнений для определения среднего числа фотонов

n̄a = |α|2 в оптическом резонаторе и среднего числа

вибрационных квантов n̄b = |β|2 в механическом ре-

зонаторе как функции мощности фотонного и виб-

рационного управляющих полей, отстроек δ и ∆, а

также керровских и кросс-керровского параметров:

[

γ2

4
+ (Ω̃− χb − 2χbn̄b + χabn̄a)

2

]

n̄b = η2, (10)

[

κ2

4
+ (ω̃c − χa − 2χan̄a + χabn̄b)

2

]

n̄a = ε2. (11)

Проанализируем решения уравнений (10), (11)

для параметров, которые могут быть реализова-

ны, например, в устройстве с оптомеханической свя-

зью между многослойным графеновым механиче-
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ским резонатором и сверхпроводящим микроволно-

вым резонатором [41]. Среднее число n̄b вибрацион-

ных квантов в механическом резонаторе в зависи-

мости от амплитуды возбуждающего вибрационно-

го поля и кросс-керровского параметра представле-

но на рис. 1b. Кросс-керровский параметр χab может

Рис. 1. (Цветной онлайн) Среднее число n̄b вибрацион-

ных квантов в механическом резонаторе. (а) – n̄b в за-

висимости от нормированной амплитуды η/γ возбуж-

дающего вибрационного поля для четырех значений

нормированного кросс-керровского параметра χ̃ab =

= χab/4.59 · 10−8: 1 – 1.5; 2 – 1; 3 – 0; 4 – −1. Пара-

метры имеют следующие значения: Ω/2π = 36.2МГц,

g/2π = 0.83 Гц, κ/2π = 242 кГц, γ/2π = 228Гц, v/2π =

1.0Гц, w/2π = 0.05Гц, ∆ = 1 · 10−2Ω, δ = −1 · 10−5Ω,

ε/κ = 8.39 · 104 и n̄a = 2.83 · 109. (b) – n̄b в зависи-

мости от η/γ и χ̃ab. Вертикальные линии показывают

значения χ̃ab, представленные на (a) и (c). (c) – n̄b как

функция отстройки δ механического возбуждения от

частоты механического резонатора при η/γ = 31.22.

Остальные параметры в (b) и (c) такие же, как в (a)

быть положительным или отрицательным в зависи-

мости от знака параметра кубической ангармонич-

ности. Вертикальные линии 1–4 на рис. 1b показы-

вают разрезы при значениях χab, для которых полу-

чены зависимости n̄b от нормированной амплитуды

η/γ возбуждающего вибрационного поля (рис. 1а).

Чтобы проиллюстрировать гистерезис, стрелки по-

казывают скачки n̄b, когда возбуждающее поле уве-

личивается или уменьшается. Видно, что диапазон

амплитуд возбуждающего вибрационного поля, для

которого может существовать бистабильное поведе-

ние n̄b, больше при отрицательном кросс-керровском

параметре, чем при положительном (рис. 1а). Более

того, увеличение положительного кросс-керровского

параметра χab приводит к кроссоверу от бистабиль-

ного к монотонному (линия 1 на рис. 1a) поведению.

Зависимость n̄b от отстройки δ частоты механическо-

го возбуждения от частоты механического резона-

тора также обнаруживает бистабильность (рис. 1c).

Увеличение положительного кросс-керровского па-

раметра уменьшает область бистабильности. Полу-

ченные гистерезисные зависимости n̄b(η) аналогич-

ны таковым для осциллятора Дуффинга. Однако

есть важная отличительная особенность, а именно

наличие кросс-керровского вклада χabn̄a(ε), который

является бистабильным из-за бистабильного поведе-

ния n̄a(ε). Таким образом, зависимость n̄b(η) опреде-

ляется не только силой возбуждающего фотонного

поля ε. Она также сильно зависит от того, стабиль-

ная или метастабильная ветвь n̄a(ε) реализуется. В

частности, в расчетах, представленных на рис. 1, бы-

ла выбрана стабильная ветвь n̄a(ε).

Рассмотрим эволюцию системы при отсутствии

управляющих членов в гамильтониане (6) (ε, η =

= 0) и диссипации в уравнении (8) (γ, κ = 0). В

этом случае эффективный гамильтониан диагона-

лен. Это означает, что нет обмена квантами меж-

ду оптическим и механическим резонаторами. Из

уравнения (6) видно, что [Heff
0 , Heff

1 ] = 0, поэтому

в представлении взаимодействия получаем: Heff →
eiH

eff

0
tHeff

1 e−iH
eff

0
t = Heff

1 . Когда мода оптического ре-

зонатора изначально находится в вакуумном состо-

янии, а вибрационная мода – в когерентном состоя-

нии |β〉, то два члена в Heff
1 , содержащие a†a и (a†a)2,

не вносят вклада, и эволюция системы определяет-

ся керровским членом −χb(b
†b)2. Поэтому волновая

функция вибрационной моды механического резона-

тора представима в виде ψb(t) = eiχb(b
†b)2t|β〉. Для

t = π/2χb волновая функция описывает суперпози-

цию двух когерентных состояний с противофазами:

ψb(π/2χb) =
[

eiπ/4|β〉+ e−iπ/4|−β〉
]

/
√
2. В резуль-

тате начальное когерентное состояние механическо-
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го осциллятора по прошествии подходящего време-

ни эволюционирует в состояния, подобные состояни-

ям Юрке–Столера [42]. Очевидно, что в силу сим-

метрии гамильтониана, аналогичный результат по-

лучается и в том случае, когда механический ос-

циллятор изначально находится в вакуумном состоя-

нии, а мода оптического резонатора – в когерентном

состоянии |α〉. Следовательно, волновую функцию

оптического резонатора можно представить в виде

ψa(π/2χa) =
[

eiπ/4|α〉+ e−iπ/4|−α〉
]

/
√
2.

Рассмотрим также случай, когда начальное ко-

герентное состояние реализуется как для оптическо-

го, так и для механического осцилляторов, т.е. мат-

рицу плотности системы можно записать как ρ =

= |α〉|β〉〈α|〈β|. Тогда, например, для оптического ос-

циллятора получаем следующее выражение:

ρa(t) = e−|α|
2

∞
∑

n,m

αnα∗m√
n!m!

eiχa(n
2

a
−m2

a
)t ×

× exp
[

|α|2 (e−iχab(na−ma)t − 1)
]

|na〉〈ma|. (12)

Видно, что из-за кросс-керровского взаимодействия

моды оптического и механического резонаторов пе-

репутаны в процессе эволюции. Однако в момент вре-

мени t = 2π/χab

ρa(2π/χab) = e−|α|
2

∞
∑

n,m

αnα∗m√
n!m!

×

× exp

[

i2π
χa

χab
(n2

a −m2
a)

]

|na〉〈ma|. (13)

Из уравнения (13) следует, что при χa/χab = 1 на-

чальное когерентное состояние оптической моды |α〉
полностью восстанавливается в указанный момент

времени. При χa/χab = 1/2 состояние преобразуется

в |−α〉. При χa/χab = 1/4 реализуется суперпозици-

онное состояние
[

eiπ/4|α〉+ e−iπ/4|−α〉
]

/
√
2, и мат-

рица плотности системы может быть записана в виде

ρ(2π/χab) =
1

2
[|α〉〈α|+ |−α〉〈−α|+

+ i(|α〉〈−α| − |−α〉〈α|] |β〉〈β|. (14)

Чтобы оценить потерю когерентности суперпози-

ционных когерентных состояний из-за их взаимодей-

ствия с окружающей средой, можно использовать

уравнения (8) для диссипаторов микроволнового и

механического резонаторов. При малых t (κt ≪ 1 и

γt ≪ 1) затухание когерентности [43] описывается

временами τa ≈ [2κ |α|2]−1 и τb ≈
[

2γ(2N̄ + 1) |β|2
]−1

для суперпозиционных состояний микроволнового и

механического резонаторов, соответственно. Видно,

что времена затухания сильно зависят от параметров

смещения α и β, а также температуры окружающей

среды через среднее тепловое число заполнения N̄ .

Используя следующие параметры: κ/2π = 242 кГц,

γ/2π = 228Гц, Ω/2π = 36.2МГц, ωc/2π = 5.9ГГц,

T = 14 мК [41] и |α|2 = |β|2 = 2, получаем, что

N̄ ≈ 7.6, τa = 1.64 × 10−7 c, τb = 1.08 · 10−5 с, т.е.

τ−1a /κ = 4 и τ−1b /γ = 64.5. Итак, скорость затуха-

ния когерентности фотонных суперпозиционных со-

стояний в микроволновом резонаторе в четыре раза

больше, чем скорость их диссипации, а для вибра-

ционных квантов скорость затухания когерентности

превышает скорость диссипации на два порядка.

Таким образом, мы исследовали оптомеханиче-

скую систему с несимметричным ангармоническим

механическим резонатором. Когда частоты механи-

ческих колебаний превышают параметры, характе-

ризующие взаимодействие оптической и механиче-

ской подсистем и скорости их затухания, а также

значения кубической и квартетной ангармонично-

стей, эту систему можно заменить эффективной с по-

мощью метода усреднения Боголюбова. Установлено,

что в гамильтониане эффективной системы присут-

ствует керровское взаимодействие фотонов в опти-

ческом резонаторе, а также кросс-керровское взаи-

модействие фотонов и вибрационных квантов, вы-

званное колебаниями в асимметричном ангармони-

ческом потенциале механического резонатора. Кро-

ме того, присутствует керровское самодействие ме-

ханического резонатора. Предсказано бистабильное

поведение среднего числа квантов механических ко-

лебаний в зависимости от мощности механического

возбуждения и его отстройки от частоты резонатора.

Это поведение управляется кросс-керровским взаи-

модействием. Мы также показали, что в отсутствие

возбуждения и диссипации построенные суперпози-

ционные состояния Юрке–Столера для оптического

(или механического) резонатора в определенные мо-

менты времени распутывают запутанные моды си-

стемы. Наш подход также может быть полезен для

изучения гибридной системы, состоящей из кван-

товой точки и оптического нанорезонатора, связан-

ных посредством механического резонатора [44, 45].

Дальнейшие как теоретические, так и эксперимен-

тальные исследования позволят лучше понять пове-

дение оптомеханических систем с асимметричными

механическими колебаниями.
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