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Численно исследуется двухкомпонентный Бозе-конденсат холодных атомов с достаточно сильным

перекрестным отталкиванием, которое приводит к пространственному разделению компонент. Рассмот-

рены конфигурации с кратным квантованным вихрем в одной из компонент, причем сердцевина вихря

заполнена второй компонентой. Эффективный радиус сердцевины может намного превышать шири-

ну переходной области между компонентами, и тогда имеется аналогия с заполненным цилиндрическим

вихрем в классической гидродинамике двух несмешивающихся идеальных жидкостей. Эта аналогия поз-

воляет проанализировать продольную “сосисочную” неустойчивость и обусловленную “тангенциальным

разрывом” поперечную неустойчивость заполненного вихря в конденсате, а также устойчивый режим в

параметрическом промежутке между ними. Численно обнаружены долгоживущие когерентные струк-

туры, формирующиеся в некоторых случаях на нелинейных стадиях обеих неустойчивостей.
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В теории Бозе-Эйнштейновских конденсатов хо-

лодных атомов заметное внимание привлекли к себе

многокомпонентные модели. Например, речь может

идти об одновременном наличии двух газов из раз-

ных химических элементов, либо из атомов одного и

того же элемента, но в двух различных внутренних

квантовых состояниях [1–5]. Стационарные конфигу-

рации, неустойчивости и нелинейная динамика таких

систем оказываются весьма богатыми [6–17], даже в

сравнении со всем тем многообразием свойств и ре-

жимов, которые были обнаружены в однокомпонент-

ных конденсатах [18, 19] (где, кстати сказать, уже од-

ни только квантованные вихри составили отдельное

направление исследований [20–28]).

В частности, очень интересными когерентными

структурами являются заполненные вихри, когда

имеется квантованный вихрь кратностиQ в одной из

компонент конденсата, и при этом сердцевина данно-

го вихря представляет собой потенциальную яму для

другой (“светлой”) компоненты [29–31]. Равновесный

профиль ямы определяется самосогласованным об-

разом и может очень сильно отличаться от профи-

ля “пустого” вихря в однокомпонентном конденсате.

Главное различие – существенно бо́льшая ширина ко-

ра. Линейная устойчивость таких трехмерных кон-

фигураций исследовалась в работе [31], где был об-

наружен ряд неустойчивых мод и приведены числен-
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ные примеры переходов в нелинейные режимы. Кро-

ме того, заполненные вихри с достаточно большими

значениями Q ∼ 10 . . .30 в захваченных конденса-

тах моделировались численно с целью демонстрации

квантовой неустойчивости Кельвина–Гельмгольца в

конечных системах [12, 13]. Но, вообще говоря, про-

блема изучена пока далеко не всесторонне. Целью

данной работы является упрощенное по сравнению

с [31] рассмотрение двух главных неустойчивостей –

продольной неустойчивости “сосисочного” типа [32],

а также поперечной неустойчивости (типа Кельвина–

Гельмгольца). Будет показано, что обе неустойчиво-

сти управляются одним параметром, и что при уме-

ренных значениях Q . 5 имеется устойчивая область

между ними.

Начнем с замечаний общего характера. Обезраз-

меренные уравнения движения для волновых функ-

ций A(r, t) и B(r, t) имеют вид связанных уравнений

Гросса–Питаевского [1, 3]:

iȦ = −1

2
∇2A+

(

V1 + g11|A|2 + g12|B|2
)

A, (1)

iḂ = − 1

2ν
∇2B +

(

V2 + g12|A|2 + g22|B|2
)

B, (2)

где ν = M2/M1 – отношение масс атомов, Vα(r, t) –

внешние потенциалы, gαβ – симметричная матрица

нелинейных взаимодействий. Нас здесь будет инте-

ресовать случай положительных gαβ . Без ограниче-

ния общности можно положить g11 = κ, g22 = 1/κ,

так что g11g22 = 1 и в динамической системе (1)–(2)
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имеется всего три существенных безразмерных пара-

метра (если не считать внешние потенциалы): ν, κ и

g = g12− 1. Ясно, однако, что за относительную про-

стоту данной модели, применимой только в преде-

ле нулевой температуры, приходится расплачивать-

ся отказом от рассмотрения любых эффектов, обу-

словленных конечностью температуры. Для сравне-

ния, уравнения движения намного более сложны (да

и термодинамика играет первостепенную роль), на-

пример, в 3He [33], где также возможны заполненные

вихри (более сложной структуры, чем рассматрива-

емые здесь; см. [34]).

При условии преобладания перекрестного оттал-

кивания g > 0 компоненты конденсата стремятся

пространственно разделиться [6, 7] (поэтому g мож-

но назвать параметром сегрегации). Например, в от-

сутствие внешних сил в равновесии образуется пере-

ходный слой, представляющий собой стационарное

одномерное решение системы уравнений (1)–(2)

A = a(x) exp(−iµ√g11t), B = b(x) exp(−iµ√g22t),
с действительными функциями a(x) и b(x). С этим

слоем связана некоторая дополнительная энергия –

эффективное поверхностное натяжение [7, 11]

σ = min

∫ +∞

−∞

[

a′2/2 + b′2/(2ν) + ga2b2 +

+ (
√
g11a

2 +
√
g22b

2 − µ)2/2
]

dx. (3)

Согласно принципу Мопертюи из классической ме-

ханики, эту же величину можно представить в виде

σ = min

∫ (0,b2)

(a1,0)

√

[(da)2 + (db)2/ν]×

×
√

2ga2b2 + (
√
g11a2 +

√
g22b2 − µ)2, (4)

где интеграл берется по произвольной кри-

вой [в плоскости (a, b)], начинающейся в точке

a1 = µ1/2g
−1/4
11 , b1 = 0, и заканчивающейся в

точке a2 = 0, b2 = µ1/2g
−1/4
22 . Нетрудно видеть,

что параметр µ может быть полностью вынесен

наружу в виде множителя µ3/2 путем замены

(a, b) =
√
µ(α, β). В случае малых значений g ≪ 1

оптимальная траектория проходит вблизи эллипса√
g11α

2 +
√
g22β

2 = 1, а само значение σ оказывается

порядка µ3/2√g (более точное выражение имеется

в [11]). Ширину переходного слоя между двумя

компонентами можно оценить как w ∼ 1/
√
gµ.

Наличие поверхностного натяжения делает круп-

номасштабную динамику поверхности раздела в се-

грегированном бинарном конденсате во многом по-

добной динамике пузырей в классической механи-

ке несмешивающихся идеальных жидкостей [15–17].

При этом течение потенциально внутри каждой из

компонент, а вся завихренность поля скорости со-

средоточена на разделяющей поверхности. В этом

смысле граница пузыря представляет собой вихре-

вой лист, в некоторых случаях напоминающий вих-

ревые листы в 3He-A [35]. Аналогия с классической

гидродинамикой работает, однако, далеко не все-

гда – например, равновесные состояния вращающих-

ся бинарных конденсатов имеют сложную “мелкую”

структуру [9, 10, 14].

Перейдем к рассмотрению заполненных вихрей.

Пусть, для определенности, A будет вихревой ком-

понентой, B – светлой компонентой. В зависимо-

сти от количества светлой компоненты, вихрь мо-

жет находиться в различных режимах. Если количе-

ство светлой компоненты настолько мало, что ради-

ус R сердцевины вихря мало отличается от толщи-

ны переходного слоя w, то в динамическом смысле

вихрь продолжает оставаться эффективно одномер-

ным объектом. Разумеется, инерция заполненного

вихря, как и его увеличенная толщина, заметно мо-

дифицируют динамику по сравнению с пустым вих-

рем, приводя в ряде случаев к появлению неустой-

чивостей (о таком режиме речь пойдет в другой

работе).

Здесь же будут рассмотрены те эффекты, кото-

рые проявляются при R ≫ w, когда в системе воз-

буждаются степени свободы, связанные с отличием

формы поперечного сечения от равновесной цирку-

лярной. Вместо одномерного объекта – вихревой ни-

ти, мы в этой ситуации имеем, по сути, двумерную

поверхность искаженного цилиндра, которая разде-

ляет два конденсата. Типичные скорости движения

при этом существенно меньше скорости звука. По-

этому имеется аналогия с заполненным цилиндри-

ческим вихрем в классической гидродинамике двух

несмешивающихся идеальных жидкостей (с постоян-

ными плотностями ρin = νµ/
√
g22 и ρout = µ/

√
g11,

поверхностным натяжением σ и циркуляцией Γ =

= 2πΓ̃). В стационарном состоянии внутренняя жид-

кость покоится, а внешняя имеет азимутальную ско-

рость vφ = Γ̃/
√

x2 + y2.

Для подобного классического заполненного вих-

ря известны два типа неустойчивостей, в зависимо-

сти от величины параметра Ξ = σR/(ρoutΓ̃
2). Во-

первых, при Ξ > 1 развивается трехмерная про-

дольная неустойчивость “сосисочного” типа [32]. Ее

происхождение легко понять, записав эффектив-

ную потенциальную энергию U осесимметричных

движений (сумму поверхностной энергии и кине-

тической энергии азимутального течения во внеш-

ней области) в терминах канонической переменной
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Пример развития “сосисочной” неустойчивости заполненного вихря и возврата к слабовозму-

щенному состоянию. Цветом показана y-координата условной границы раздела. Значения параметров: Q = 1, g = 0.05,

N2/N1 = 1.7/25.8. Искажения постепенно накапливаются, но в замедляющемся темпе

S(z) = r2(z)/2, пропорциональной площади попереч-

ного сечения:

U{S(z)} = π

∫

[

2σ
√

2S + S′2 − ρoutΓ̃
2 ln(
√
2S/R)

]

dz.

(5)

Именно при Ξ > 1 данный функционал в квадра-

тичном по отклонениям s = (S − R2/2) приближе-

нии имеет отрицательный коэффициент на достаточ-

но малых волновых числах kz.

Во-вторых, поскольку имеется тангенциаль-

ный разрыв скорости течения на границе вихря,

то в игру может вступить неустойчивость типа

Кельвина–Гельмгольца. Рассмотрение линеаризо-

ванных консервативных уравнений, описывающих

чисто двумерные малые возмущения поперечного

сечения классического заполненного вихря, при-

водит без особого труда к закону дисперсии для

азимутальных мод в виде

ωm =
Γ̃

R2(1 + ρ)

{

m+

+
√

(1 + ρ)|m| − ρm2 + (1 + ρ)Ξ|m|(m2 − 1)
}

, (6)

где ρ = ρin/ρout, m = ±1,±2,±3, . . . . При достаточ-

но малых Ξ < Ξc(ρ) выражение под корнем может

принимать отрицательные значения. При этом ока-

зываются неустойчивыми несколько мод с номера-

ми 1 < mmin ≤ |m| ≤ mmax. Например, при равных

плотностях Ξc(1) = 1/15, причем мода с m = 2 оста-

ется устойчивой.

Из сравнения условий обеих неустойчивостей

видно, что имеется также “окно устойчивости”

Ξc(ρ) < Ξ < 1.

Во избежание недоразумений надо отметить, что

вышеприведенный закон дисперсии и следующее из

него условие устойчивости консервативного вихря

отличаются от таковых для диссипативного запол-

ненного вихря, рассмотренного в работе [34]. Дисси-

пативный вихрь для устойчивости обязан находиться

вблизи строгого минимума свободной энергии и ди-

намика его содержит элементы “градиентного спус-

ка”, тогда как наш вихрь описывается гамильтоновой

динамикой при значении интеграла энергии, не соот-

ветствующем статическому минимуму.

Аналогия между бинарным конденсатом и двух-

жидкостной классической системой подсказывает,

что похожие неустойчивые и устойчивые режимы

должны существовать и для кратного вихря в кон-

денсате, в зависимости от параметра σR/(ρoutQ
2) ∼

∼ √gµR/Q2. Разумеется, полного соответствия ожи-

дать не приходится, хотя бы ввиду конечной толщи-

ны переходного слоя.

Чтобы подтвердить эти соображения, автором

было проведено численное моделирование системы

эволюционных уравнений (1)–(2) при значениях па-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Пример приблизительно стационарной “сосисочной” структуры. Значения параметров: Q = 1,

g = 0.05, N2/N1 = 1.9/25.6

раметров ν = 1, g11 = g22 = 1 и нескольких ма-

лых значениях g = 0.01, 0.02, 0.05, 0.10. Был ис-

пользован Фурье-метод расщепленного шага по вре-

мени (Split-Step Fourier Method) и периодические гра-

ничные условия по пространственным координатам.

Точность вычислений контролировалась сохранени-

ем интеграла энергии и двух интегралов “числа час-

тиц” N1 и N2 вплоть до 5-го десятичного знака.

Поскольку в численном эксперименте иметь де-

ло с однородным конденсатом довольно трудно из-

за дальнодействующей природы вихрей, здесь вво-

дился внешний квадратичный потенциал V1 = V2 =

= (x2 + y2)/2. Это приводило к практической попе-

речной ограниченности конденсата размером R⊥ =√
2µ и сводило на нет взаимодействие с поперечной

границей вычислительной области. Достаточно боль-

шой химический потенциал µ = 40 обеспечивал необ-

ходимые условия w ≪ R ≪ R⊥. Сам равновесный

радиус вихря R задавался непрямым образом через

соотношения “чисел частиц” N1 и N2 с помощью спе-

циальной численной процедуры, дающей примерно

равновесный начальный профиль вихря с небольши-

ми возмущениями формы поверхности раздела. Ти-

пичными значениями были R ∼ 2.

Чтобы не иметь дела с большими числами, на

рис. 1–5 произведено перемасштабирование коорди-

нат к R⊥ →
√
3 ≈ 1.7. Вычислительная область при

этом представляет собой куб со стороной 2π/1.6 ≈
≈ 4. Для масштаба по времени использовано чис-

ло τ = 2µ/(3 · 2.56) ≈ 10. Волновые функции так-

же удобно перемасштабировать: (A,B) =
√
µ(ψ, ψb).

Это дает равновесный профиль суммарной плотно-

сти (|ψ|2 + |ψb|2) ≈ [1− (x2 − y2)/3].

На рисунке 1 приведен пример развития не слиш-

ком сильной “сосисочной” неустойчивости. В силу

инерционности процесса, “пузырь” на вихре собира-

ется и распадается несколько раз. В других симу-

ляциях, с бо́льшим значением g, пузырь был почти

сферическим и затем обычно уходил от оси системы

с последующим разрушением на границе конденсата.

Этот случай здесь не показан.

Если начальную конфигурацию задать сразу с

утолщением на вихре (и с приблизительно нулевой

полоидальной скоростью), то такой пузырь может в

течение довольно долгого времени сохранять свою

идентичность, оставаясь в относительно неизменной

форме, близкой к экстремали функционала (5) при

дополнительном ограничении
∫

Sdz = const. Впро-

чем, трехмерные искажения все-таки постепенно на-

капливаются. На рисунке 2 показан соответствую-

щий пример.

На рисунке 3 проиллюстрировано развитие попе-

речной неустойчивости. В данном примере наиболее

неустойчивой оказалась мода с m = 2, что расхо-

дится с предсказанием классической модели. При-

чиной этого, по всей видимости, является не слиш-

ком большое отношение R/w (в этом случае, наря-

ду с поверхностным натяжением, включается так-

же изгибная энергия поверхности раздела). Здесь са-

мое существенное отличие от предыдущего приме-

ра – использование достаточно большого заряда вих-

ря Q = 5 с целью уменьшения параметра
√
gµR/Q2.

Сечение вихря сначала из круглого становится эл-

липтическим, затем снова приблизительно круглым,

после чего опять вытягивается и потом приобрета-

ет неправильную форму. На конечной стадии запол-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Пример развития поперечной неустойчивости заполненного вихря. Цветом показана пере-

масштабированная плотность вихревой компоненты в сечении z = 0 в моменты времени: (a) – t = 1τ ; (b) – t = 6τ ;

(c) – t = 9τ ; (d) – t = 12τ ; (e) – t = 16τ ; (f) – t = 28τ . Значения параметров: Q = 5, g = 0.05, N2/N1 = 1.0/24.8

Рис. 4. (Цветной онлайн) Когерентные структуры на нелинейной стадии поперечной неустойчивости. Значения пара-

метров: Q = 5, g = 0.05, N2/N1 = 1.4/24.6

ненный кратный вихрь превращается в пучок оди-

нарных заполненных вихрей. Для сравнения, в (не

представленном здесь) случае с Q = 4 и примерно

таким же радиусом R динамика оставалась устой-

чивой. Однако при уменьшении параметра сегре-

гации до значения g = 0.01 и меньшем заполне-

нии кора N2/N1 ≈ 0.7/25.7 неустойчивость развива-

лась по качественно похожему сценарию также и с

Q = 4.

Интересно отметить, что именно кратные запол-

ненные вихри попадают в зону устойчивости, тогда

как в однокомпонентном конденсате кратные вихри

неустойчивы.

Что существенно, при меньшем уровне надкри-

тичности поперечная неустойчивость может приво-

дить к спонтанному формированию долгоживущих

трехмерных когерентных структур. На рисунках 4

и 5 приведены результаты численного эксперимента,
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Поперечные сечения вихря в плоскости z = 0, соответствующие моментам времени, пред-

ставленным на рис. 4: (a) – t = 120τ ; (b) – t = 150τ

в котором было увеличено заполнение вихря светлой

компонентой по сравнению с рис. 3. Критический па-

раметр при этом увеличился и приблизился к краю

неустойчивой зоны, хотя и остался в ней. Наиболее

неустойчивой оказалась мода с m = 3, в результате

чего сечение вихря на большей его части стало пред-

ставлять собой округлый треугольник. Параметры

этого сечения (угол поворота за вычетом однородно-

го равномерного вращения и отклонение от круглой

формы) зависели от времени и продольной коорди-

наты. Можно отметить отдаленную аналогию подоб-

ных вихрей с неосесимметричными вихрями в сверх-

текучем 3He-B [36].

Таким образом, в данной работе предложен кри-

тический параметр, который качественно определя-

ет устойчивые и неустойчивые режимы в динамике

сильно заполненного квантового вихря в бинарном

сегрегированном Бозе-конденсате. Приведены чис-

ленные примеры для неустойчивых режимов, в том

числе с долгоживущими трехмерными когерентными

структурами.
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