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Введение. Создание новых подходов в области перемешивания жидкостей является
важным фактором развития волновых технологий [1–4]. Значительную роль в данном
направлении играет численное моделирование. В работах авторов [5, 6] на основе вы-
числительных экспериментов созданы основы для анализа режимов работы переме-
шивающих устройств колебательного типа и предложены подходы к оптимальному
размещению рабочих элементов в пространстве. Рассмотрение задачи с точки зрения
теории хаоса в динамических системах и деформаций векторных полей позволяет
проанализировать проблему с более общей точки зрения. Важные результаты в этом
направлении представлены в работе [7], которая посвящена перемешиванию за счет
хаотической адвекции. Перенос заданным потоком пассивной частицы-маркера при-
меси в лагранжевом представлении определяет динамическую систему, что позволяет
использовать для анализа соответствующий математический аппарат. В качестве при-
ложения был рассмотрен пример перемешивания в несжимаемой невязкой жидкости,
когда в двумерной постановке взаимодействуют два точечных мерцающих вихря в
круге. Проанализирована связь хаотического движения маркера с эффективным пере-
мешиванием. В дальнейшем последовал ряд экспериментально-теоретических работ
[8–10] по перемешиванию в прямоугольной каверне с подвижными дном и крышкой
в жидкостях с низким числом Рейнольдса. Относительно простые эксперименты дали
значительный объем информации о механизмах перемешивания. Было отмечено, что
наличие гиперболических точек приводит к более эффективному смешению жидко-
стей. Подробный анализ показал, что несмотря на относительно простое гидродина-
мическое поле, примесь может вести себя сложным образом, проходя этапы: рожде-
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ния, бифуркаций и гибели зон с отсутствием перемешивания (“островов”); формиро-
вания и периодического движения когерентных структур, таких как “острова” или
крупномасштабные складки. В работе [11] с применением элементов аппарата теории
КАМ (Колмогорова–Арнольда–Мозера) [12] рассмотрен вопрос о перемешивании в
трехмерных проточных трактах. Было показано, что в процессе перемешивания обра-
зуются ориентированные трубки, соответствующие КАМ кривым, которые являются
инвариантными поверхностями и не могут пересекаться частицами примеси. Анало-
гичные исследования были проведены в работе [13]. В обзоре [14] отражены основные
перспективные направления теории перемешивания жидкостей: глобальное измене-
ние климата, микрожидкостные устройства, обработка и создание материалов.

В данной статье рассматривается перемешивание в системе подвижных коаксиаль-
ных цилиндров. Рассматривается принцип профилирования формы цилиндров для
построения эффективной схемы устройства.

Постановка задачи и методы математического моделирования. В данной работе ис-
пользуется модель, подробно описанная в [5, 6]. Вычислительный эксперимент вклю-
чает в себя два этапа: расчеты течения жидкости и эволюции объема примеси в несу-
щей среде. Моделирование течения несущей среды, производится путем решения дву-
мерных нестационарных уравнений Навье–Стокса для вязкой несжимаемой жидкости

(1)

где x, y – координаты, ρ – плотность жидкости, Р – давление, μ – динамическая вяз-
кость, u,  – компоненты скорости в направлениях x, y соответственно, t – время. Для
решения системы (1) использовался пакет вычислительной гидродинамики ANSYS
Fluent, расширенный в данной работе с помощью технологии UDF. Согласование по-
лей скоростей и давлений проводилось с использованием алгоритма PISO (Pressure
Implict with Splitting Operators). На каждом временном шаге треугольная вычислитель-
ная сетка перестраивается заново. В начальный момент времени в расчетную область
помещается некоторый объем примеси. Движение частиц примеси описывается си-
стемой обыкновенных дифференциальных уравнений (Лагранжев подход)

(2)

Здесь ,  – поля скорости, полученные из решения системы уравне-
ний (1). Таким образом, рассматривается безынерционная примесь. Для расчета эво-
люции примеси применялся маркерный метод. В данном методе частица-маркер
представляет постоянный объем примеси. Конечное множество всех маркеров состав-
ляет начальный объем. На каждом временном шаге выполняется перенос каждого из
маркеров полем скорости несущей среды согласно уравнению (2). Множество марке-
ров с новыми координатами образует объем примеси на следующем временном шаге.

На рис. 1 представлен вид расчетной области. Внешняя стенка (статор) представля-
ет из себя цилиндр радиуса Rw = 1.75 м. Минимальная величина зазора между внутрен-
ней стенкой (ротор) и статором Н = 0.5 м. В качестве рабочей жидкости рассматрива-
ется глицерин при стандартных условиях с плотностью ρ = 1250 кг/м3 и динамической
вязкостью μ = 0.75 Па с. Угловые скорости рабочих элементов равны по модулю и
противоположны по направлению:  =  = ω = 0.1 рад/с. Первым движение начи-
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Рис 1. Вид расчетной области и начальное расположение примеси. Слева: форма ротора до профилирова-
ния; справа: результат профилирования.
нает ротор. Движение ротора и статора осуществляется по разрывному протоко-
лу (3) с периодом T = 20 c, т.е. первую половину движется только ротор (статор непо-
движен), а вторую половину движется только статор в противоположном направлении
(ротор неподвижен, смена движения происходит мгновенно). В начальный момент
времени t = 0 в расчетную область круглым пятном радиуса 0.2 м помещается некото-
рый объем примеси в центре каждого квадранта. Общее количество частиц равно
240 тыс. Шаг интегрирования по времени для гидродинамического поля и частиц сов-
падает и равен 0.02 с.

(3)

Анализ результатов. На рис. 2. показано положение частиц примеси через равные
периоды на протяжении 80 с. Очевидно, что у данного типа устройства высокий пере-
мешивающий потенциал. Разберем подробнее способствующий этому механизм. Для
этого в разные промежутки времени будем визуализировать поле течения траектория-
ми меченых частиц (pathlines), рис. 3. Структуры в жидкости, в основном являются
эллиптическими точками (образуют островки с пустотами на рис. 3), по отдельности
они окружены инвариантными кривыми, которые совершают поступательные и вра-
щательные движения, сохраняя свою идентичность. Не возникает обмена веществ
между слоями жидкости и, следовательно, нет перемешивания. Однако взаимодей-
ствие двух эллиптических точек, порождает гиперболическую, в окрестности которой
происходит сжатие и растяжение примеси, вытягивание ее в нить. Наличие системы
таких гиперболических точек и приводит к эффективному перемешиванию в рассмат-
риваемом случае.

Опишем систему особых точек, которая возникает в нашем конкретном случае на
рис. 3 сверху. В начале процесса, в момент времени (0–0.5 T), когда вращается только
ротор, между лопастями ротора и внешней стенкой, возникают изолированные эл-
липтические точки (рис. 3 для 10 с). Затем ротор останавливается и начинает враще-
ние внешняя стенка (статор), двигаясь в противоположном направлении. Это приво-
дит к появлению устойчивой структуры из четырех взаимодействующих эллиптиче-
ских точек, которые порождают в свою очередь четыре гиперболические точки, на
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Рис. 2. Положение частиц в пространстве для различных форм ротора через одинаковые промежутки времени.
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Рис. 3. Траектории меченых частиц для различных форм ротора в моменты времени t = 10, 20, 25, 30, 40 с.
протяжении всего времени вращения статора (0.5Т–Т), (рис. 3 для 20 с). Дальше
внешняя стенка останавливается, и снова начинает вращаться ротор. За счет этого в
момент времени с Т по 1.1Т происходит бифуркация четырех эллиптических точек
предыдущего режима, в результате появляются восемь эллиптических и восемь гипер-
болических особых точек. Данная структура не является устойчивой и сохраняется до
момента времени 1.35Т (рис. 3 в момент времени 25 с). И к моменту времени 1.5T сно-
ва происходит бифуркация: происходит слияние двух пар эллиптических точек при
этом уничтожается одна гиперболическая (рис. 3 в момент времени 30 с). Далее при
вращении внешней стенки данные структуры смещаются и остаются в новом положе-
нии на протяжении времени 1.5Т–2Т (рис. 3 в момент времени 40 с). После чего про-
цесс повторяется периодически с периодом Т, как в моменты времени T–2T. Стоит
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отметить, что интенсивность перемешивания значительно выше в моменты 0.5Т–Т,
1.5Т–2Т, т.е. когда вращается внешняя стенка потому что движение статора увеличи-
вает скорость вращения вихря, порождающего эллиптическую точку. При этом роль
бифуркаций на отрезке Т–1.5Т также важна, т.к. увеличивает хаотизацию системы,
особенно на больших интервалах времени работы установки. Однако, в конце каждо-
го периода вблизи ротора возникает система из мелких эллиптических точек малой
интенсивности, что приводит к образованию застойной зоны.

Профилирование ротора и числа подобия. Наблюдаемые на рис. 3 картины похожи
на те, которые образуются при рассмотрении в гамильтоновой механике фазовых
портретов систем, близких к интегрируемым, при нелинейных резонансах [15]. Про-
водя аналогию, можно сказать, что рассматриваемая в вычислительном эксперименте
система из гиперболических точек образует гетероклиническое сплетение сепаратрис
(“гирлянды” сепаратрис). Небольшое возмущение такой системы приведит к сложно-
му расщеплению траекторий частиц вблизи сепаратрис, что и вызывает хаотическое
движение примеси, которое благоприятным образом сказывается на перемешивании.
Однако следует отметить, что на приведенных картинах наблюдаются застойные зо-
ны. Рассмотрим подробнее картину течения в момент времени, кратный периоду
(рис. 3 сверху). Данная картина топологически похожа на ту, которая возникает в не-
линейных системах с малым возмущением вблизи резонанса. Если придерживаться
такой логики, то поверхность, которая образуется сгущением траекторий меченых ча-
стиц будет КАМ-поверхностью, и частицы примеси не смогут пересечь ее [11]. Таким
образом, наиболее простой способ избавиться от застойной зоны состоит в профили-
ровании ротора формой, которая определяет КАМ-поверхность (рис. 3 в момент вре-
мени 20 с). Для этой цели, а также с точки зрения простоты конструирования, форма
ротора была аппроксимирована следующим уравнением в полярной системе коорди-
нат (R, ϕ)

(4)

Геометрическая область теперь выглядит как на рис. 1б. Как видно из результатов рас-
чета (рис. 3), данное профилирование никак не отразилось на динамике особых точек,
но при этом удалось существенно сократить площадь застойной зоны (рис. 2). До-
биться их полного отсутствия при такой новой форме ротора, как показали серии рас-
четов, возможно через подбор определенного периода и величины модуля угловой
скорости подвижных элементов установки.

В данной задаче можно ввести два числа подобия: число Рейнольдса Re, и число
Струхаля, St, определяемые следующим образом

(5)

Здесь u = ωRw – линейная скорость статора,  – кинематическая вязкость, H –
минимальная ширина зазора между ротором и статором, W = 2πRw – линейный раз-
мер статора. В нашем конкретном случае числа подобия равны соответственно: Re =
= 6.629, St = 0.0065.

Для доказательства нашего утверждения был проведен расчет с рабочей жидкостью,
динамическая вязкость которой в 10 раз больше, т.е. 7.5 Па с. Рассмотрим вариант с
увеличенным в 10 раз модулем линейной скорости (|u| = 1.75 м/с) и периодом, умень-
шенным в 10 раз (Т = 2 с). При этом числа Re, St для данного варианта такие же, как и
в рассмотренном выше случае. На рис. 4 представлены результаты расчета для обоих
вариантов через равные периоды в начале и в конце процесса. Данные картины иден-
тичны, что свидетельствует о наличии физического подобия [16], определяемого вы-
ражениями (5).

ϕ = + ϕ( ) 1.0 0.25 cos(4 ).rR
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Рис. 4. Положения частиц в пространстве в начале процесса перемешивания и в конце. Слева: вязкость
7.5 Па с; справа – 0.75 Па с.

2T 2T

10T 10T
Таким образом, компьютерное моделирование перемешивания в системе подвиж-
ных коаксиальных цилиндров позволило в деталях проследить ход протекающих про-
цессов и определить основные структуры в поле течения. На основе анализа особых
точек векторного поля жидкости предложен способ профилирования ротора. Кроме
того, введены числа подобия, использование которых позволяет осуществить переход
от лабораторных стендовых установок к реальным производственным аппаратам.

Конфликт интересов: Авторы заявляют, что у них нет конфликта интересов.
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