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В статье представлены результаты исследования двух типов особых положений ме-
ханизма параллельной структуры с четырьмя степенями свободы и четырьмя линей-
ными приводами. Для решения задачи использован итерационный алгоритм, за-
ключающийся в последовательном переборе точек рабочей зоны механизма и ана-
лизе поведения определителей матриц частных производных от входных и выходных
координат. Решение поставленной задачи является необходимым для оценки разме-
ров эффективной рабочей зоны механизма и является важным этапом его парамет-
рического синтеза и проектирования.
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Введение. Механизмы параллельной структуры находят применение в различных
отраслях техники: подъемно-транспортном оборудовании, станках, медицинских ро-
бототехнических инструментах, и многих других [1–3]. При этом одним из наиболее
широко распространенных и повсеместно используемых механизмов является разра-
ботанный Р. Клавелем робот Delta [4]. Созданный специально для сортировочно-упа-
ковочных линий пищевых производств, Delta-робот предназначен для высокоско-
ростных технологических операций при манипулировании изделий относительно ма-
лого веса (зачастую до одного килограмма). В качестве примера устройства,
созданного на базе структурной схемы Delta, можно привести промышленный робот
фирмы ABB серии IRB Flex-Picker (рис. 1а).

В классическом исполнении механизм имеет три кинематических цепи с враща-
тельными приводами и промежуточными параллелограммами, что дает выходному
звену три поступательные степени свободы. Дополнительно применяется телескопи-
ческое центральное звено, позволяющее вращать рабочий орган.

В последние несколько лет огромную популярность за счет широкого применения
в 3D-принтерах получил вариант механизма с тремя линейными приводами (рис. 1б).
Выходное звено имеет три поступательные степени свободы. Применение простых
передач для преобразования вращательного движения относительно дешевых шаго-
вых двигателей в поступательное (винт-гайка, ременная передача), вкупе с возможно-
стью применения экструзионного алюминиевого профиля в качестве направляющих,
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Рис. 1. Робот ABB IRB Flex-Picker на основе структурной схемы Delta (а), любительский 3D-принтер Tevo
Little Monster на базе схемы Delta с линейными приводами (б).

(а) (б)
позволило значительно удешевить конечный продукт и помогло принтерам, реализо-
ванным по данной схеме, завоевать большую долю рынка устройств 3D-печати. Ос-
новным преимуществом над классическими схемами является более высокая ско-
рость печати без потери качества.

Несмотря на то, что указанные два варианта схемы Delta хорошо изучены [5–8], а
также предложены различные способы улучшения их технологических параметров,
модификации механизма, имеющие другое число степеней свободы, изучены мало.

Одной из возможных модификаций Delta-робота является механизм, схема и фото
реального прототипа которого представлены на рис. 2. Использование четырех линей-
ных приводов совместно с разделением одной из цепей с параллелограммом на две со
структурой PUS (P – призматическая пара, U – шарнир Гука, S – сферический шар-
нир) или PUU позволяет реализовать дополнительную вращательную степень свобо-
ды (вокруг оси, параллельной оси y и проходящей через выходное звено). Более по-
дробно особенности структуры и кинематики рассматриваемого механизма изложены
в [9].

При параметрическом синтезе любого механизма параллельной структуры необхо-
димо исследовать возможность возникновения особых положений [10–13], т.к. при
попадании в них наблюдается изменение подвижности выходного звена (потеря сте-
пени свободы или неуправляемость) [14]. Настоящая статья посвящена решению дан-
ной задачи для четырехстепенного механизма.

Постановка задачи и определение методов ее решения. Для анализа особых положе-
ний любого механизма параллельной структуры необходимо сначала решить обрат-
ную задачу о положениях, что можно сделать аналитически путем анализа структуры
механизма и решения уравнений связи относительно входных координат [15].

Рассматриваемый механизм включает кинематические цепи двух типов: одинарную
PUS (рис. 3а) и двойную PUS (рис. 3б) с параллелограммом.

Положение выходного звена задается координатами x, y, z точки E в системе Oxyz, а
ориентация углом поворота ϕy относительно оси y. Входной координатой цепи являет-
ся h = zA, ограниченная пределами hmin и hmax.



36 ЛАРЮШКИН и др.

Рис. 2. Механизм семейства Delta c четырьмя степенями свободы.
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Рис. 3. Кинематические цепи механизма: одинарная PUS (a) и двойная PUS с параллелограммом (б).
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Если в некотором начальном положении выходное звено расположено горизон-
тально и точки E и D расположены строго над точкой O, то при известных геометриче-
ских размерах цепи координаты , ,  точки С в начальном положении в систе-
ме Ex'y'z' можно считать заданными. Координаты xC, yC, zC точки С (для цепи с парал-

0'Cx 0'Cy 0'Cz
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лелограммом – середины отрезка C1C2) в системе Oxyz при заданных координатах и
ориентации выходного звена можно определить по формуле

(1)

где R – матрица поворота на заданный угол ϕy

При известной длине lBC

(2)
Тогда при условии, что звено AB расположено горизонтально (zA = zB), обратная за-

дача о положениях для данной цепи решается следующим образом

При этом знак “–” соответствует конфигурации, в которой платформа находится
выше условной каретки (точка А), а знак “+” – ниже каретки.

Двойную цепь можно рассматривать в рамках той же самой модели, но в виде двух
отдельных одинарных цепей с дополнительным условием равенства их входных коор-
динат: h1 = h2.

Для анализа собственно особых положений целесообразно применить подход,
предложенный Х. Анджелесом и К. Госсленом [12]. Для этого дифференцируем урав-
нения связи, полученные для каждой из четырех цепей. При этом каждое уравнение
представляет собой выражение (2) с подстановкой в него выражения (1) в общем виде.
Полученное уравнение можно записать в виде неявной функции Fi(x, y, z, ϕy, h) = 0 для
i-й цепи. Согласно рассматриваемому подходу особые положения в общем случае
можно определить по вырождению матриц частных производных

где χj ( j = 1…n)  j-я выходная координата, а qi (i = 1…n) i-я входная координата, n –
число степеней свободы механизма, равное также числу его кинематических цепей.
Для рассматриваемого механизма выходными координатами являются x, y, z, ϕy, а
входными hi.

Согласно Х. Анджелесу и К. Госслену, если вырождена матрица B, то механизм на-
ходится в особом положении первого типа и его выходное звено теряет степень свобо-
ды. Вырождение матрицы А говорит о наличии особого положения второго типа и
возможностью неконтролируемого перемещения выходного звена.

Аналитическое решение данной задачи, как правило, или невозможно, или требует
серьезных усилий и приводит к необходимости работать с очень сложными выраже-
ниями, что зачастую приводит к ошибкам. Поэтому более целесообразным является
применение итерационного метода [16]. Для этого в каждой точке вычисляется опре-

 
    
    = + ⋅
              
 

0

0

0

'

' ,

'

C

C

C

C

C
C

xx x
y y y
z z z

R

ϕ ϕ 
 
 
 − ϕ 

=
ϕ

cos( ) 0 sin( )
0 1 0 .

sin( ) 0 cos( )

y y

y y

R

( ) ( ) ( )− + − + − − =2 2 2 2 0.C B C B C B BCx x y y z z l

( ) ( )= ± − − − − +2 22 .BC C B C B Ch l x x y y z

∂ ∂ ∂   
   ∂ ∂ ∂
   

= =   
   ∂ ∂ ∂
   ∂ ∂ ∂   

…

� � � �

…

1 1 1

1 1

1

0 0
χ χ

, 0 0 ,

0 0
χ χ

n

n n n

n n

F F F
q

F F F
q

A B



38 ЛАРЮШКИН и др.

Рис. 4. Теоретическая рабочая зона механизма 2-PUS.2-P(US)2 при горизонтальной ориентации выходного

звена в сравнении с его габаритами.
делитель соответствующей матрицы и исследуется поведение знака этого определите-
ля: если знак определителя рассматриваемой матрицы между двумя соседними точка-
ми различен, то между двумя этими точками механизм попадает в особое положение
соответствующего типа. Заметим, что при использовании такого подхода имеется тео-
ретическая вероятность пропуска точек особых положений, если шаг сетки разбиения
(перебора) рабочей зоны слишком велик. Совпадение знака определителя в двух со-
седних точках, в теории, не гарантирует, что между ними отсутствует особое положе-
ние. Если шаг сетки достаточно мал, то вероятность пропуска особого положения так-
же невелика. Проанализировав все точки рабочей зоны, можно дать заключение о
том, как особые положения влияют на ее размер и форму [16].

Пример расчета. Рассмотрим механизм 2-PUS.2-P(US)2 (рис. 4), который имеет две
простых (i = 2 и i = 3) и две двойных (i = 1 и i = 4) цепи. Цепи расположены так, что
вращение выходного звена возможно только вокруг оси y'. Геометрические размеры
(м): длины звеньев (одинаковы для всех цепей): lAB = 0.05, lBC = 0.3, lDE = 0.05, для
двойных цепей lB1B2 = lC1C2 = 0.08; пределы перемещения каретки (одинаковы для всех
цепей): hmin = 0.3, hmax = 0.75; координаты, определяющие положение и ориентацию
вертикальной стойки механизма и звена AB: xA1 = 0.2, yA1 = 0, xB1 = 0.15, yB1 = 0, xA2 =
= 0.04, yA2 = 0.24, xB2 = 0.04, yB2 = 0.19, xA3 = –0.04, yA3 = 0.24, xB3 = –0.04, yB3 = 0.19,
xA4 = –0.2, yA4 = 0, xB4 = –0.15, yB4 = 0; координаты точек Сi в начальном положении в

системе Ex'y'z':  = 0.08,  = 0,  = 0.04,  = 0.04,  = –0.04,  = 0.04,
 = –0.08,  = 0, для всех цепей  = lDE = 0.05.

При этом условные точки B и С располагаются в серединах звеньев B1B2 и C1C2 со-
ответственно, то есть на оси симметрии параллелограмма двойной цепи.

Для определения теоретической рабочей зоны механизма при нулевом угле поворо-
та выходного звена (рис. 4) проведен итерационный анализ в интервалах координат:

01'Cx 01'Cy 02'Cx 02'Cy 03'Cx 03'Cy

04'Cx 04'Cy 0'Cz
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Рис. 5. Знак определителя матрицы A в точках рабочей зоны (“+” – серый, “–” – черный) механизма 2-
PUS.2-P(US)2: ϕy = 15° (а), ϕy = 30° (б), ϕy = 45° (в), ϕy = 60° (г).
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x = [–0.3; 0.3], y = [–0.3; 0.3], z = [–0.025; 0.5]. Шаг сетки равен 0.01 м по координатам
x, y и 0.025 м по координате z. Таким образом, в объеме, ограниченном указанными
пределами, проанализированы 81862 точки.

Для исследования особых положений типов 1 и 2 провели итерационный анализ с
параметрами перебора, указанными выше. При этом помимо горизонтального поло-
жения выходного звена было рассмотрено еще четыре примера с разными углами по-
ворота выходного звена вокруг оси y': 15°, 30°, 45° и 60°.

Особые положения типа 1 в рассматриваемом механизме, как и в подавляющем
большинстве других механизмов параллельной структуры, возникают только на гра-
нице теоретической рабочей зоны, что подтверждается проведенным итерационным
анализом: определитель матрицы B в каждой из рассмотренных точек имеет знак “+”.

Отметим, что поскольку модель кинематики цепи с параллелограммом базируется
на модели простой PUS цепи, то в матрице A изначально присутствуют частные про-
изводные по углам поворота ϕx и ϕz, а сама матрица имеет размер 4 × 6. Однако пово-
рот механизма на данные углы не возможен, поэтому из указанной матрицы необхо-
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димо исключить столбцы 4 и 6, получив матрицу 4 × 4. Результаты анализа особых по-
ложений типа 2 (рис. 5):

− угол ϕy = 0°: 21280 точек в рабочей зоне, 0 точек с det(A) < 0;
− угол ϕy = 15°: 19986 точек в рабочей зоне, 19900 точек с det(A) < 0;
− угол ϕy = 30°: 17882 точки в рабочей зоне, 17473 точки с det(A) < 0;
− угол ϕy = 45°: 15453 точки в рабочей зоне, 14364 точки с det(A) < 0;
− угол ϕy = 60°: 13025 точек в рабочей зоне, 10835 точек с det(A) < 0.
По данному примеру видно, что особые положения типа 2 отсутствуют при гори-

зонтальной ориентации платформы, однако уже при угле наклона платформы ϕx = 45°
около 7% рабочей зоны отделено от оставшейся ее части особыми положениями ука-
занного типа.

Заключение. В статье были исследованы особые положения типов 1 и 2 для меха-
низма 2-PUS.2-P(US)2 типа Delta. Для решения задачи был использован итерацион-
ный алгоритм, заключающийся в последовательном переборе точек рабочей зоны ме-
ханизма и анализе поведения определителей матриц частных производных от входных
и выходных координат при различных наклонах выходного звена. Зная расположение
точек, соответствующих особым положениям различных типов, можно перейти к за-
даче рассмотрения критериев близости к ним. Решение данной задачи является необ-
ходимым для оценки размеров эффективной рабочей зоны механизма и является важ-
ным этапом его параметрического синтеза и проектирования.
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