
ПРОБЛЕМЫ МАШИНОСТРОЕНИЯ И НАДЕЖНОСТИ МАШИН 2020, № 1, с. 47–55

УДК 629.7.023:539.43

НАДЕЖНОСТЬ, ПРОЧНОСТЬ, 
ИЗНОСОСТОЙКОСТЬ МАШИН И КОНСТРУКЦИЙ
ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ТЕНЗОРНОЙ МЕРЫ 
НАКОПЛЕННОГО УСТАЛОСТНОГО ПОВРЕЖДЕНИЯ 
ПРИ АНАЛИЗЕ УСТАЛОСТНОЙ ДОЛГОВЕЧНОСТИ

СЛОИСТЫХ УГЛЕПЛАСТИКОВ 
ПРИ СЛОЖНОМ НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ

© 2020 г.   В. Е. Стрижиус

Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), 
Москва, Россия

e-mail: vitaly.strizhius@gmail.com

Поступила в редакцию 02.04.2018 г.
Принята к публикации 25.10.2019 г.

Для расчетных оценок усталостной долговечности слоистых углепластиков, работа-
ющих в условиях сложного напряженно-деформированного состояния, предложена
феноменологическая модель накопления усталостного повреждения, с использова-
нием тензорной меры накопленного повреждения от циклических напряжений раз-
личного типа. Представлена процедура расчетных оценок усталостной долговечно-
сти с использованием предложенной модели. Приведен пример расчета, показыва-
ющий приемлемое совпадение расчетных и экспериментальных данных.
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Введение. Исследование усталостной долговечности слоистых полимерных компо-
зиционных материалов (ПКМ), работающих в условиях сложного напряженно-де-
формированного состояния (НДС), представляет собой чрезвычайно сложную про-
блему, решение которой требует проведения большого объема специальных экспери-
ментов.

Как показывают результаты обзора работ [1–9], для предсказания усталостного раз-
рушения слоистых ПКМ при сложном НДС можно использовать ряд критериев (мо-
делей) усталостного разрушения. Практическое использование этих критериев для
инженерных расчетных оценок усталостной прочности композиционных пакетов
крайне затруднительно по причине высокой трудоемкости процесса подготовки ис-
ходных данных, позволяющих определять значения необходимых параметров основ-
ных соотношений критериев. Все известные критерии уникальны, т.е. предсказывают
усталостное разрушение слоистых ПКМ для конкретного расчетного случая и кон-
кретной предполагаемой моды разрушения.

В качестве определенной альтернативы существующим критериям для оценки уста-
лостной долговечности слоистых углепластиков, работающих в условиях регулярного
циклического нагружения и сложного НДС, предлагается критерий с использованием
тензорной меры накопленного повреждения от циклических напряжений различного
типа. Это позволит выполнять расчетные оценки усталостной долговечности слоистых
углепластиков при различных видах сложного НДС с приемлемой трудоемкостью.
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Представим процедуру расчетной оценки усталостной долговечности слоистых уг-
лепластиков с использованием предложенного критерия.

Тензорная модель накопления усталостного повреждения. Рассмотрим слоистый угле-
пластик, работающий в условиях регулярного циклического нагружения и сложного
НДС. Накопление усталостного повреждения будем оценивать для всего пакета слоев
ПКМ, который рассматриваем как анизотропный материал. В качестве напряжений в
общем случае используем средние напряжения по толщине пакета , , , , ,

, , ,  – напряжения в глобальной системе координат. Среди этих напряже-
ний после специального анализа выделим напряжения “превалирующего” типа, к ко-
торым можно отнести напряжения, вносящие наибольший вклад в суммарное накоп-
ленное повреждение и фактически определяющие моду усталостного разрушения
слоистого углепластика. Тем не менее, предполагаем, что и некоторые другие напря-
жения, характеризующие сложное НДС, будут каким-то образом влиять на суммарное
накопленное повреждение без изменения моды разрушения. При этом подобное “вли-
яние” вовсе не означает простое линейное суммирование усталостных повреждений
от различных типов напряжений.

Эти предположения фактически совпадают с допущениями, принятыми в работах
[1–9] при формировании критериев разрушения слоистых ПКМ при различных типах
сложного НДС и не противоречат физической сущности явления накопления уста-
лостного повреждения материалов.

С математической точки зрения основные положения предлагаемой модели можно
сформулировать с использованием ключевых понятий, закономерностей и соотноше-
ний для тензоров второго ранга, представленных в классических работах по тензорно-
му анализу [10–12]:

1. Меру накопленного повреждения от напряжений различного типа можно опре-
делить с использованием феноменологической модели накопления усталостного повре-
ждения и эту модель может представить тензор накопления усталостного повреждения
в слоистом углепластике – некий математический объект, в общем виде представля-
ющий совокупность девяти компонент накопленного усталостного повреждения

(1)

где , , , , , , , ,  – компоненты накопленного повреждения
от циклических напряжений соответственно , , , , , , , , . Пред-
полагается, что компоненты накопленного повреждения могут оцениваться с исполь-
зованием простых соотношений

где  – компонента накопленного повреждения от напряжений  j-го типа;  =  =  =
=  =  =  =  =  =  =  – количество циклов синфазных циклических на-
пряжений , , , , , , , , ;  – количество циклов до разрушения
углепластика при одноосном регулярном нагружении циклическими напряжениями
j-го типа.

2. Известны уравнения кривых усталости рассматриваемого углепластика при од-
ноосном регулярном нагружении циклическими напряжениями j-го типа. Эти урав-
нения имеют вид уравнений Менделла [13]
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или

(2a)

где  – максимальные (по модулю) значения циклических напряжений j-го ти-
па при усталостных испытаниях образцов из ПКМ;  – пределы прочности материа-
ла по соответствующим направлениям; aj и bj – параметры уравнений (2) и (2а).

3. Для однородных материалов справедлив закон парности касательных напряже-
ний: , , . В общем случае слоистый ПКМ с различными
укладками слоев не является однородным материалом. При инженерных расчетах на
прочность слоистых ПКМ достаточно часто делается допущение о справедливости это-
го закона и для ПКМ. Ввиду этого возможно сделать подобное допущение и в рамках
предлагаемой модели. Можно предположить, что , , . То-
гда , ,  и тензор (1) можно признать условно симметрич-
ным.

4. Существуют [10–12] собственные значения симметричного тензора второго ранга
(1) и эти значения могут характеризовать сумму накопленного повреждения при уста-
лостном разрушении рассматриваемого углепластика. Практически все гипотезы сум-
мирования усталостных повреждений как металлических, так и композиционных
конструктивных элементов предполагают, что усталостное разрушение элемента про-
изойдет, когда сумма накопленного усталостного повреждения будет равна единице.
В связи с этим примем допущение, что одно из собственных значений тензора (1) в
момент усталостного разрушения углепластика при сложном НДС будет также равно
единице, например, .

Расчетная оценка усталостной долговечности углепластика с использованием тензор-
ной модели накопления усталостного повреждения. Предлагаем процедуру расчетной
оценки усталостной долговечности слоистых углепластиков с использованием тен-
зорной модели накопления усталостного повреждения.

1. Характеристическое уравнение тензора (1) может представлять собой кубическое
уравнение [10–12]

(3)

три корня которого, обозначаемые как , , , будут собственными значениями
тензора (1). В уравнении (3): , ,  – первый, второй и третий главные
инварианты тензора (1)

2. При , уравнение (3) можно переписать в виде

и усталостная долговечность до разрушения ПКМ  может быть теоретически
определена как решение кубического уравнения

(4)
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где a, b, c – коэффициенты уравнения, определяемые как

3. В реальных расчетных случаях, для которых можно найти какие-либо экспери-
ментальные результаты, усталостная долговечность зависит не более, чем от трех ком-
понент тензора напряжений, т.е. сложное НДС можно свести к определенному виду
плоского НДС. Для этих случаев реальные значения коэффициента a уравнения (4)
чрезвычайно малы и можно принять a ≈ 0. Тогда кубическое уравнение (4) примет вид
квадратного уравнения

(4a)

Из двух полученных значений  при решении уравнения (4а) выбираем ми-
нимальное значение.

Практическое использование предлагаемой модели для расчетных оценок усталостной
долговечности слоистых углепластиков при сложном НДС. Тензор (1) – это некий мате-
матический объект, представляющий собой совокупность девяти компонент накоп-
ленного усталостного повреждения. С использованием этого объекта можно адекват-
но характеризовать основные физические особенности накопления усталостных по-
вреждений в слоистых углепластиках при сложном НДС.

Для обоснования этого утверждения приведем следующие доводы:
1. Тензор (1) позволяет “визуализировать” значения компонент накопленного по-

вреждения от различных типов напряжений. По результатам анализа тензора для каж-
дого расчетного случая можно ответить на главные вопросы, возникающие при расче-
те усталостной долговечности слоистых углепластиков при сложном НДС: 1) опреде-
ление типов “повреждающих” напряжений – напряжений, существенно влияющих
на усталостную долговечность рассматриваемого углепластика; 2) определение типов
напряжений, практически не влияющих на усталостную долговечность рассматривае-
мого углепластика; эти напряжения и компоненты накопленного повреждения от
этих напряжений в дальнейшем могут быть исключены из рассмотрения; 3) определе-
ние типа “превалирующих” напряжений – напряжений, вносящих наибольший вклад
в суммарное накопленное повреждение; 4) определение моды усталостного разрушения
слоистого углепластика, соответствующего напряжениям “превалирующего” типа.

2. Как показывает анализ тензоров типа (1) для конкретных расчетных случаев,
главные выводы, которые можно сделать по результатам такого анализа (ожидаемая
мода повреждения, тип “превалирующих” напряжений, тип “повреждающих” напря-
жений) практически идентичны выводам, которые можно сделать по результатам ана-
лиза критериев усталостного разрушения, представленных в работах [1–9] для тех же
расчетных случаев.

Пример расчета усталостной долговечности слоистого углепластика с использованием
тензора накопленных повреждений. Результаты усталостных испытаний образцов и
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Таблица 1.

Тип напряжений , МПа , МПа

–0.11 17.27 0

–0.22 34.50 0

–0.10 15.70 0

σ τ σmax min( ) /j х σ τ max( ) j σ τ min( ) j

σz

τxу

τxz
элементов из слоистых углепластиков с реализацией сложного НДС очень редко
встречаются в открытых публикациях и поэтому расчетный анализ таких результатов
провести достаточно сложно. В настоящей статье приведен один из примеров такого
анализа.

Выполнен расчет усталостной долговечности образцов опытной панели, изготов-
ленной из слоистого углепластика. Усталостное нагружение образцов панели – регу-
лярное циклическое нагружение доминирующим сжатием по продольной оси “x”, R =
=  = –∞.

При продольном нагружении в зоне свободной кромки панели возникают допол-
нительные нормальные межслоевые напряжения , напряжения сдвига в плоскости

 и напряжения поперечного сдвига . Известно [14, 15], что подобные напряже-
ния в значительной степени могут способствовать возникновению усталостных по-
вреждений (расслоений) в зоне свободных кромок, что и происходит при усталостных
испытаниях образцов панели.

Исходные данные и результаты расчета.
1. Материал панели – слоистый углепластик.
2. Известные пределы прочности материала в зоне рассматриваемого критического

места:  = –900 МПа;  = 30 МПа;  = 200 МПа;  = 50 МПа.
3. Усталостное нагружение панели – регулярное циклическое нагружение домини-

рующим сжатием по продольной оси “x”,  = –157.00 МПа,  = 0.
Значения синфазных экстремумов индуцированных циклических напряжений ,
 и  в зоне свободной кромки панели определены на основе КЭ – моделирования

образца панели с учетом данных работ [14, 15] (табл. 1).
4. Известна усталостная долговечность опытных образцов панели при испытаниях

на усталость:  = 480000 циклов – усталостная долговечность образца № 1 (без обна-
ружения каких-либо повреждений в зоне свободной кромки);  = 128000 циклов –
усталостная долговечность образца № 2 (обнаружено прогрессирующее расслоение
ламината панели в зоне геометрического концентратора по свободной кромке пане-
ли).

5. В качестве расчетных кривых усталости для различных типов действующих на-
пряжений в условиях одноосного нагружения по результатам обработки данных работ
[16–19] приняты кривые усталости, уравнения которых представлены в табл. 2.

В табл. 2 приведены средние значения усталостных долговечностей при одноосном
нагружении панели от каждого вида рассматриваемых напряжений, определенные с
использованием представленных уравнений.

6. С целью определения типов “повреждающих” напряжений и типа “превалирую-
щих” напряжений выполнена оценка значений компонент накопленного поврежде-
ния от каждого типа циклических напряжений (табл. 3). Исходя из данных табл. 3,
можно сделать выводы: к “повреждающим” напряжениям в рассматриваемом приме-
ре расчета можно отнести только напряжения  и ; напряжения  и  можно ис-

σ σmin max/x x

σz

τxy τxz

−
xF +

zF xyF xzF

σ minx σ maxx

σz

τxy τxz

1N

2N

σz τxz σx τxy



52 СТРИЖИУС

Таблица 2. Уравнения кривых усталости типа (2а) и результаты расчета усталостной долговечно-
сти образца панели в зоне кромочного эффекта при одноосном нагружении панели

Уравнение R Источник , циклы

–∞  [16] 1.00Е+13.76

0  [17, 18] 201 500

0  [17, 18] 1.00Е+10.34

0  [19] 7 244 360

N

σ = −min / 1 0.06 lgx xF N

σ = −max / 1 0.08 lgz zF N

τ = −max / 1 0.08 lgxy xyF N

τ = −max / 1 0.10 lgxz xzF N

Таблица 3. Результаты оценки значений компонент накопленного повреждения

Компоненты накопленного повреждения Значения компонент

3.499Е-09

0.9992

9.203Е-06

0.0278

, 0

xD

zD

xyD

xzD

yD yzD
ключить из рассмотрения; “превалирующими” напряжениями можно считать нор-
мальные межслоевые напряжения растяжения .

7. Ожидаемая мода усталостного разрушения – расслоение ламината от нормаль-
ных межслоевых напряжений растяжения .

8. Уравнение (4а) для рассматриваемого расчетного случая принимает вид

 +  – 1 = 0. Решая это уравнение, получаем расчетное

значение:  = 201300 циклов. Учитывая достаточно значительный разброс экспери-

ментальных усталостных долговечностей панели (  = 480000 циклов и  = 128000
циклов), можно сделать вывод, что полученное расчетное значение не противоречит
экспериментальным данным.

9. Ожидаемая мода усталостного разрушения совпала с модой разрушения при ис-
пытаниях на усталость – прогрессирующее расслоение ламината панели в зоне гео-
метрического концентратора по свободной кромке панели.

Обсуждение. Несмотря на определенную “смелость” допущений, принятых при
формировании основных положений предлагаемой модели, практическое примене-
ние модели показывает адекватность этих допущений основным физическим особен-
ностям известных критериев усталостного разрушения слоистых ПКМ, работающих в
условиях сложного НДС.

Этот вывод можно обосновать сравнением метода расчетной оценки усталостной
долговечности слоистого углепластика, представленного в настоящей статье, и крите-
рия усталостного разрушения на основе модели Хашина [7] для идентичного расчет-
ного случая.

σz

σz

−× 14 2(1.91 10 ) frN −× 6(4.96 10 ) frN

frN

1N 2N
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Таблица 4. Сравнение основных особенностей критерия (5) и предлагаемой модели для рассмат-
риваемого расчетного случая

Основные особенности Критерий (5) Предлагаемая модель

Рассматриваемые типы 
напряжений

; ; ; ; ; 

Параметры модели
(критерия)

; ;
; 

; ; ; 

Ожидаемая мода
разрушения

Расслоение матрицы от нормальных 
межслоевых напряжений растяже-
ния 

Расслоение матрицы от нор-
мальных межслоевых напряже-
ний растяжения 

Основные соотношения (5) (4а)

σz τxz τyz σx σz τxy τxz

σ( , , )tZ n R τ( , , )xzS n R
τ( , , )yzS n R τ( , , )xzE n R

xN zN xyN xzN

σz σz
По данным работы [7] такой критерий можно представить соотношением

(5)

где  – уровень циклических нормальных межслоевых напряжений растяжения;  –
уровень циклических напряжений межслоевого сдвига (в плоскости x–z);  – уро-
вень циклических напряжений межслоевого сдвига (в плоскости y–z);  –
остаточная прочность на межслоевое растяжение ПКМ в процессе одноосного нор-
мального межслоевого циклического растяжения;  – остаточная прочность
при межслоевом сдвиге (в плоскости x–z) ПКМ в процессе усталостного нагружения
межслоевым сдвигом;  – остаточная прочность при межслоевом сдвиге (в
плоскости y–z) ПКМ в процессе усталостного нагружения межслоевым сдвигом;

 – остаточная жесткость при межслоевом сдвиге (в плоскости x–z) ПКМ в
процессе усталостного нагружения межслоевым сдвигом;  – число циклов усталост-
ного нагружения; R – коэффициент асимметрии циклического нагружения;  – угол
сдвига фазы;  – критерий усталостного разрушения (разрушение наступает, когда

).
Критерий предполагает, что слоистый пластик будет расслаиваться в направлении

нормальных межслоевых напряжений растяжения .
Сравнение основных особенностей критерия (5) и предлагаемой модели для рас-

сматриваемого расчетного случая представлено в табл. 4.
По результатам анализа данных (табл. 4), можно сделать основные выводы: 1) пред-

лагаемая модель и критерий (5) для рассматриваемого расчетного случая в качестве
напряжений, определяющих усталостную долговечность слоистого ПКМ, используют
практически одинаковые типы напряжений, это, прежде всего, напряжения ; ;

; 2) предлагаемая модель и критерий (5) для рассматриваемого расчетного случая
“предсказывают” одинаковую ожидаемую моду усталостного разрушения – расслое-
ние матрицы от нормальных межслоевых напряжений растяжения ; 3) следует отме-
тить значительную сложность и трудоемкость подготовки исходных данных для кри-
терия (5): при использовании этого критерия для рассматриваемого расчетного случая
необходимо предварительно определить остаточные прочности ,  и  и остаточ-

+

 τ + δτ 
 τσ τ   + + =    σ ττ   

 + δ τ τ 
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ную жесткость  рассматриваемого ПКМ. Очевидно, что получить такие значения
значительно сложнее, чем значения долговечностей , , , ; 4) при исполь-
зовании предлагаемой модели полученное расчетное значение усталостной долговеч-
ности  = 201300 циклов при сложном НДС практически совпало со значением
усталостной долговечности рассматриваемого ПКМ при одноосном нагружении на-
пряжениями :  = 201500 циклов. Однако этот факт нельзя считать недостатком
предлагаемой модели. Он свидетельствует лишь о значительном “превалировании”
напряжений  над всеми другими напряжениями в рассматриваемом расчетном слу-
чае; 5) в рассматриваемом расчетном случае можно констатировать соотношение ко-

эффициентов b и c уравнения (4а): . В этом случае уравнение 

фактически можно привести к линейному уравнению  – 1 = 0. Подобный вид
уравнения (4а) характерен только для рассматриваемого расчетного случая и не может
быть рекомендован для других случаев сложного НДС углепластиков.

Заключение. В качестве определенной альтернативы известным критериям разру-
шения слоистых ПКМ, представленным в работах [1–9], предложена феноменологи-
ческая модель накопления усталостного повреждения, с использованием тензорной
меры накопленного повреждения от циклических напряжений различного типа в сло-
истых углепластиках, работающих в условиях сложного НДС и приведен пример рас-
чета усталостной долговечности с использованием предложенной модели. Предло-
женная модель отличается от критериев разрушения, представленных в работах [1–9],
прежде всего своей универсальностью – с использованием тензорной меры накоплен-
ного повреждения модель позволяет оценить усталостную долговечность слоистых уг-
лепластиков при различных типах сложного НДС.
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