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В статье рассмотрены колебания модели вибрационной щековой дробилки, возбуж-
даемые двумя самосинхронизирующимися дебалансными вибровозбудителями, при
учете взаимодействия с обрабатываемой средой. Установлено, что области частот
устойчивой противофазной синхронизации вращения вибровозбудителей, требуе-
мой для нормальной работы дробилки, существенно зависят от зазора между щекой
и элементом среды, причем уменьшение исходного зазора приводит к расширению
области частот устойчивой противофазной синхронизации вибровозбудителей. При
отсутствии исходного зазора и возникновении давления среды на щеки в зарезо-
нансной области частот возможно появление области устойчивости синхронно-син-
фазного вращения вибровозбудителей. Показано, что при неизменной частоте воз-
буждения колебаний изменение исходного зазора между щеками и обрабатываемой
средой может приводить к изменению типа синхронизации вращения вибровозбу-
дителей и соответственно колебаний щек.
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Одной из проблем создания вибрационных щековых дробилок (ВЩД) с самосин-
хронизирующимися дебалансными возбудителями колебаний является обеспечение
требуемого синхронного режима колебаний щек и соответственно типа синхрониза-
ции вращения вибровозбудителей. Несмотря на значительные успехи в применении
теории синхронизации динамических систем при разработке ВЩД, в практике их
эксплуатации регулярно наблюдаются непрогнозируемые смены синхронного проти-
вофазного движения щек на синхронное синфазное, при котором эффективность
дробления существенно снижается или дробление практически не происходит.

Анализу динамики ВЩД и методам их проектирования посвящено множество ра-
бот. Общим вопросам и теории самосинхронизации дебалансных вибровозбудителей
в колебательных системах посвящены работы [1–3]. В работе [4] представлен подроб-
ный обзор конструктивных схем щековых дробилок, а так же основные методы анали-
за динамики и расчета конструктивных параметров дробилок с двумя качающимися
щеками. Вопросы динамики ВЩД с нежестким закреплением вибровозбудителей на
щеках без учета взаимодействия с обрабатываемой средой рассматривались в работе
[5]. Отметим, что известные математические модели, применяемые для анализа дина-
мики таких дробилок, включают ряд допущений о характере их движения и взаимо-
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действии их элементов с обрабатываемой средой, которые с одной стороны суще-
ственно упрощают процесс анализа, а с другой – могут приводить к потере описания
некоторых практически важных эффектов [1, 3, 6, 7]. Например, в [8–10] при анализе
динамики дробилки с двумя подвижными щеками предполагается, что взаимодей-
ствие щек с обрабатываемой средой происходит одновременно с обеими щеками и
учитывается в виде линейной вязкости. При этих допущениях не учитывается вибро-
ударный характер взаимодействия щек со средой, приводящий к необходимости рас-
смотрения существенно-нелинейной колебательной системы. Некоторые вопросы са-
мосинхронизации колебаний ВЩД при учете обрабатываемой среды рассмотрены в
работах [3, 11, 12]. В работе [12] проведен анализ взаимодействия обрабатываемой сре-
ды со щеками дробилки с прямолинейным движением щек в предположении о задан-
ном законе их движения. В работе [13] описана многомассовая инерционная реологи-
ческая модель обрабатываемой среды, учитывающая ее деформации и перемещения в
плоскости колебаний щек, а также ее взаимодействие со щеками как в направлении
нормали их поверхности, так и по касательной. При расчете динамики щековой дро-
билки с использованием этой модели авторы рассматривают только симметричные
условия контакта щек с обрабатываемой средой. Применение этой модели на практи-
ке затруднено необходимостью определения значительного количества параметров.

При практических расчетах часто ограничиваются рассмотрением колебаний вдали
от резонансных частот, вблизи которых обычно расположены границы частотных
диапазонов устойчивости требуемых синхронных режимов колебаний дробилки [4, 5, 10].
Резонансные частоты и указанные границы устойчивости определяются как кон-
структивными параметрами дробилки, так и свойствами обрабатываемого материала
и характером его движения в рабочей зоне дробилки. При этом нелинейность сил вза-
имодействия рабочих органов дробилки с обрабатываемой средой может приводить к
значительному изменению динамических свойств дробилки [6, 14]. Кроме того, зада-
ча обеспечения постоянства свойств обрабатываемого материала в рабочей камере
дробилки оказывается трудно разрешимой. В связи с этим на практике оказывает-
ся затруднительным обеспечить возбуждение колебаний дробилки на достаточном
удалении от границ устойчивости, что может приводить к смене режимов ее коле-
баний. Таким образом, вопросы учета взаимодействия рабочих органов с обраба-
тываемым материалом и его влияния на динамику дробилок приобретают особое
значение при разработке ВЩД с самосинхронизирующимися дебалансными воз-
будителями колебаний.

В настоящей статье рассматривается модель ВЩД с двумя подвижными щеками,
совершающими прямолинейные колебания, возбуждаемые самосинхронизирующи-
мися дебалансными вибровозбудителями, установленными на щеках. С целью выяв-
ления возможного влияния свойств обрабатываемой среды на синхронизацию враще-
ния вибровозбудителей и колебаний щек дробилки проводится анализ динамики ее
модели с учетом прерывистого взаимодействия щек с обрабатываемой средой.

Математическая модель и методы моделирования. Расчетная схема модели дробилки
с поступательными колебаниями щек представлена на рис. 1. Модель состоит из жест-
кой рамы, моделируемой твердым телом массой m1, и двух подвижных щек, моделиру-
емых твердыми телами с одинаковой массой m2. Рама закреплена относительно непо-
движного основания с помощью линейной пружины с коэффициентами жесткости и
вязкости соответственно c1 и b1. Левая и правая щеки упруго закреплены относи-
тельно рамы с помощью одинаковых линейных пружин с коэффициентами жестко-
сти и вязкости соответственно c и b. Перемещения каждого из тел описываются пе-
ремещениями x1, x2, x3 их центров масс вдоль горизонтальной оси Ox относительно
положений равновесия. Взаимодействие щек с обрабатываемой средой моделируется
линейной пружиной с коэффициентами жесткости и вязкости соответственно c2 и b2,
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Рис. 1. Расчетная схема.
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При этом величина Δ характеризует степень наполненности рабочей камеры дробил-
ки обрабатываемой средой. Уменьшение величины Δ соответствует увеличению на-
полненности объема рабочей камеры дробилки. Значения Δ < 0 соответствуют воз-
никновению давления среды на щеки. Таким образом, взаимодействие щек с обраба-
тываемой средой описывается кусочно-линейной функцией вида
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каждого двигателя описывается его статической характеристикой [6], который с
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функцией Li (i = 1, 2 – номер дебаланса). Положения дисбалансов описываются угла-
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Вводя замену переменных , ( j = 1, 2, 3), где uij – элементы матрицы

, составленной из собственных векторов для порождающей системы

первых трех уравнений (2), получим систему уравнений движения относительно но-
вых (главных) координат qi

(3)

где ,  – соответствующие элементы матрицы масс M* и демпфирования B*, опре-

деляемые выражениями: , ; pj – собственные частоты, и

Выбирая масштаб времени  и масштаб перемещений , и вводя
безразмерное время  и координаты , приведем систему (3) к безраз-
мерному виду

(4)

где

точками обозначено дифференцирование по безразмерному времени t.
Система (4) полностью эквивалентна системе (2) однако более удобна для анализа,

т.к. существенно-нелинейная функция Φ** содержится только в одном уравнении.
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В рамках рассматриваемой постановки задачи будем искать решения системы соот-
ветствующие установившимся одночастотным близким к 2π периодическим по ωt ре-
жимам колебаний дробилки при синхронном практически равномерном вращении
вибровозбудителей, поскольку именно такие режимы представляют наибольший
практический интерес. Решение поставленной задачи получим методами прямого
разделения движения и гармонической линеаризации [6, 15, 16]. Учитывая несиммет-
ричную характеристику нелинейности во втором уравнении системы (4), приближен-
ные решения, описывающие колебания тел, будем искать в форме

где  – смещение центра колебаний, обусловленное несимметричностью функции
Φ**, зависящее от . Решения, описывающие вращение вибровозбудителей, будем
искать в форме ,  , где ω0i –
медленная компонента, такая, что , а  – быстрая компонента с нулевым
средним за период по ωt, σi = 1 при вращении дебаланса в положительном направле-
нии измерения угла ϕ и σi = –1 при вращении в обратном направлении.

Для дальнейшего построения решения выполним гармоническую линеаризацию
Φ**, ограничиваясь учетом в решении  только первой гармоники. Учет более высо-
ких гармоник не вызывает принципиальных затруднений, однако как отмечено в [15]
основная качественная информация о свойствах сильно нелинейных систем отража-
ется первой гармоникой колебаний. С учетом предполагаемого характера решений
линеаризованное выражение для Φ** примет вид
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Линеаризуем так же моментные характеристики двигателей  вблизи парци-
альной частоты вращения вибровозбудителей  (т.е. частоты вращения при
установке вибровозбудителя на неподвижном основании), полагая ее близкой к рабо-
чей частоте

где hi – крутизна моментной характеристики электродвигателя i-го вибровозбудителя.
Подставляя полученные выражения в (4), и применяя метод прямого разделения

движений, получим систему уравнений в виде

(5)

где ; ;  =  –  +  –

– ;  = ;   – обозначен оператор усреднения за период по

ωt. Величина  определяется выражением , а .
Полученная система уравнений включает уравнения, описывающие быстрые дви-

жения – первые пять уравнений (5), и уравнения для медленных движений – послед-
ние два уравнения (5). В разыскиваемых установившихся синхронных режимах дви-
жения системы величины  и  можно считать малыми, и их можно представить в
виде , где  – малый параметр. Разыскивая решения (5) в виде рядов по сте-
пеням , после подстановки их в (5) и выполнения преобразований, получим систему
уравнений для определения решений в первом приближении в виде

(6)
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Стационарным решениям (6) соответствуют значения частот  =  =  =  = 0,
и фаз . При этом вращение вибровозбудителей определяется выражением

,  и соответствует равномерному вращению с постоянной ча-
стотой ω, которая определяется из дальнейшего решения (6). Рассматривая частоту ω
в качестве параметра и подставляя выражения для  в первые три уравнения (6) опре-
деляем решения 

(7)

где ; ; ;  = ;  =

= ;  + ; ;  +  –

– ; ;  + ; .
Далее для определенности будем считать, что приводные электродвигатели вибро-

возбудителей обладают одинаковыми моментными характеристиками (данное усло-
вие обычно выполняется на практике за счет соответствующего подбора электродви-
гателей). Следовательно, , ,  =  =
= , где в соответствии с выбранными направлениями вращений (рис. 1) σ1 = 1,
σ2 = 1. Тогда, подставляя найденные решения для быстрых движений (7) в последние
два уравнения (6) и выполняя усреднение по ωt, получим систему из двух уравнений
для определения частоты ω и взаимной фазы вращения вибровозбудителей α = α2 – α1

(8)

где , , .
Вычитая из первого уравнения системы (8) второе уравнение получим уравнение

которое имеет два различных решения: α = 0 соответствующее синхронному синфаз-
ному вращению вибровозбудителей, и α = π – соответствующее их синхронному про-
тивофазному вращению.

Складывая оба уравнения системы (8) получим уравнение

выражающее баланс подводимой и рассеиваемой мощностей в системе, из которого
определяется частота  синхронного вращения вибровозбудителей.

Анализ устойчивости найденных решений проводится известными методами тео-
рии устойчивости [6, 16, 17] на основе анализа корней характеристического уравнения
для системы уравнений в вариациях. Для этого в первую очередь определяются асимп-
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тотически устойчивые решения для системы уравнений, описывающих быстрые дви-
жения. Далее для выбранных устойчивых решений быстрых движений выполняется
проверка на устойчивость по уравнениям в вариациях для медленных движений, ко-
торые имеют вид

Уравнения в вариациях для быстрых движений в настоящей статье не приводятся
ввиду громоздкости их выражений вследствие высокого порядка системы. Их получе-
ние не вызывает принципиальных затруднений, а анализ характеристических показа-
телей выполняется численно.

Анализ устойчивости решений существенно упрощается при рассмотрении колеба-
ний вдали от резонанса [1, 14]. В этом случае устойчивость решений определяется
корнем χ уравнения

Решения устойчивы при χ < 0, и, следовательно, критерий устойчивости можно запи-

сать в виде .
Результаты моделирования. Для выявления влияния взаимодействия щек с обраба-

тываемой средой на синхронные режимы вращения вибровозбудителей и колебаний
щек рассматривались колебания модели дробилки при различной степени наполнен-
ности ее рабочей камеры, характеризуемой величиной исходного зазора Δ*. Расчеты
проводились при варьировании значений исходного зазора в диапазоне Δ* = [–10, 20].
В результате расчетов были получены амплитудно-частотные характеристики систе-
мы (АЧХ) и определены области частот с устойчивыми синхронными синфазным и
противофазным вращениями вибровозбудителей и колебаниями щек (в дальнейшем
говоря о синхронном противофазном или синфазном вращении вибровозбудителей
будем подразумевать и соответствующие синхронные колебания щек). Полученные
результаты сравнивались с аналогичными характеристиками для модели дробилки, в
которой не учитывается прерывистое взаимодействие щек с обрабатываемой средой
(подобные модели обычно применяются при практических расчетах ВЩД). Послед-
няя модель формально была получена из исходной при выборе величины зазора Δ* за-
ведомо в несколько раз большей, чем максимальная величина амплитуды колебаний
A21 в исследуемом диапазоне частот ω. Расчеты проводились при следующих значени-
ях параметров системы: ; ; ; ; ; ;

; ; ; ; ; .
На рис. 2 представлены АЧХ для каждой из координат  системы для модели дро-

билки, в которой не учитывается прерывистое взаимодействие щек с обрабатываемой
средой. Номера линий на графиках соответствуют номерам координат. Представлен-
ные АЧХ координат  и  соответствуют случаю α = 0 (при котором, в соответствии
со структурой уравнений (7),  во всей частотной области), а АЧХ координаты 
соответствует случаю α = π (при котором во всей частотной области ). Жир-
ными точками на кривых 1 и 3 отмечены участки характеристик, соответствующие
устойчивым режимам с синхронным синфазным вращением вибровозбудителей (α = 0), а
на кривой 2 – соответствующие устойчивым режимам с синхронным противофазным
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Рис. 2. АЧХ модели дробилки не учитывающей прерывистое взаимодействие между щеками и обрабатывае-

мой средой: 1 – для координаты  при α = 0; 2 – для координаты  при α = π; 3 – для координаты  при
α = 0.
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вращением вибровозбудителей (α = π). Видно, что при возбуждении колебаний в об-
ластях частот между первой и второй резонансными частотами системы и за третьей
резонансной частотой, т.е. при  ∈  ∪ , , , реализуются
синхронные режимы с устойчивым противофазным вращением вибровозбудителей.
В остальных областях частот устойчивыми являются режимы с синхронным синфаз-
ным вращением вибровозбудителей.

На рис. 3–5 представлены АЧХ для каждой из координат  системы для модели
дробилки учитывающей прерывистое взаимодействие щек с обрабатываемой средой,
полученные при значениях зазора  = {20; 5; 0; –5; –10} соответственно. Принятые
на этих рисунках обозначения аналогичны обозначениям на рис. 2. Видно, что АЧХ
первой и третьей координат системы, а, следовательно, первая и третья резонансные
частоты, в первом приближении не зависят от Δ* (как и следовало ожидать исходя из
вида уравнений (7)). АЧХ координаты  и области частот устойчивой противофазной
синхронизации вращения вибровозбудителей оказываются существенно зависящими
от Δ*.

При Δ* > 0 (рис. 3) АЧХ модели соответствует системе с жесткой характеристикой
нелинейности. При этом наблюдается расширение области частот устойчивой проти-
вофазной синхронизации вращения вибровозбудителей за счет увеличения второй ре-
зонансной частоты. Отметим, что рабочим режимам дробилки соответствует лишь об-
ласть частот , в которой происходит взаимодействие щек с обрабатывае-
мой средой. С уменьшением Δ* область частот устойчивой противофазной
синхронизации расширяется. В области частот  ∩  могут реализо-
вываться как устойчивые синхронно-синфазные режимы колебаний так и устойчивые
синхронно-противофазные режимы колебаний.

При Δ* = 0 (рис. 4) система становится изохронной с увеличенной (по отношению к
системе, не учитывающей прерывистое взаимодействие щек со средой) приблизи-
тельно в  раз второй резонансной частотой. В этом случае колебания системы про-
исходят при прерывистом взаимодействии щек со средой при любой ненулевой ам-
плитуде колебаний координаты . При этом область частот устойчивой противофаз-
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Рис. 3. АЧХ модели дробилки: (а) – при Δ* = 20, (б) – при Δ* = 5; 1 – для координаты  при α = 0; 2 – для

координаты  при α = π; 3 – для координаты  при α = 0.
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ной синхронизации вращения вибровозбудителей состоит из трех участков
 ∪  ∪ . Важно отметить, что в этом случае в области частот

 появляется область частот  с устойчивыми синхронно-синфаз-
ными режимами вращения вибровозбудителей, при которых не возбуждаются встреч-
ные колебания щек, необходимые для нормальной работы дробилки.

При Δ* < 0 (рис. 5) АЧХ модели соответствует системе с мягкой характеристикой
нелинейности.

Область частот устойчивой противофазной синхронизации вибровозбудителей со-
стоит из трех диапазонов  ∪  ∪ . При этом в диапазоне частот

 ∪ , возбуждаемые противофазные колебания щек происходят без
отрыва от обрабатываемой среды, что является малоэффективным для ее дробления.
При  возбуждаемые противофазные колебания щек соответствуют требуемому
виброударному режиму их взаимодействия со средой. В области частот  по-
является область частот  с устойчивыми синхронно-синфазными режима-
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∈ ∞3*ω ( , )p

∈ 2 4* *ω (ω ,ω )



58 ШОХИН

Рис. 4. АЧХ модели дробилки при Δ* = 0: 1 – для координаты  при α = 0; 2 – для координаты  при α = π;

3 – для координаты  при α = 0.
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Рис. 5. АЧХ модели дробилки: (а) – при Δ* = – 5; (б) – при Δ* = –10; 1 – для координаты  при α = 0; 2 –

для координаты  при α = π; 3 – для координаты  при α = 0.
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ми вращения вибровозбудителей. При уменьшении Δ* (т.е. при увеличении давления
среды на щеки) наблюдается увеличение граничных частот  и , что означает уве-
личение нижней граничной частоты области рабочих частот дробилки.

Заключение. Представленная модель ВЩД в виде трехмассовой колебательной си-
стемы с самосинхронизирующимися дебалансными вибровозбудителями и нелиней-
ным упруго-вязким элементом между щеками позволяет учесть прерывистый харак-
тер взаимодействия щек с обрабатываемым материалом, и проанализировать его вли-
яние на синхронные режимы колебаний дробилки. В результате выполненного
анализа динамики модели установлено, что области частот устойчивой противофаз-
ной синхронизации вращения вибровозбудителей, требуемой для нормальной работы
дробилки, существенно зависят от зазора Δ* между щекой и элементом среды. Первая
и третья резонансные частоты системы, оказались не зависящими от величины Δ*.
Наиболее чувствительной к величине Δ* оказалась вторая резонансная частота. При
значениях Δ* > 0, уменьшение Δ* (т.е. увеличение наполненности объема рабочей ка-
меры дробилки) приводит к расширению области частот устойчивой противофазной
синхронизации вибровозбудителей за счет увеличения второй резонансной частоты
колебаний щек. При отсутствии исходного зазора и возникновении давления среды
на щеки, в зарезонансной области частот (за третьим резонансом) возможно появле-
ние области частот устойчивой синфазной синхронизации вращения вибровозбудите-
лей, которая при наличии зазора обычно является областью частот устойчивости син-
хронного противофазного вращения вибровозбудителей. Таким образом, при неиз-
менной частоте возбуждения колебаний изменение исходного зазора между щеками и
обрабатываемой средой может приводить к изменению типа синхронизации враще-
ния вибровозбудителей и соответственно колебаний щек. Представленные результаты
показывают, что при разработке ВЩД с самосинхронизирующимися вибровозбудите-
лями следует применять модели, учитывающие упруго-диссипативные свойства обра-
батываемой среды и прерывистый характер ее взаимодействия со щеками.
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