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В статье исследуется напряженное состояние типа “погранслой” конической обо-
лочки на основе уточненной теории. Искомые перемещения оболочки аппроксими-
руются полиномами по нормальной к срединной поверхности координате на две
степени выше по отношению к классической теории. На основании уравнений трех-
мерной теории упругости и вариационного принципа Лагранжа получена система
дифференциальных уравнений равновесия в перемещениях с переменными коэф-
фициентами. Решение сформулированной краевой задачи осуществляется примене-
нием методов конечных разностей и матричной прогонки. Результаты можно ис-
пользовать при оценке прочности и долговечности оболочечных конструкций.
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В настоящее время конические оболочки широко применяются в самолетострое-
нии, ракетостроении, судостроении, автомобилестроении и строительстве. Инженер-
ные расчеты конических оболочек базируются на классической теории типа Кирхго-
фа–Лява. Принятые в этой теории гипотезы не позволяют учитывать поперечные де-
формации, что приводит к погрешностям при определении напряженного состояния
пластин и оболочек, особенно в зонах вблизи соединений, локального нагружения, а
также быстро изменяющихся нагрузок.

При построении приближенной теории оболочек, свободной от гипотез Кирхго-
фа–Лява, получил распространение метод прямого асимптотического интегрирова-
ния дифференциальных уравнений трехмерной теории упругости. Задача определе-
ния напряженно-деформированного состояния (НДС) пластинок и оболочек своди-
лась к построению трех НДС, соответствующих в первом приближении внутреннему
НДС, определяемому по классической теории, и двум дополнительным состояниям
типа “погранслой” [2]. Имеется библиография работ по асимптотическому интегри-
рованию уравнений теории упругости для тонкостенных систем [1]. В работе [3] с по-
мощью вариационно-асимптотического метода и специально построенной аппрокси-
мирующей полиномиальной функции была решена задача о дополнительном по отно-
шению к классической теории НДС вблизи защемленного края для пластин.

С помощью модифицированного полуобратного метода Сен-Венана Е.М. Зверяе-
вым [6–8] получено приближенное решение пространственной задачи теории упруго-
сти. Построены двумерные разрешающие уравнения для определения основого НДС,
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Рис. 1. Коническая оболочка.
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совпадающие с уравнениями равновесия классической теории, а также дополнитель-
ные уравнения для расчета НДС типа “погранслой”, учитывающие сдвиговые поправки.

Другой подход к построению уточненной теории основан на аппроксимации иско-
мых перемещений оболочки полиномами по нормальной к срединной поверхности
координате [4]. В рамках этого подхода в работе [5] построена уточненная теория рас-
чета НДС для цилиндрических оболочек, согласно которой имеют место значитель-
ные дополнительные локальные напряжения.

В настоящей статье в рамках подхода, представленного в [4, 5] исследуется НДС ко-
нической оболочки под действием осесиметричной нагрузки. Искомые перемещения
разлагаются по нормальной к срединой плоскости оболочки координате в полиномы
на две степени выше, чем в классической теории типа Кирхгофа–Лява.

Основные уравнения конической оболочки. Рассматривается коническая оболочка
постоянной толщины 2h из изотропного материала, отнесенная к системе координат

, ,  (рис. 1). Коэффициенты Ламе определяются формулами

где ,  и ,  обозначают коэффициенты первой квадратичной формы и главные
кривизны оболочки. Для данной системы координат имеем

Считаем, что на боковой и торцевых поверхностях оболочки заданы следующие
граничные условия:
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Представим искомые упругие перемещения в виде

(1)

Подставляя разложения (1) в геометрические уравнения трехмерной теории упру-
гости, получим выражения для деформаций оболочки

(2)

Уравнения равновесия для конической оболочки находим из условия минимума
энергетического функционала Лагранжа
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Здесь используются следующие обозначения обобщенных усилий

(5)

Из физических уравнений на основании разложений (1) находим напряжения, под-
ставляя которые последовательно в (5) и (4) и преобразуя полученные уравнения с
учетом соотношений (2), имеем следующую систему дифференциальных уравнений
равновесия в перемещениях

(6)
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Здесь  представляют собой переменные коэффициенты, зависящие от геометри-
ческих параметров, упругих постоянных материала оболочки и координаты , а ,

,  – коэффициенты разложений искомых перемещений в выражениях (1).
Расчет конической оболочки под действием осесимметричной нагрузки. В этом случае

все компоненты НДС оболочки не зависят от угла  и перемещения в окружном на-
правлении ,  обращаются в нуль. Тогда система дифференциальных уравне-
ний в перемещениях (6) принимает вид

(7)

Граничные условия на жестко защемленных краях оболочки представляются в форме

(8)

Система уравнений (7) решается конечно-разностным методом. Производные 1-го
и 2-го порядков аппроксимируются центральными разностями второго порядка точ-
ности

На основании системы (7) с учетом граничных условий (8) получим следующую ко-
нечно-разностную систему
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Ki
x mu

vk nw

ϕ
vk = 0,3k

( )
( ) + −

= =

+ −

= =

 + + + + = = 
 

 + + + + = − 
 

=

 

  33 33

3 22

0 1 11 0 12
0 0

3 2 2

0 1 0 1 11 33 332
0 0

0, 1,4;

,

9,11.

m m m n n

m m n n n

u u u w w
m n

m n

u u w w w q q
m n

m n

d d dKi Ki Ki u Ki Ki w i
dx dxdx

d d dKi Ki u Ki Ki Ki w Ki q Ki q
dx dx dx

i

= = = = = =1 20, ( 0,3); 0 п, р( 0,2) , .иm nu m w n x x x x

+ − + −− − +
= =

2
1 1 1 1

2 2

2
; .

2
j j j j j j jdy y y d y y y y

dx s dx s

− +

=

      −− + + + + +      
      


3

1 111 1 11 11 1
02 2 2

0

2
2 2

m m m m m
m

u u u u u
j u j j

m m m
m

Ki Ki Ki Ki Kiu Ki u u
s ss s s

− +

=

 −+ + + = 
 


2

1 11 1
0

0
0,

2 2

n n
n

w w
j w j j

n n n
n

Ki Kiw Ki w w
s s

= 1,4;i

− +

=

− +

=

 − + + + 
 

      −+ − + + + + =      
      





3
1 11 1

0
0

2
1 111 1 11 11 1

02 2 2
0

2 2

2
2 2

m m
m

n n n n n
n

u u
j u j j

m m m
m

w w w w w
j w j j

n n n
n

Ki Kiu Ki u u
s s

Ki Ki Ki Ki Kiw Ki w w
s ss s s

+ −+ −= −33 33
33 33;q qKi q Ki q

= = −9,11; 1, 1;i j N

= = = = = =0 0 0; 0,3; 0,2,N N
m m n nu u w w m n



69НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ В КРАЕВОЙ ЗОНЕ

Рис. 2. Изменение  по толщине на краю .
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Рис. 3. Изменение  по толщине на краю .
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Поперечные напряжения получаются непосредственным интегрированием уравне-
ний равновесия трехмерной теории упругости

Пример расчета. В качестве примера расчета рассматривается коническая оболочка,
жестко защемленная на двух краях, со следующими параметрами: угол конусности

, начало и конец оболочки вдоль оси  м,  м, полутолщина оболочки

 см, коэффициент Пуассона , модуль Юнга  МПа. Оболочка
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Рис. 4. Изменение  в краевой зоне.
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Рис. 5. Изменение  в краевой зоне.
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σ33
находится под действием нагрузки, равномерно распределенной на внутренней по-
верхности. Графики рис. 2–5 иллюстрируют изменения нормальных и касательных
напряжений в краевой зоне оболочки. Отметим, что аббревиатура “кл” соответствует
результатам расчета по классической теории.

Анализируя графики на рис. 2–5 можно установить, что напряжения в зоне жестко
защемленного края существенно уточняются: максимальное нормальное напряжение

 – на 35% (рис. 2, 4) и  – 36% (рис. 3). Максимальное поперечное нормальное
напряжение  составляет 42.5% от основного изгибного напряжения  (рис. 5).

Выводы. На основе трехмерных уравнений теории упругости с помощью вариаци-
онного принципа Лагранжа построены дифференциальные уравнения равновесия ко-

σ11 σ22

σ33 σ11
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нических оболочек в перемещениях, позволяющие учитывать поперечный сдвиг обо-
лочки.

Приведены результаты расчета напряженного состояния типа “погранслой” по
уточненной теории конической оболочки под действием осесимметричной нагрузки
и дано их сравнение с данными классической теории. Установлено, что в зоне жестко
защемленного края оболочки нормальные тангенциальные напряжения существенно
уточняются.

Поперечные нормальные, которыми в классической теории пренебрегают, в крае-
вой зоне оказываются одного порядка с максимальными значениями напряжений, со-
ответствующих классической теории. Такие высокие уровни дополнительных напря-
жений необходимо учитывать при оценке прочности и долговечности элементов кон-
струкций в объектах машиностроения, в том числе авиационной и ракетной техники.
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