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Во многих современных технических устройствах и технологических процессах при
определенных условиях могут возникать различные виды смешанных колебаний
(“смесь” или взаимодействие двух и более типов колебаний). Функционирование
этих систем поддерживается источниками энергии, имеющими ограниченную мощ-
ность. Вопросы энергии и ее потребления связаны не только с поддержанием работы
различных технических систем. Они имеют прямое отношение к проблемам эколо-
гии, которые остро стоят в настоящее время перед человечеством. Уменьшение по-
требления энергии даже на несколько процентов может внести немалый вклад в эко-
логическую обстановку на планете. В этом контексте выходит на переднюю позицию
с большей значимостью, чем ранее, фундаментальная теория колебательных систем с
источниками энергии ограниченной мощности, созданная В.О. Кононенко [1, 2].
Он систематически изучил и обосновал эффект Зоммерфельда, обнаруженный в ходе
экспериментов в 1902 г. В связи с экологическими проблемами приведем из [3] следу-
ющее: “Деятельность цивилизации привела к тому, что Земля (геосфера, атмосфера,
аквасфера, биосфера) пропитана огромным количеством отходов (промышленными,
бытовыми, химическими). Однако нельзя забывать, что любым многоэлементным об-
разованиям материи, в том числе экологии Земли, свойственен предел, при достиже-
нии которого наступают необратимые изменения [4]. Проблемы экологии (атмосфер-
ные, парниковый эффект, разрушение озонового слоя, водные, биологические, гло-
бальное потепление) затрагивают всю природу на Земле и приняли глобальные
масштабы. Это со временем может привести к катастрофическим последствиям, как
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для человека, так и для всего остального живого мира…”. Грамотное использование
теории колебательных систем с источниками энергии ограниченной мощности и раз-
работка на ее основе математических моделей различных систем, позволяет рассчи-
тать и подобрать на стадии проектирования машин, механизмов и т.д. источник энер-
гии так, чтобы обеспечить их работу минимальным потреблением энергоресурсов и
уровнем нежелательных колебательных процессов [3].

В устройствах различного рода широко распространены запаздывание, которое [5]
в механических системах обуславливается внутренним трением в материалах, несовер-
шенством их упругих свойств и др. Как отмечено в работе [6], “звенья с чистым запаз-
дыванием часто встречаются в различных технологических процессах, когда материал
перемещается из одной точки в другую с помощью ленточных транспортеров; в систе-
мах регулирования толщины листа при прокатке; в системах магнитной записи и вос-
произведения и т. д.”. Под действием запаздывания возникают различные колебатель-
ные процессы (полезные/вредные). Имеется достаточно большое число работ [7‒12],
посвященных изучению колебаний в различных системах с запаздыванием. Однако ча-
ще взаимодействие колебательной системы и источника энергии не учитывается.

Одной из основных проблем нелинейной динамики систем является большая за-
трата труда для анализа осцилляторных сетей, играющая важную роль в физике, элек-
тронике, нейронных сетях, химии и др. [13–16]. Аналитическое исследование нели-
нейных колебательных систем проводится с помощью трудоемких приближенных ме-
тодов нелинейной механики [7, 17–21]. От них существенно отличаются методы
прямой линеаризации, обладающие на несколько порядков меньшей трудоемкостью
и достаточно простые для применения [22–25]. Эти особенности метода весьма суще-
ственны при расчете технических устройств на стадии их проектирования. С приме-
нением методов прямой линеаризации рассмотрим автоколебательную систему с не-
идеальным источником энергии, параметрическим возбуждением, запаздыванием в
силах упругости и трения. Целью статьи является изучение на основе методов прямой
линеаризации совместного влияния различных запаздываний на динамику автопара-
метрических колебаний при неидеальном источнике энергии.

1. В основу положим широко используемую динамическую модель автоколебатель-
ной системы [1, 2, 21, 26–28]. Нелинейные дифференциальные уравнения движения
системы с учетом параметрического возбуждения представим в виде

(1)

где  – коэффициент демпфирования; ;  – параметриче-
ское возбуждение; ;  – вызывающая автоколебания нелинейная сила
трения; ;  – радиус точки приложения силы трения ;  –
скорость вращения двигателя; I – суммарный момент инерции вращающихся частей;

 – разность вращающего момента источника энергии и момента сил сопротивле-
ния вращению.

Характеристика силы трения на практике широко распространена в форме

(2)

где R – нормальная сила реакции;  и  – положительные постоянные; 
при  и  при .

Характеристика (2) наблюдалась также в условиях космического эксперимента [29].
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Нелинейную функцию , используя метод прямой линеаризации [22, 23], мож-
но заменить линейной функцией

(3)

где ,  являются коэффициентами линеаризации, которые определяются выраже-
ниями

Отметим, что в выражениях  и  символ r является параметром точности лине-
аризации. Независимо от его величины имеют место  для n = 0 и  для n = 1.
Интервал выбора этого параметра не ограничен [22, 23], но достаточен выбор в преде-
лах (0–2).

Представим силу трения  зависящей от запаздывания Δ, т.е. в форме , в
которой , . Примем, что сила упругости также зависит от за-
паздывания, учитываемого посредством слагаемого , , τ – временной
фактор запаздывания, . Тогда уравнения (1) в связи с (3) примут вид

(4)

2. Решение (4) можно выполнить с помощью метода замены переменных с усреднени-
ем [22] и описанной в [25] процедуры для колебательных систем с ограниченным воз-
буждением. Метод позволяет рассмотреть нестационарные и стационарные процессы.
В этом методе для нелинейного уравнения с линеаризованными нелинейными функ-
циями на основе формы решения

(5)

выведены стандартной формы уравнения для определения нестационарных значений 
и ξ.
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= , , получим из (4) следующие уравнения для неста-
ционарных значений амплитуды а, фазы ξ и скорости u:
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б) 

(6б)

Здесь , , . Отметим, что при выводе (6б) ис-
пользован прием, описанный в [26].

Из (6а) при , ,  следуют уравнения для стационарных движений в
случае , откуда имеем соотношения для определения амплитуды и фазы

(7)

где , .
В случае  для амплитуды имеем приближенную формулу ap ≈ u. Заметим, что

в выражениях α0, …, α5, которые входят в , в результате усреднения осуществляется
замена  на .

Из условия  получим уравнение для определения стационарных значений ско-
рости

(8)

где

С учетом приближенного равенства ap ≈ u для амплитуды выражение нагрузки S(u)
на источник энергии упрощается в случае . Стационарные значения скорости u
можно определить точкой пересечения графиков  и S(u).
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ния в вариациях для (6) и пользуемся критериями Рауса–Гурвица. В результате имеем
условия устойчивости
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где .

В случае скоростей  коэффициенты , , ,  остаются такими же, изме-

няются (с добавлением одного слагаемого, содержащего ) следующие:

С учетом ,  при усреднении, имеем

Учитываются лишь четные степени n и соответственно , ,  при вычислении
, . А при вычислении ,  используются нечетные степени n

и соответственно , , .
4. Были проведены расчеты для получения информации о влиянии запаздывания

на динамику системы, а также сравнительной оценки результатов по методу прямой
линеаризации и асимптотического метода усреднения нелинейной механики. При
расчетах использованы характеристика трения в форме (2) и параметры:  c–1;

 кгс с см–1;  кгс см–1;  кгс см–1;  кгс с см–1;  кгс;
 с см–1;  с3 см–3,  см,  кгс с см2. Для запаздываний ис-

пользованы величины pΔ и pτ из интервала (0, 3π/2).
Зависимости амплитуды от частоты a(p) получены при u = 1.2 (рис. 1–3). На всех

кривых колебания с амплитудами устойчивы в пределах заштрихованных секторов

∂ ∂
= = Δ = Δ =

∂ ∂23 31 32 330, sin , sin , 0,
2 2

f fk kRRb b p b p b
m u m a

( )= d uQ M
du r

<u ap 13b 23b 31b 33b

−2 2 2a p u

   ∂ ∂
= − − = − +   

∂ ∂   − −   

2
0 0 0

11 0 122 2 2 2 2 2

2 2, ,
π π

f fB Br r R r R ub Q r R b
J u J aa p u a a p u

 ∂
= Δ + 

∂ − 
21 2 2 2 2 2

4cos ,
2 π

fka uRb R p
m u a p a p u

 ∂
= − − Δ − Δ + 

∂ − 

2

22 0 2 2 2 2 2
1 4cos cos .

2 π

f
f

k Rub k Rk p aR p
m a a p a p u

ϕ = Ω� = Ωu r

∂ ∂δ ∂δ ∂δ= + +
∂ ∂ ∂ ∂

2 40 2 4
2 4( ) ( ) ,fB

N ap N ap
u u u u

∂ ∂δ ∂δ∂δ= + +
∂ ∂ ∂ ∂

2 43 51
1 3 5( ) ( ) ,fk

N N ap N ap
u u u u

∂ ∂
= δ + δ = δ + δ

∂ ∂
2 2 2 2 2 2

2 2 4 4 3 3 5 52 ( 2 ), 2 ( 2 ),f fB k
ap N N a p ap N N a p

a a

δ = α α α + α + α δ = ++ + α− α α+ +α α +0 1 2 3 4 5 1
2 3 4 5 2 3

4
4

1 2 3 5, ( ),2 3 4 5u u u u u u u u u

δ = α α α + α δ = − α+ ++ + α α2 3
2 2 3 4 5

2
5 3 3 43 6 10 ,4( )10,u u u u u

δ = α + α δ = −α4 4 5 5 5,5 ,u

∂δ ∂δ= α α α + α α+ + + ++ α = − α α + α
∂ ∂

0 1
1 2 3 4 5 2 3 4 5

2 3 4 2 3, 2( ),2 3 4 5 3 6 10u u u u
u

u
u

u u

∂δ ∂δ∂δ ∂δ= α + α + α = − α + α = α =
∂ ∂ ∂ ∂

3 52 4
3 4 5 4 5 5

2), 4( , 0.3( 4 10 5 ), 5
u u

u
u

u u
u

δ0 δ2 δ4

∂ ∂fB u ∂ ∂fB a ∂ ∂fk u ∂ ∂fk a
δ1 δ3 δ5

ω =0 1
= 1m = 0.07b =1 0.05c = 0.02k = 0.5R

α =1 0.84 α =3 0.18 =0 1r = 1I



14 АЛИФОВ

Рис. 1. Амплитудно-частотные кривые при Δ = π/2: кривая 1 – τ = 0; кривая 2 – τ = π/2; кривая 3 – τ = π.
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Рис. 2. Амплитудно-частотные кривые при Δ = π: кривая 1 – τ = 0; кривая 2 – τ = π/2; кривая 3 – τ = π.
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для крутизны  характеристики источника энергии. Все кривые получе-

ны при параметре точности линеаризации r = 1.5 (  для ) и полностью совпадают с
результатами на основе асимптотического метода усреднения.

Кривые 1 на всех рисунках соответствуют отсутствию запаздывания ( , Δ = 0,
τ = 0), приведены для сравнения и  указывает амплитуду автоколебаний. Сплошная
часть кривой 1 отражает устойчивые колебания, пунктирная – неустойчивые при иде-
альном источнике энергии. В случае неидеального источника энергии реализуемость
сплошной части кривой 1 зависит от крутизны характеристики источника, а пунктир-
ная часть 1 неустойчива в любом случае.

Влияние запаздываний приводит к интересным эффектам. При Δ = π/2, Δ = 3π/2
как верхняя (устойчивая при отсутствии запаздывания в соответствии с кривой 1), так
и нижняя ветви кривых 2 оказываются неустойчивыми. Однако при Δ = π наблюдает-
ся особенность: верхняя ветвь оказывается неустойчивой при любой крутизне харак-
теристики источника энергии, вплоть до идеального, а нижняя ветвь – устойчивой в
зависимости от крутизны. Верхние и нижние ветви кривых 3 также могут оказаться
устойчивыми, что тоже зависит от крутизны характеристики источника энергии. Кри-
вые 2 и 3 при Δ = π/2 и Δ = 3π/2 ведут себя несколько аналогично тому, что получается
при нелинейной силе упругости. Для пояснения примем, что упругая сила представ-

= 0( )dQ M u r
du

nN fk

=1 0с

0a
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Рис. 3. Амплитудно-частотные кривые при Δ = 3π/2: кривая 1 – τ = 0; кривая 2 – τ = π/2; кривая 3 – τ = π.
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лена в первом уравнении (1) характеристикой . В случае  имеет
место жесткая характеристика, а при  – мягкая. Как известно, при отсутствии за-
паздываний и  амплитудные кривые наклоняются вправо, а при  – влево
[26]. Аналогичное поведение кривых 2 и 3 видно при Δ = π/2 и Δ = 3π/2, они наклоне-
ны вправо при Δ = π/2 и влево – при Δ = 3π/2. Такой эффект обусловлен влиянием за-
паздывания по трению. При наличии запаздывания по упругости и его отсутствии по
трению нет такого эффекта. Запаздывание по упругости лишь сдвигает резонансную
зону вправо или влево относительно случая его отсутствия.

5. Наличие запаздываний приводит к некоторым эффектам. При определенных
значениях запаздывания по трению амплитудно-частотные кривые наклоняются
вправо и влево соответственно как при жесткой и мягкой характеристиках нелиней-
ной силы упругости. В связи с такой аналогией кривых, обусловленных нелинейной
упругостью и запаздыванием в трении, возникает вопрос: как по форме кривых в ре-
альных устройствах определить источник колебаний (нелинейная упругость или за-
паздывание в трении). Чтобы ответить на него необходимо многостороннее изучение
устройства.
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