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Приборы навигации – незаменимая часть современных систем связи, наземных,
космических систем ориентации тел в пространстве. Основу данных приборов состав-
ляет работа чувствительных элементов – гироскопов и акселерометров. Принцип ра-
боты твердотельного волнового гироскопа (ТВГ) основан на возникновении прецес-
сии возбужденной формы изгибных колебаний резонатора при сообщении платфор-
ме, на которой установлен гироскоп, заданного углового движения. Угловая скорость
прецессии формы пропорциональна угловой скорости основания. Этот эффект носит
имя Брайана [1–3]. Как правило, чувствительный элемент ТВГ выполнен в виде полу-
сферы [4, 5]. В качестве источника возбуждения колебаний в ТВГ служит каскад элек-
тродов, на которые подаются питающие напряжения [6, 7]. Существуют различные
режимы работы гироскопа, которые характеризуются специфическими законами
управления питающим напряжением. В частности, разработаны законы управления в
форме обратных связей по состоянию резонатора, обеспечивающие минимальную из
возможных скоростей ухода гироскопа – режим обобщенного осциллятора Ван-дер-
Поля [8]. На практике распространены и более простые в части системы возбуждения
алгоритмы, например, гироскопы, работающие на периодическом гармоническом
возбуждении. Вследствие периодичности возбуждающей силы в системах данного ти-
па наблюдается эффект параметрического резонанса [1–4], заключающийся в образо-
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Рис. 1. Локальная система координат оболочки.
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вании зон раскачки колебаний, зависящих от геометрических и физических парамет-
ров системы.

В работе [7] рассматриваются методы компенсации дрейфов стоячей волны полу-
сферического резонатора ТВГ вследствие неравномерности расстояния между элек-
тродами и резонатором. Показано, что подавление дрейфа гироскопа можно реализо-
вать при помощи управления амплитудами и фазами возбуждения на отдельных элек-
тродах. В работах [9, 10] проводится общее построение зависимости собственной
частоты тонкой полусферы, приводятся аналитические построения линейной матема-
тической модели колебаний чувствительного элемента ТВГ. В работе [11] обсуждают-
ся вопросы, связанные с учетом неидеальности распределения плотности материала и
построением модифицированных выражений для собственных частот колебаний ре-
зонатора. В работах [3, 5] дается общее описание оптимизационных алгоритмов меха-
нической балансировки резонаторов с использованием генетических алгоритмов оп-
тимизации.

Основная цель настоящей статьи заключается в рассмотрении нелинейной модели
колебаний полусферического резонатора и получении аналитических выражений для
амплитуды и фазы колебаний с учетом фактора смещения собственной частоты резо-
натора, вызванного силами электростатического поля.

Математическая модель. При выводе уравнений движения полусферического ре-
зонатора ТВГ применим теорию Кирхгофа–Лява [12]. Условимся, что физические
параметры резонатора постоянны во времени и пространстве. Вектор перемеще-
ний в локальной системе координат ,  представляется как сумма касательных пере-
мещений ,  точек срединной поверхности и нормального к ней перемеще-
ния  [3].

Согласно теории Кирхгофа–Лява компоненты тензоров деформации  и напряже-
ний  должны удовлетворять условиям

где  – нормальная координата точек срединной поверхности.

Изображение локальной системы координат оболочки показано на рис. 1.
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Обобщенный закон Гука [12] выражается как

где  – модуль Юнга;  – коэффициент Пуассона.

Разложим компоненты тензора деформаций , удержав только линейные члены от-
носительно 

где , ,  – компоненты тензора тангенциальных деформаций; , ,  – ком-
поненты тензора изгибных деформаций.

Для полусферы имеем ,  – сферические координаты; ,  – радиус и
толщина срединной поверхности в недеформированном состоянии. Тогда справедли-
вы формулы [13]

(1)

Условимся, что поддерживаются колебания, соответствующие собственной форме
колебаний с индексом осевой симметрии . Представим компоненты вектора пере-
мещений срединной полусферической поверхности в полярном, азимутальном и ра-
диальном направлениях как , , .

Тогда для полусферической оболочки справедливы равенства [7]

(2)

Рассматриваемый резонатор ТВГ закреплен на ножке в вершине полусферы. Такие
граничные условия допускают движения, состоящие в чистых изгибаниях полусферы,
поэтому рассматриваемые низкочастотные движения тонкой полусферы будут яв-
ляться колебаниями релеевского типа [12], для которых хорошо работает допущение о
нерастяжимости полусферы и достаточной величине радиальных перемещений  в
сравнении с тангенциальными перемещениями , . В дальнейших рассуждениях
примем, что в формулах (1), (2) для углов поворота ,  можно пренебречь тангенци-
альными перемещениями ,  [12]
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Согласно теории Новожилова–Голденвейзера [12, 13] о тонких изотропных оболоч-
ках, потенциальная энергия изгиба представляется как

(4)

Подставляя выражения (1)–(3) в выражение (4), получим

где

(5)

Представим компоненты перемещения точек тонкостенной нерастяжимой оболоч-
ки в форме

(6)

где  – время; ,  – модальные координаты; , ,  – функции
Релея, определяющие собственные формы чистого изгибания нерастяжимой полу-
сферической оболочки [9, 10].

(7)

Подставляя выражения (2), (6), (7) в выражения (5), получим

(8)

где величины P1(θ)dθ–P4(θ)dθ – подынтегральные выражения при соответствующих
функциях , . Вследствие громоздкости запись данных выражений здесь
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не приводится. Для их определения можно использовать методы компьютерной
алгебры, реализованные, например, в программном комплексе Matlab [14].

Кинетическая энергия  полусферической оболочки задается как

(9)

где  – плотность резонатора,  – обозначение производной по времени .
Для возбуждения колебаний в резонаторе данного типа на практике прибегают к

использованию каскада электродов, расположенных на расстоянии  от поверхности
полусферы. Им сообщается разность потенциалов по отношению к электродам, рас-
положенным на поверхности резонатора. При соответствующем выборе распределе-
ния напряжений по электродам такое возбуждение может приводить к возникнове-
нию параметрических колебаний [7].

Электрическая энергия   электродов имеет вид [3]

где , ,  – электрический заряд, электроемкость и напряжение на i-м электроде.
При вычислении емкости  относительно резонатора используем следующее вы-

ражение [8]:

(10)

где , , ,  – угловые координаты i-го электрода.
Разложим выражение (10) для электроемкости  в ряд Тейлора по малому относи-

тельному перемещению кромки резонатора , удержав при этом слагаемые вплоть

до четвертой степени малости, и подставим выражение для емкости  в выражение
для электрической энергии 

(11)

В прикладных задачах [1–5] в качестве рабочей формы колебаний выбирается вто-
рая изгибная форма ( ).

С учетом этого запишем выражения (8) как
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где ( )' обозначает производную по координате .
Лагранжиан системы  запишем как

Уравнения Эйлера–Лагранжа, описывающие динамику полусферического резона-
тора, принимают вид

(13)

Подставляя выражения (9)–(12) в выражение (13) в предположении о том, что об-
кладки конденсаторов запитываются напряжением вида

получим

(14)

где  – частота возбуждающего напряжения;

(15)

где  – собственная частота второй изгибной собственной формы полусферического
резонатора
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Далее введем безразмерные величины

Для учета вязкого трения добавим в уравнение (14) силы диссипации с безразмер-
ным коэффициентом трения 

(16)

где  – коэффициент диссипации.

Также положим, что

(17)

Первое выражение (17) показывает уменьшение собственной частоты резонатора
при воздействии на него электрическим полем, а второе выражение означает, что ча-
стота возбуждения равняется собственной частоте  идеального резонатора с посто-
янными физическими свойствами и остается постоянной на протяжении всей работы
навигационного прибора. Записывая это так, мы предполагаем, что, исходя из экспе-
риментальных или конечно-элементных оценок о собственных формах и частотах ко-
лебаний резонатора, настройка частоты возбуждения  проводится по предваритель-
ным спектральным данным датчика. В реальности же собственная частота объекта от-
лична от конечно-элементной оценки, что связано, например, с наличием
физических и геометрических неоднородностей чувствительного элемента [1, 7, 11].
В таких случаях для удержания контролируемой частоты возбуждения на резонансной
и для удержания резонансных колебаний при смещении резонансной частоты ввиду
внешних факторов применяют методы фазовой автоподстройки частоты (ФАПЧ)
[6, 7]. В дальнейшем положим, что в рассматриваемом случае система управления ча-
стотой возбуждения отсутствует, и известна лишь только собственная частота идеаль-
ной полусферы . Другой вариант работы датчика без системы управления, не рас-
сматриваемый в статье, заключается в варьировании частоты возбуждения  до мо-
мента наблюдения рабочей формы колебаний резонатора, что тоже требует
предварительных спектральных данных об объекте исследования.

Наконец, перепишем систему (17) в безразмерном виде

(18)

для типичных параметров резонатора (  В,  кгм–3,  мм,

,  мм,  кГц, параметр ), что позволяет применить
метод осреднения для аналитического исследования уравнений (18). В дальнейшем
символ (^), обозначающий безразмерные величины, опущен.
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Исследование установившихся колебаний ТВГ в зонах раскачки параметрических колеба-
ний. Перенормируем коэффициенты ,  и запишем уравнения (18) как

(19)

Предположим, что

(20)

где ,  = , , ,  – амплитуды и фазы модальных координат .
Продифференцируем уравнение (20) и предположим, что функции ,  не

зависят от времени 

(21)

Далее снова дифференцируем уравнения (20) с учетом зависимости фаз и амплитуд
от времени

(22)

Проводя сравнение между выражениями (21), (22), приходим к условию [15]

(23)

Дифференцирование (21) по  дает
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Подставим уравнения (20), (22), (24) в уравнения (19) и получим
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Таким образом, для нахождения нетривиальных динамических режимов получаем
систему уравнений в виде

(26)

где , , ,  являются правыми частями системы (25).
Вследствие предположения о малости величины  правые части уравнений (26) так-

же являются малыми, откуда следует, что величины ,  являются медленно ме-
няющимися функциями времени.

При данных условиях усредним выражения (26) по периоду собственных колеба-
ний 

(27)

Из уравнений (27) следует, что
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Уравнения (28) представляют собой динамические уравнения для амплитуд и фаз
колебаний полусферического резонатора. Предположим, что при задании определен-
ных начальных условий мы возбуждаем только одну модальную форму, например, 
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Рис. 2. График зависимости амплитуды  от времени  в случае прямого численного счета 1 и метода осред-

нения 2 при , , , , , .
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Подставляя выражение (29) в выражении (28), получим

(30)

Рис. 2 показывает прямое численное решение с использованием встроенной функ-
ции ode45 в среде Matlab [14] и решение методом осреднения в случае задания одина-
ковых начальных условий вида

(31)

Решение системы (30) представляет собой огибающую сигнала выражения (19) при
начальных условиях (31) (рис. 2). Таким образом, исследование системы (30) позволя-
ет получить аналитические зависимости амплитуды и фазы установившихся колеба-
ний резонатора от геометрических и физических параметров системы.

Далее определим параметры установившихся колебаний. Для этого обнулим левые
части уравнения (30) и получим

(32)

Выражения (32) задают зависимость стационарных амплитуды и фазы колебаний в
зависимости от параметров системы, в частности частотной расстройки . Для суще-

ствования ненулевых значений амплитуд найдем граничное значение  из усло-
вия .
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Тогда придем к следующей алгебраической системе относительно неизвестных ,

:

из которой получим

(33)

Из структуры выражения для амплитуды  в уравнении (32) и определения пара-

метра  (15) видно, что из множества решений (33) остается лишь  =

= , и соответствующее ему значение параметра частотной расстройки .

(34)

Таким образом, получен интервал [0.125, ], который определяет диапазон суще-
ствования нетривиальных стационарных решений. Уравнение (34) задает максималь-
ную величину параметра , выше которого стационарные колебания не существуют.
Для рассматриваемого резонатора добротность имеет порядок 105–106 [3], откуда с
учетом выражений (17), (34) размерный параметр максимальной частотной расстрой-

ки находится в интервале  = 3.5–11.2 Гц.
Согласно (15) уравнение (34) имеет вид

(35)

Для достижения максимальной амплитуды колебаний чувствительного элемента
полусферического ТВГ необходимо подбирать отношение постоянной составляющей
и амплитуды возбуждающего сигнала  согласно уравнению (35). Критический уро-

вень параметра трения , выше которого не будет колебаний, равен  ≈ 0.217.

Параметр  принимает максимальное значение при , которое равняется

 ≈ 0.707.

Результаты. На рис. 3, 4 изображены резонансные кривые установившихся колеба-
ний в зависимости от параметра частотной расстройки  и параметра напряжения .

В случае нахождения  в интервале [0.125, ] наблюдаются нетривиальные значения
амплитуд, что объясняется попаданием параметров резонатора и системы возбужде-

ния в зону раскачки параметрических колебаний. Ширина диапазона [0.125, ] не-
тривиальных амплитуд увеличивается при уменьшении трения .

Рис. 4 показывает зависимость критического напряжения  от параметра трения .
Величина  означает, что при определенном значении параметра трения  макси-
мальные колебания будут наблюдаться при достижении .

Заключение. Полученные аналитические зависимости позволяют оценить амплиту-
ду колебаний резонатора ТВГ в режиме параметрического возбуждения как функцию
всех основных параметров системы – геометрических размеров (в том числе углового

λσc

βc
p

λσ = − β1 cos 2 ,
4

c c
p

( ) ( )λβ − σ + β + χ β − =sin 4 2 4 sin 2 8 2 cos 2 0,c c c c
p p pB B

β = ± − χ β =2cos 2 1 16 , cos 2 .
2

c c
p p

B

P

λσ ≥ 0.125 βcos 2 c
p

− − χ21 16 λσc

λσ = − χ21 1 16 .
4

c

λσc

λσ

λσc

η = − χ −21 2 1 16 1.
2c

η

ηχc =η
3χ

8
c

η =χ 0

=max
2η

2
c

λσ η

λσ λσc

λσc

χ
ηc χ

ηc χ
=η ηc



25НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА ПОЛУСФЕРИЧЕСКОГО РЕЗОНАТОРА

Рис. 3. График зависимости амплитуды установившихся колебаний  от параметра  при  = 0.05, 0.1, 0.2,

, ,  (сплошные линии – аналитические выражения (34), квадратики – прямое чис-

ленное решение системы (14).
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Рис. 4. График зависимости критического значения параметра напряжения  от параметра трения .
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положение электродов возбуждения), параметров материала и внешнего воздействия,
что позволяет выполнять проектирование датчика и подбирать требуемые компонен-
ты систем возбуждения и съема колебаний. Полученную оценку ширины зоны пара-
метрического резонанса в зависимости от добротности системы можно использовать
при проектировании как оценку сверху, поскольку в реальном резонаторе в силу на-
личия потерь, связанных с возбуждением второй формы и влиянием несовершеств
(допуски, дефекты, несимметрии) реальный уровень затухания будет выше. Получен-
ные безразмерные кривые (рис. 3) показывают для типичного значения параметров
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системы достаточно пологий характер графиков изменения амплитуды по мере увели-
чения постоянной составляющей напряжения вплоть до срыва колебаний, вызванно-
го изменением собственной частоты системы. Можно сделать вывод, что в схеме ра-
боты гироскопа без ФАПЧ применение постоянной составляющей способно дать уве-
личение амплитуды до 40%, наблюдаемое на границе срыва. Рассмотренную модель
также можно использовать для проектирования микромеханических полосовых филь-
тров и детекторов, в которых в качестве чувствительного элемента используется полу-
сфера.
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