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Проблема замедленного разрушения и длительной прочности многослойных ком-
позитов представляет не только фундаментальный, но и прикладной интерес. Пред-
ложенное решение позволяет оценить влияние геометрии, структуры и соотноше-
ния свойств слоистого композита на его долговечность. Время до разрушения двух-
слойной металлической балки прямоугольного сечения определяется в зависимости
от отношения толщин слоев и их модулей Юнга.

Ключевые слова: поврежденность двухслойной балки, время до разрушения двухслой-
ной балки

DOI: 10.31857/S0235711923030082, EDN: PQIHHN

На сегодняшний день в промышленности активно расширяется область примене-
ния многослойных композитов для решения конкретных технических задач. При их
дизайне и проектировании учитываются как геометрические размеры, так и физико-
механические свойства каждого слоя, что позволяет создать композиционный мате-
риал с заданными эксплуатационными характеристиками и дать качественный и ко-
личественные прогнозы по его работе в конкретных условиях. Особое внимание уде-
ляется многослойным металлокерамическим композиционным материалам, свойства
которых, зачастую, превосходят высоколегированные стали и твердые сплавы [1–5].
Однако существует сложность в дизайне таких материалов, так как керамика, имеет
высокую хрупкость и различные коэффициенты термического расширения по срав-
нению с металлами.

Представляется интересным определить насколько сильно пропорции толщин сло-
ев и их модули Юнга могут влиять на время до разрушения, коль скоро они влияют на
напряженное состояние балки. Время до разрушения при постоянном нагружении
определяется видом кинетического уравнения для меры поврежденности материала.
Есть ряд классических решений задачи о времени до разрушения нагруженной балки
из однородного материала. Характерным для всех этих решений является применение
гипотезы плоских сечений. Обычно вид кинетического уравнения берется в форме,
аналогичной закону установившейся ползучести Нортона. В решении Работнова–
Милейко [6] продольные напряжения в поперечном сечении балки предполагаются
постоянными по координате, ортогональной нейтральной оси, аналогично распреде-
лению в идеально пластическом шарнире. Вариант с линейным распределением про-
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Рис. 1. Схема балки.
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дольных напряжений по упругому закону рассмотрен в работах Локощенко–Печени-
ной–Шестерикова [7] и в работе Кулагина–Локощенко [7], где форма кинетического
уравнения взята на основе дробно-линейного закона установившейся ползучести Ше-
стерикова–Юмашевой.

Авторы настоящей статьи оценивают время до разрушения двухслойной балки при
трехточечном изгибе в зависимости от параметра γ равного отношению модулей Юнга
и параметра η, задающего отношение толщины слоя, противоположного стороне при-
ложения нагрузки, ко всей толщине балки. Такое теоретическое решение варианта
классической задачи механики поврежденности для кусочно-постоянных свойств ма-
териала балки является подготовительным этапом для планирования последующей
серии экспериментов по прочности и долговечности слоистых композитов, получае-
мых методами самораспространяющегося высокотемпературного синтеза.

Постановка задачи. Рассмотрим двухслойную балку из упругих материалов. Напра-
вим ось x горизонтально вдоль оси балки, а y – ортогонально оси x, вверх по высоте.
Ось z направлена ортогонально плоскости ху по ширине балки (рис. 1), L – расстоя-
ние между опорами при трехточечном нагружении, b – высота балки, a – ширина,  –
высота нижнего слоя, (b–h) – высота верхнего слоя.

Отношения длины балки к ее высоте и ширине полагаются достаточно большими,
чтобы можно было не учитывать влияние касательных напряжений.

К краю центрального сечения балки на внешней плоскости верхнего слоя приложе-
на постоянная нагрузка P, равномерно распределенная по ширине балки.

Оба слоя балки находятся в условиях установившейся ползучести, описываемой
уравнением Нортона, где  – константы сопротивления ползучести для i-го слоя

Мера поврежденности вводится как параметр, характеризующий долю несплошно-
сти и характеризуемый самым простым вариантом кинетического уравнения Работ-
нова–Качанова, где  – константы кинетического уравнения для i-го слоя

Скорость изменения кривизны нейтральной оси балки в центральном сечении
предполагается величиной постоянной
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Требуется определить время до разрушения и исследовать его зависимость от отно-
шения толщин слоев в балке и их модулей Юнга.

Критерием разрушения является условие достижения единицы в значении пара-
метра поврежденности на нижнем крае балки.

Упругий случай. Рассмотрим упругий случай, соответствующий начальному момен-
ту нагружения. Здесь мы найдем зависимость максимума растягивающего напряже-
ния и взаимное расположение нейтральной оси и границы раздела слоев.

В соответствии с гипотезой плоских сечений в заданной системе координат имеем
распределение упругих напряжений по сечению в виде

(1)

где  – координата нейтральной оси;  – ее кривизна;  – модуль Юнга мате-
риала. Изменением напряжений по координате z пренебрегаем.

Запишем уравнения равновесия в силах и моментах

Введем безразмерные координаты и параметры

Запишем систему уравнений равновесия продольных сил и моментов для

Из уравнения равновесия сил получаем координату нейтральной оси  (рис. 2)

(2)

Из уравнения равновесия моментов выражаем кривизну 
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Рис. 2. Зависимость положения нейтральной оси от толщины нижнего слоя  и от отношения моду-

лей Юнга слоев 
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В силу линейного распределения, максимум растягивающих напряжений будет до-
стигнут на нижнем крае поперечного сечения при , 

Рассмотрим производную напряжения на краю по  при постоянной γ

Из условия стационарности получаем условия экстремума по η и с учетом ограни-
чения  получаем координаты локальных экстремумов (рис. 3).

Для : локальный максимум , локальный минимум

Для : локальный минимум , локальный максимум

В случае равенства упругих свойств обоих слоев  мы получаем расположение
нейтральной оси посередине сечения и классическую зависимость кривизны от жест-
кости балки и изгибающего момента

Учет поврежденности. Рассмотрим скалярную меру поврежденности [1] как отно-
шение разрушенной площади  поперечного сечения некоего эталонного стержня ко
всей начальной площади : . Видимая связь приложенной силы и исходного
поперечного сечения в виде выводимой на графике зависимости напряжения от де-

= 0y = 1/2x

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
−γ − σ γ η = + η γ − + γη − η − γ 

1
42 41

, 3 1 1 1 1 .pl

η

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

γ − γ − η + η − γ γ − η + η −∂σ γ η
= −

∂η γ − η + γ − η − γ − η + γ − η +

3 2

22 4 3 2

6 1 1 3 2 1 2 1,
.

1 4 1 6 1 4 1 1
lp

η ∈ [0, 1]

< γ <0 1 ( )−
η = + γ

1
1 1

( )−        γ γπ πη = + − + − γ        − γ − γ        
1 2

2
1 13 cos arctan sin arctan 1 .
3 6 3 61 1

γ > 1 η = + γ1 1

( )( ) ( ) ( )( ) ( )−− −η = + γ γ − γ − − + γ γ − γ −
1 11 2
3 33 33 1 1 1 1 1 1 .

γ = 1

= κ = = = = = 3
0 0 3

1 1, 6 3 , , .
2 4 12

pl PL M PLy M J ab
Eb EJab E

dS
S ω = dS S



52 ХВОСТУНКОВ, ФЕДОТОВ

Рис. 3. Графики зависимости напряжений на нижнем крае центрального сечения балки от отношения тол-
щин слоев при различных отношениях модулей Юнга γ.
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формации будет описываться модулем Юнга, учитывающим внутреннюю поврежден-
ность  =  = . На самом деле реальные напряжения  в неразрушенных
областях сечения будут связаны с деформациями на основании исходного модуля
Юнга Е:  =  = . Откуда, согласно принципу эквивалентности дефор-
маций, приравнивая их, получаем  =  = .

Переходя к нашей балке, считаем, что в зоне положительных компонент тензора
напряжений происходит повреждение материала, и мы вводим меньший, чем исход-
ный модуль Юнга , снижающий его суммарную силу сопротивления изгибу и
приводящий к смещению нейтральной оси в координату . В итоге в растягивае-
мой зоне напряжение в точке будет задаваться уменьшенным значением

где зависимость переменного параметра поврежденности от времени определяется
кинетическим уравнением вида

Уравнения равновесия продольных сил и моментов для произвольного поперечно-
го сечения двуслойной балки, скомпоновав слагаемые с поврежденностью отдельно,
перейдя снова к безразмерным координатам, запишем в виде

Положим далее для простоты ,  и проинтегрируем кинетическое урав-
нение для поврежденности по времени
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В критический момент времени 

Тогда система уравнений равновесия в середине стержня примет вид

(3)

В случае двуслойной балки, зависимость модуля Юнга и коэффициента кинетиче-
ского уравнения от координаты поперечного сечения

Для простоты далее мы положим . Тогда в безразмерных коорди-

натах  =  = Q, и мы получаем приведенное время

Расположение нейтральной оси. Рассмотрим, как расположена нейтральная ось от-
носительно границы слоев. Это повлияет на вид уравнений равновесия.

Случай, когда нейтральная ось совпадает в начальный момент времени с границей,

разделяющей слои ,  = η.

Мы получили условие на толщину слоев относительно модулей упругости, когда

нейтральная ось находится на границе их раздела .

Случай А. Нейтральная ось в момент разрушения находится в верхнем слое .

В этом случае ненулевая поврежденность заполняет весь нижний слой и частично
верхний. Тогда, проинтегрировав по  (3), получаем уравнение на зависимость коор-
динаты нейтральной оси и выражение для времени через нее.

В критический момент , , . Далее звездочку не пишем.

При оценке значения Apl уравнения равновесия преобразуются в замкнутую систе-
му относительно координаты нейтральной оси в момент разрушения  и временем до
разрушения 
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(4)

Случай В. Нейтральная ось в момент разрушения находится в нижнем слое .
Проинтегрируем также по  систему (3) и получим систему для определения време-

ни разрушения в случае B в серединном сечении ( ), учитывая, что в этот мо-
мент 

(5)

Рассмотрим предельный случай, при каких  и  в момент равенства единице пара-
метра поврежденности на внешнем крае серединного сечения координата нейтраль-
ной оси достигает границы раздела слоев ,  =  = 1,

= 

При заданных параметрах  и  из второго уравнения получаем  (рис. 4).

Для  в начальный момент времени нейтральная ось уже находится
в верхнем слое и к моменту разрушения она лишь выше поднимается к верхней грани-
це балки.

Для  в начальный момент времени нейтральная ось находится в
нижнем слое, но к моменту разрушения она уже располагается в верхнем слое.

Для  в начальный момент времени нейтральная ось находится в нижнем
слое и к моменту времени разрушения не успевает достичь границы раздела слоев.

Время до разрушения. При значениях параметров (табл. 1), получаем зависимость
начального положения нейтральной оси  и по формулам (4) и (5) вычис-
ляем время до разрушения для .
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Рис. 4. Границы областей расположения нейтральной оси в момент разрушения при Apl = .

0.2

0 1 2 3 4 �

0.4

0.6

0.8

1.0
�

�*

1

����

−× 42.8 10
Для примера на рис. 5 приведены графики зависимости положения нейтральной
оси в момент разрушения и соответствующего времени до разрушения при значениях
пропорции модулей Юнга слоев .
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Таблица 1. Используемые коэффициенты

Описание Обозначение Значение

Безразмерная нагрузка

Безразмерная длина

Отношение коэффициентов 
сопротивления поврежден-
ности и ползучести
Сочетание реологических, 
геометрических и силовых 
параметров системы
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Рис. 5. Положение нейтральной оси в момент разрушения и соответствующее время при  для отноше-

ний модулей Юнга слоев: (а) – ; (б) – .
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тического уравнения от времени до разрушения и положения нейтральной оси в этот
момент

Выводы. В результате анализа полученных данных, мы можем сказать, что время до
разрушения существенно зависит от отношения толщин слоев балки и различие вре-
мен до разрушения может составлять более 50%. Такой результат может являться до-
полнительным условием выбора пропорций толщин слоев и соотношения их модулей
при проектировании новых двуслойных материалов, получаемых на основе саморас-
пространяющегося высокотемпературного синтеза.

Полученные зависимости максимального растягивающего напряжения от пропор-
ций упругих свойств и толщин слоев будут использованы в анализе данных по хрупко-
му разрушению эталонных образцов разрабатываемого материала на основе керами-
ческих (TiB2) и интерметаллидных (TiAl3) слоев.
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