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Исследуются колебания и волны в периодических системах, образованных одинако-
выми подсистемами, имеющими произвольную структуру. Найдены спектральные
закономерности для таких систем. Показано, что их дисперсионные кривые состоят
из ветвей, каждая из которых отвечает своей форме упругих колебаний подсистемы.
Выявлено наличие в таких системах полос непропускания гармонического сигнала,
найдены их границы. Получены формы колебаний в различных частотных диапазо-
нах. Показано, что в системе возникают модулированные волны за счет модуляции
низшими частотами, которые соответствуют колебаниям системы без учета упругих
свойств составляющих подсистем.
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Постановка задачи. Широкое применение в механике имеют периодические струк-
туры, составленные из одинаковых подсистем (включений). Структура самих подси-
стем может быть как периодической или симметричной, так и произвольной. Перио-
дические системы с периодическими и симметричными подсистемами широко ис-
пользуются в технических приложениях, например, в многодисковых роторных
системах, погружных насосах [1, 2]. Еще одним примером таких структур являются
метаматериалы – искусственно созданные материалы, обладающие уникальными фи-
зико-механическими свойствами, обусловленными их микроструктурой. Основной
широко востребованной на практике особенностью такого класса систем является на-
личие в них полос непропускания, в которых волны в материале распространяться не
могут. Вследствие этого они обладают очень хорошими звуко- и виброизоляционны-
ми свойствами. В работе [3] продемонстрирована возможность снижения шума и виб-
рации конструкции приборной панели автомобиля за счет добавления к основной
структуре субволновых локальных резонаторов. Благодаря динамическому поглоще-
нию в повторяющейся структуре резонаторов такой материал имеет полосу непропус-
кания частот. В [4] рассмотрен акустический метаматериал, представляющий собой
цепочку “консолей в массе”. В результате численного эксперимента подтверждена
эффективность гашения волн деформации на определенной резонансной частоте.
В [5] предложено несколько вариантов конструкции нового акустического метамате-
риала с необычными волновыми свойствами. Одним из вариантов является полосо-
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вой фильтр, в полосе пропускания которого фазовая скорость нормальной волны от-
рицательна. В другом варианте имеется две полосы пропускания: в одной полосе фа-
зовая скорость положительна, в другой – отрицательна. Поэтому в нем могут
наблюдаться необычные физические явления, в частности двойное лучепреломление
особого вида и комбинированный эффект Доплера.

Системы, представляющие собой периодические системы с периодическими и
симметричными подсистемами, были исследованы в [6–10]. Для них было установле-
но, что они имеют полосы непропускания гармонического сигнала. В [9] найдено, что
дисперсионная кривая разделяется на ряд ветвей, каждая из которых соответствует
своей форме упругих колебаний подсистемы. Формы колебаний разделяются на груп-
пы с одинаковой длиной волны, но разными частотами, что обуславливает появление
модулированных волн. Эти закономерности справедливы также и для класса фрак-
тальных динамически-самоподобных структур, которые, как было доказано в [11],
имеют частотный спектр аналогичный спектру периодических структур.

Однако периодические структуры могут состоять также из несимметричных или
непериодических подсистем и подсистемы могут иметь произвольную структуру.
К структурам такого класса относятся, например, многосекционные роторные систе-
мы с различными дисками, приводы станков [1]. Также это могут быть метаматериалы
типа цепочек “масса в массе” с пружинами и массами нескольких видов. Такие систе-
мы обладают одной [6] или тремя [7] зонами непропускания. Включения, имеющие
произвольную структуру, могут также возникать в реальных конструкциях в результа-
те технологических погрешностей при изготовлении элементов системы, вследствие
чего нарушается периодичность подсистем, входящих в структуру.

Вынужденные колебания двумерных почти периодических структур, включающих
подструктуры со слегка изменяющимися геометрическими свойствами были рассмот-
рены в обзоре [12]. Кроме того, были исследованы резонансные метаматериалы – перио-
дические структуры, в которых субструктуры обладают локальными резонансами [8] –
например, слоистые субструктуры, включающие мягкие слои и тяжелые слои/ядро.
Было показано, что энергия колебаний локализуется около источников возбуждений.

Целью настоящей статьи является исследование собственных колебаний и структу-
ры частотного спектра в широком диапазоне частот для периодических систем, обра-
зованных одинаковыми подсистемами произвольной структуры, что является опреде-
ленным обобщением полученных ранее результатов [9]. Несмотря на разнообразие
технических применений и расчетных моделей, динамические свойства такого класса
систем достаточно хорошо прогнозируемы и могут быть получены в аналитическом
виде. В качестве иллюстрации рассматриваемого класса структур приведен рис. 1. Пе-
риодическая структура рис. 1 состоит из одинаковых повторяющихся подсистем. Под-
системы соединены между собой упругими элементами с коэффициентом жесткости k0,
имитирующим жесткость участка вала и подшипников, s – номер подсистемы. Под-
системы представляют собой ротор с дисками, которые имеют различные упруго-
инерционные параметры: kr, r + 1 – коэффициент жесткости упругой связи между r и
r + 1 дисками. Таким образом, структура самих подсистем является произвольной, в
общем случае подсистема может состоять из n дисков (r = 1, …, n).

При выборе расчетной модели многомассовых систем достаточно часто использу-
ется континуальная расчетная модель с распределенными параметрами. Однако при
этом исчезают свойства, характерные для высокочастотного диапазона, такие как воз-
никновение полос непропускания гармонического сигнала. Поэтому необходимо ис-
следовать характер колебаний и спектральные свойства для дискретной модели, что
позволит получить достоверные результаты для многомассовой структуры в широком
диапазоне частот. 
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Рис. 1. Периодическая система, состоящая из подсистем с произвольной структурой: s – номер подсистемы,
kr, r + 1 – коэффициенты жесткости между r и r + 1 дисками; k0 – коэффициент жесткости между подсистемами.
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Дисперсионное уравнение периодических систем с подсистемами произвольной струк-
туры. Общий вид уравнений, описывающих колебания периодических цепных си-
стем, составленных из одинаковых подсистем произвольной структуры, имеет вид

(1)
где Kss = K11 – матрица, описывающая колебания s-й подсистемы; Ks, s + 1 – матрица
связи между s-й и (s + 1)-й подсистемой; λ – квадрат собственной частоты. Уравне-
ние (1) можно переписать в матричном виде

(2)

где ; “T” означает транспонирование матриц.
Уравнения (1), (2) допускают решение вида Xr = Cei(ωt – μr). Тогда получим из (2)

уравнение

(3)
Это уравнение можно рассматривать как дисперсионное уравнение периодической

системы без учета упругих свойств составляющих подсистем. Поэтому можно ожи-
дать, что в многосекционной системе с повторяющимися подсистемами, в том числе
и с подсистемами произвольной структуры, возникнут колебания, которые будут мо-
дулироваться частотами такой периодической системы.

В рассматриваемой системе каждому элементу (диску) можно присвоить двойную
нумерацию: номер подсистемы и номер диска внутри подсистемы. Поэтому данный
класс структур можно также отнести к иерархическим. В этом случае решение можно
искать в виде произведения волн, что и определяет возникновение модулированных
колебаний.

Покажем далее, что уравнение (3) имеет волновое решение, даже, несмотря на то,
что составляющие подсистемы сами по себе не являются периодическими и не имеют
волнового решения. Для этого рассмотрим без нарушения общности, систему (рис. 2),
составленную из подсистем с тремя дисками n = 3. Исследуем крутильные колебания
такой системы.

Аналогично [13] разделим переменные в системе рис. 1 на группы в соответствии с
числом степеней свободы в s-й подсистеме: 3s–2, 3s–1, 3s (s = 1, …). Такая нумерация
представлена на рис. 2. Тогда уравнение движения s-й подсистемы

(4)
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Рис. 2. Периодическая система из одинаковых трехдисковых подсистем с произвольной структурой.
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где Jr – момент инерции r-го диска (r = 1, 2, 3), остальные обозначения приведены вы-
ше (рис. 1). Положим решение (4) в виде

(5)

где μ – постоянная распространения. Такой вид решения для периодических включе-
ний использует теорему Флоке [13, 14], однако, как увидим ниже, такое решение спра-
ведливо и для общего случая непериодических подсистем. Характеристическое урав-
нение после умножения (4) на еiμ примет вид

(6)

где ; ; ; .
Раскрывая (6), найдем дисперсионное уравнение

(7)

Это уравнение периодическое с периодом π/3 и поэтому предельная длина волны Llim
составляет μ = π/3. Прямые μ = 0 (ось ординат) и μ = π/3 являются предельными для
дисперсионной кривой. Для каждой длины волны μ имеются три частоты ω и, следо-
вательно, дисперсионная кривая состоит из трех ветвей, между которыми находятся
зоны непропускания гармонического сигнала. 

Найдем теперь предельные точки дисперсионной кривой на осях μ = 0 и μ = π/3.
При μ = 0 и μ = π/3 получим, что дисперсионное уравнение (7) отвечает определителю

(8)

где знак “–” соответствует μ = 0, а “+” значению μ = π/3.
Таким образом, уравнение (8) дает возможность получить предельные точки дис-

персионных кривых и найти границы областей непропускания гармонического сиг-
нала для всей системы. При этом порядок уравнения равен числу степеней свободы
образующей подсистемы. Обозначим предельные точки на оси μ = 0 через ω1, ω2, ω3, а
предельные точки на оси μ = π/3 через , , . Можно убедиться непосредствен-
но, что ω1 = 0.
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Рис. 3. Система, состоящая из 3-х одинаковых подсистем произвольной структуры – (а); подсистема со сво-
бодными концами – (б); подсистема с закрепленными концами – (в).
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Очевидно, что предложенная процедура составления дисперсионного уравнения
справедлива и для общего случая, когда число дисков в подсистемах n > 3. Тогда пере-
менные в уравнении движения (4) будут разделены на следующие n групп: ns – (n – 1); …;
n(s – 1); ns. Таким образом, каждая группа переменных объединяет идентичные эле-
менты (диски) в подсистемах.

Пример расчета периодической системы, состоящей из трех подсистем произвольной
структуры. Для определения собственных частот и форм колебаний такой системы не-
обходимо еще учесть граничные условия. Рассмотрим в качестве примера систему с
закрепленными концами (рис. 3а), число подсистем N = 3, число дисков в каждой
подсистеме n = 3.

Параметры системы следующие: k12 = 2 × 105 Нм, k23 = 3 × 105 Нм, k0 = 1 × 105 Нм,
J1 = 0.1 кг м2 = 0.1 Нм с2, J2 = 0.3 кг м2 = 0.3 Нм с2, J1 = 0.2 кг м2 = 0.2 Нм с2. Собствен-
ные частоты рассчитывались с помощью программы Matrix calculator.

Предельные точки дисперсионной кривой следующие (табл. 1):
– на оси μ (ωi × 103 рад/с): ω1 = 0; ω2 = 5.50; ω3 = 6.01;

– на оси μ = π/3 (  × 103 рад/с):  = 2.24;  = 4.24;  = 6.60.
Полученные результаты позволяют построить дисперсионную кривую (рис. 4).
Дисперсионная кривая (8) представлена на рис 4, точками показаны собственные

частоты. Дисперсионная кривая состоит из трех ветвей 1–3, между которыми распо-
ложены области непропускания гармонического сигнала. Количество ветвей n равно
числу степеней свободы подсистемы и каждая из них отвечает своей форме колебаний
изолированной подсистемы. В нашем случае области непропускания находятся в следую-

*ωi 1*ω 2*ω 3*ω
Таблица 1. Собственные частоты системы рис. 3а

№ частоты колебаний 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ω × 103 рад/с 0.83 1.57 2.08 4.45 4.91 5.31 6.11 6.33 5.50
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Рис. 4. Дисперсионная кривая системы рис. 3: 1, 2, 3 – ветви дисперсионной кривой; полосы непропуска-
ния гармонического сигнала выделены серым цветом.
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щих частотных областях: 2.24 × 103 < ω < 4.24 × 103 рад/с и 5.5 × 103 < ω < 6.0 × 103 рад/с, на
рис. 4 они выделены серым цветом. Как видим, ширина областей непропускания
уменьшается с увеличением частоты. В этих областях происходит затухание гармони-
ческого сигнала при любых граничных условиях.

Вертикальные линии на рис. 4 соединяют частоты, соответствующие формам коле-
баний с одинаковой длиной волны, но различными частотами. Это и объясняет воз-
никновение модулированных колебаний за счет модуляции низшими частотами. Ко-
личество таких линий N совпадает с числом подсистем.

Собственные формы колебаний, соответствующие каждой из ветвей дисперсион-
ной кривой, представлены на рис. 5–7. На этих рисунках амплитуды А колебаний дис-
ков n = 1, 2, …, 9 выделены точками. На рис. 5 показана форма колебаний на частоте
ω2 = 1.57 × 103 рад/с, расположенной на первой ветви дисперсионной кривой.
Как видно, колебания дисков 1–2–3, 4–5–6, 7–8–9 в каждой из подсистем происхо-
дят в фазе, т.е. по первой форме колебаний.

На рис. 6 представлена форма колебаний системы на частоте ω4 = 4.45 × 103 рад/с,
расположенной на второй ветви дисперсионной кривой. Она соответствует второй од-
ноузловой форме колебаний дисков в подсистемах.

Форма колебаний системы при наивысшей, девятой, частоте ω9 = 6.50 × 103 рад/с,
расположенной на третьем участке дисперсионной кривой, приведена на рис. 7.
Она соответствует третьей двухузловой форме колебаний в каждой подсистеме.

Собственные частоты изолированных подсистем при различных граничных усло-
виях следующие:

– для подсистемы со свободными концами (рис. 3б): ωi × 103 рад/с: 0; 4.2; 5.8;
– для подсистемы с закрепленными концами (рис. 3в): ωi × 103 рад/с: 1.73; 4.9; 6.2.
Отсюда видно, что в случае подсистем произвольной структуры предельные точки

не совпадают с частотами подсистем со свободными и закрепленными концами, что
отличает их от подсистем с регулярной структурой (периодической и симметричной).

Структура спектра собственных частот для общего случая подсистем произвольной
структуры во многом аналогична структуре спектра для подсистем периодической и
симметричной структуры. Действительно, как показывает анализ рис. 4–8: 1) соб-
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Рис. 5. Форма колебаний на частоте ω2 = 1.57 × 103 рад/с, расположенной на первой ветви дисперсионной

кривой. Она соответствует первой безузловой форме колебаний образующих подсистем.
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Рис. 6. Форма колебаний на частоте ω4 = 4.45 × 103 рад/с, расположенной на второй ветви дисперсионной

кривой. Она соответствует второй одноузловой форме колебаний образующих подсистем.
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Рис. 7. Форма колебаний на частоте ω9 = 6.50 × 103 рад/с, расположенной на третьей ветви дисперсионной

кривой. Она соответствует третьей двухузловой форме колебаний образующих подсистем.
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ственные частоты разделяются на группы, с одинаковой длиной волны, но разными
частотами. Число таких групп равно количеству подсистем N. В нашей системе это
группы частот (1, 6, 9), (2, 5, 8), (3, 4, 7); 2) дисперсионная кривая распадается на n вет-
вей по числу степеней свободы подсистемы. Каждая из ветвей соответствует своей
форме колебаний изолированной подсистемы. В нашей системе это группы частот:
(1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 9).

Дисперсионная кривая получена без расчета всей системы, имеющей n × N степе-
ней свободы, а лишь на основе анализа уравнения (8), порядок которого равен числу
степеней свободы n отдельной подсистемы.

Выводы. Проведенный анализ спектральных свойств и собственных форм колеба-
ний периодических многомассовых систем с подсистемами произвольной структуры
позволил выявить следующие закономерности: 1. Такой класс периодических систем
имеет волновое решение, несмотря на то, что составляющие подсистемы (включения)
сами по себе не имеют волнового решения. 2. Собственные частоты распадаются на
группы, формы колебаний в которых имеют одинаковую длину волны, но разные ча-
стоты. Число таких групп равно количеству подсистем. Это определяет возникнове-
ние модулированных колебаний за счет модуляции низшими частотами, соответству-
ющими колебаниям системы без учета упругих свойств составляющих подсистем.
3. Дисперсионная кривая исследуемой системы состоит из n ветвей по числу степеней
свободы подсистемы. Каждая из ветвей отвечает своей форме колебаний подсистемы.
4. Для системы с подсистемами произвольной структуры предельные точки дисперси-
онной кривой на осях μ = 0, μ = π/n не совпадают с частотами подсистем со свободны-
ми и закрепленными концами, в отличие от подсистем с регулярной структурой (пе-
риодической и симметричной). 5. Дисперсионная кривая такой системы получена без
расчета всей системы в целом, а лишь на основе динамических параметров изолиро-
ванной подсистемы.
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