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Целью исследования является моделирование водоудерживающей способности и относительной гид-
равлической проводимости почвы как капиллярно-пористой среды, а также верификация предлагае-
мых моделей в сравнении с наиболее известными мировыми аналогами. Указанная цель достигается
решением следующих задач: 1) описанием гидрофизических свойств почвы в виде трех систем функ-
ций с соответствующими наборами общих параметров; 2) верификацией этих систем путем оценива-
ния относительной гидравлической проводимости, а также сканирующих ветвей водоудерживающей
способности с использованием параметров, идентифицированных по данным из литературного ис-
точника о главных ветвях гистерезиса водоудерживающей способности опесчаненного суглинка;
3) применением равенства значений экспоненциального параметра в вычислениях ветвей иссушения
и увлажнения гистерезиса водоудерживающей способности почвы для устранения нежелательного ис-
кусственного “эффекта помпы”; 4) исследованием влияния аддитивного параметра на погрешности
точечной аппроксимации данных о главных ветвях водоудерживающей способности, а также на по-
грешности оценок относительной гидравлической проводимости и сканирующих ветвей гистерезиса
водоудерживающей способности почвы, а также 5) выявлением достоверных различий между погреш-
ностями этих оценок по критерию Вильямса–Клута для выбора лучшей системы функций. В поисках
решения проблем точного ирригационного земледелия, таких как прогнозирование влагообеспечен-
ности сельскохозяйственных культур и расчет прецизионных норм орошения, применение предлага-
емых авторами моделей представляется наиболее предпочтительным.

Ключевые слова: математическая модель, точечная аппроксимация, “эффект помпы”, гидрофизиче-
ские свойства почвы
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ВВЕДЕНИЕ
Насыщенность почвы водой, имеющей свойства

жидкости, оценивается эффективным влагонасы-
щением Se = (θ – θr)/(θs – θr), где θ (см3 · см–3) –
объемная влажность; θs (см3 · см–3) – объемная
влажность насыщения; θr (см3 · см–3) – остаточная
влажность, соответствующая минимальному удель-
ному объему воды как жидкости в почве. К гидро-
физическим свойствам почвы относятся ее водо-
удерживающая способность и гидравлическая
проводимость. Водоудерживающая способность
описывается в виде зависимости Se или θ от ка-
пиллярного давления (капиллярно-сорбцион-

ного потенциала) почвенной влаги ψ (см вод. ст.)
(ψ < 0 в почвах, не насыщенных водой). Для опи-
сания гидравлической проводимости использует-
ся зависимость коэффициента влагопроводности
почвы k (см · сут–1) от величин Se, θ или ψ. Макси-
мальное значение k равно коэффициенту филь-
трации влаги в почве ks (см · сут–1). Отношение
k/ks называется относительной гидравлической
проводимостью почвы. Неоднозначный характер
зависимостей, описывающих гидрофизические
свойства почвы в виде функций, аргументами ко-
торых является ψ, обусловлен феноменом гисте-
резиса [22, 25, 27, 28].

В литературе приведены примеры описания
зависимости θ(ψ) для различных интервалов зна-1 К статье имеются дополнительные материалы. 
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чений ψ на основе физических представлений,
например – экспоненциальная модель [5, 6, 8].
Кривая, которая графически представляет экспо-
ненциальную модель, не имеет S-образной фор-
мы в общем диапазоне пленочной и капиллярной
влаги; для этого диапазона почвенной влаги к на-
стоящему времени не предложено исчерпываю-
щего обоснованного математического описания
гидрофизических свойств почвы в виде обобщен-
ной системы функций [10]. Поэтому при форму-
лировании зависимостей Se(ψ) и k(Se) обычно ис-
пользуют регрессионные и другие эмпирические
функции [2, 3, 7]. В большинстве случаев данные
функции применяются для точечной аппрокси-
мации данных прямых измерений, например – с
применением алгоритма Левенберга–Марквард-
та для минимизации квадратичных отклонений
расчетных значений от опытных данных [21, 23].
Как известно, эти измерения являются весьма
трудоемкими. Их трудоемкость особенно возрас-
тает при измерении сканирующих ветвей гисте-
резиса. Вместе с тем для решения ряда задач гид-
рофизики почвы требуются не только данные
прямых измерений, но и функциональное пред-
ставление зависимостей Se(ψ) и k(Se). К числу та-
ких задач относятся, например, прогнозирование
влагообеспеченности сельскохозяйственных куль-
тур и расчет прецизионных норм орошения.

Для решения первой задачи применяется диф-
ференциальное уравнение в частных производных
параболического типа (уравнение Ричардса) [32],
одним из коэффициентов которого является функ-
ция приведенной дифференциальной влагоемко-
сти почвы dSe/dψ. Использование регрессионных
зависимостей (в том числе степенных полиномов)
и других эмпирических функций [2, 8], которые
аппроксимируют опытные данные, нередко при-
водит к физически абсурдным результатам, напри-
мер, при вычислении производной dSe/dψ, по-
скольку дифференцирование не является устойчи-
вой операцией по отношению к аппроксимациям.
Эта проблема особенно обостряется, если для ре-
шения уравнения Ричардса применяются числен-
ные методы с итерационными процедурами [30].

Для решения второй задачи требуются данные
о сканирующих ветвях увлажнения гистерезиса
Se(ψ). Как известно, сканирующая ветвь увлаж-
нения начинается в точке поворота от предыду-
щей ветви иссушения: эта точка описывается
определенной парой значений Se и ψ, которые со-
ответствуют запасу воды в почве непосредственно
перед поливом. Сканирующая ветвь увлажнения
заканчивается в точке поворота к последующей
ветви иссушения: эта точка описывается другой
парой значений Se и ψ, которые соответствуют вла-
гозапасу почвы, аккумулируемому при поливе.

По причине высокой трудоемкости измерения
сканирующих ветвей в ирригационном земледе-

лии нередко применяется методика расчета норм
орошения, основанная на разности между наи-
меньшей влагоемкостью и предполивной влаж-
ностью почвы: при этом наименьшая влагоем-
кость обычно определяется главной ветвью иссу-
шения Se(ψ). На этой ветви при критическом
значении ψ, которому соответствует наибольший
запас влаги, удерживаемый почвой, величина Se
достигает максимального значения в сравнении с
любой другой ветвью гистерезиса. Однако смене
состояний почвенной влаги при увлажнении поч-
вы соответствует не главная ветвь иссушения, а
определенная сканирующая ветвь увлажнения [35].
Поэтому при расчете нормы орошения по данной
методике результат может оказаться завышен-
ным. Для получения более точного результата
следует использовать определенное (более низ-
кое) значение Se на соответствующей сканирую-
щей ветви увлажнения. Попутно отметим, что для
определения этого (более низкого) значения Se
может быть использована эмпирическая зависи-
мость Воронина [1].

Наряду с трудоемкостью измерения сканиру-
ющих ветвей Se(ψ), существует проблема непред-
сказуемости выпадения атмосферных осадков в
предстоящем вегетационном периоде (в услови-
ях сельскохозяйственного поля): невозможно
предугадать, какие именно сканирующие ветви
увлажнения потребуются для вычисления преци-
зионных норм орошения. В данном случае приме-
нение математической модели гистерезиса Se(ψ) не
имеет альтернативы. Поэтому в значительной мере
актуальными являются исследования, направлен-
ные на разработку методов, которые позволяют
уменьшить объем прямых измерений гидрофизи-
ческих свойств почвы [40], а также на построение
физически обоснованных математических моде-
лей, которые необходимы для прогнозирования
влагообеспеченности сельскохозяйственных куль-
тур и расчета прецизионных норм орошения.

Цель исследования – функциональное описа-
ние гидрофизических свойств почвы как капил-
лярно-пористой среды в форме математических
моделей, его верификация и сравнение с аналога-
ми на примере данных из авторитетного литера-
турного источника [24]. Указанная цель достига-
ется решением следующих задач:

• описанием зависимостей Se(ψ) и k(Se)/ks в
виде трех систем функций с соответствующими
наборами общих параметров (применение общих
параметров позволяет оценивать значения функ-
ции k(Se)/ks по опытным данным Se(ψ) и умень-
шить объем прямых измерений);

• учетом гистерезиса и представлением зави-
симости Se(ψ) в виде функции, которая имеет два
набора параметров: один набор – для ветвей ис-
сушения, другой – для ветвей увлажнения (при-
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менение таких наборов параметров позволяет
оценивать сканирующие ветви по данным о глав-
ных ветвях гистерезиса Se(ψ) и уменьшить объем
прямых измерений);

• идентификацией параметров трех систем
функций путем точечной аппроксимации данных
из литературы о главных ветвях гистерезиса Se(ψ);

• верификацией трех систем функций путем
оценивания значений k(Se)/ks и сканирующих
ветвей Se(ψ) с использованием параметров, иден-
тифицированных по данным о главных ветвях ги-
стерезиса Se(ψ);

• выявлением достоверных различий между
погрешностями оценок по критерию Вильямса–
Клута [4] для выбора лучшей модели.

ОБЪЕКТЫ И МЕТОДЫ
В настоящее время для описания гидрофизиче-

ских свойств почвы широко применяются функ-
ции водоудерживающей способности и относи-
тельной гидравлической проводимости почвы,
предложенные Ван Генухтеном [39]:

(1)

(2)

где n > 1 и α (см вод. ст.–1) – формальные пара-
метры.

Метод оценивания значений функции отно-
сительной гидравлической проводимости по дан-
ным о водоудерживающей способности почвы с
использованием соотношений (1) и (2) называет-
ся методом Муалема–Ван Генухтена [26, 39].
Для функций, которые описываются соотноше-
ниями (1) и (2), воспользуемся обозначениями
соответственно: WRC-VG (WRC – water retention
capacity) и RHC-MVG (RHC – relative hydraulic
conductivity). Важным достоинством функций
WRC-VG и RHC-MVG является то, что они име-
ют общие параметры. Но формальный характер
параметров n и α является причиной ряда недо-
статков этих функций. Первым недостатком яв-
ляется возможность возникновения упомянутой
выше проблемы дифференцирования аппрокси-
мации. Второй недостаток состоит в проблема-
тичности оценки RHC-VG за пределами интерва-
ла ψ, на котором измерена зависимость θ(ψ). Тре-
тий недостаток заключается в ограничительном
условии n > 1, которое приводит к тому, что при
малых значениях параметра n имеет место значи-
тельное возрастание погрешности оценок значе-
ний функции относительной гидравлической про-
водимости по данным о водоудерживающей спо-
собности почвы с использованием формул (1) и

− − + −αψ ψ <ψ =  ψ ≥

(1 1 )(1 ( ) ) , 0;( )
1, 0,

nn

eS

− − − − θ < θ=  θ = θ

1 (1 1 ) (1 1 ) 2(1 (1 ) ) , ;( )
1, ,

n n
e e s

e s
s
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(2), отмеченное Ван Генухтеном в отношении ал-
лювиальной глинистой почвы 1006 Beit Netofa clay
из каталога Муалема (ks = 9.5 × 10–7 cм · с–1) [24, 31].

Следует подчеркнуть, Ван Генухтен не связывал
сомнительный результат для этой почвы с исполь-
зованием условия n > 1. Однако, как показано в
статье [9], именно оно является одной из причин
достаточно высокой погрешности метода Муале-
ма-Ван Генухтена для почвы 1006 Beit Netofa clay.

В работах [29, 36, 37] на основе представлений
о почве как капиллярно-пористой среде сформу-
лированы гидрофизические функции почвы, ко-
торые здесь перепишем в виде следующих соот-
ношений:

(3)

(4)

где erfc(x) = 1 –  – дополнитель-

ная функция ошибок; inverfc(erfc(x)) = x; ψe (см
вод. ст.) – аддитивный параметр: с учетом ги-
стерезиса ψe – капиллярное давление входа воз-
духа (давление барботирования) для ветвей ис-
сушения (ψe ≤ 0) и ψe – капиллярное давление
входа воды для ветвей увлажнения (ψe ≥ 0);
α (см вод. ст.–1) – мультипликативный параметр:
α = –1/(ψ0 – ψe), ψ0 (см вод. ст.) – капиллярное
давление влаги, при котором плотность распре-
деления вероятностей по значениям нормально-
распределенной случайной величины ln((ψ –
‒ ψe)/(ψ0 – ψe)) с нулевым генеральным средним
и стандартным отклонением σ достигает макси-
мального значения, ψ0 < ψe; n – экспоненциаль-
ный параметр: n = 

Для функций, которые описываются соотно-
шениями (3) и (4), воспользуемся обозначениями
соответственно: WRC-KT и RHC-MKT. В частном
случае при ψe = 0 функции WRC-KT и RHC-MKT
сводятся к моделям, предложенным Косуги
[17–20], которые обозначим соответственно
WRC-KT0 и RHC-MKT0.

В статье [9] представлена непрерывная ап-
проксимация соотношений (3) и (4) в классе эле-
ментарных функций:

(5)
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(6)

где ψe, α и n – те же параметры, что и в соотноше-
ниях (3) и (4).

Для функций, которые описываются соотно-
шениями (5) и (6), воспользуемся обозначениями
соответственно: WRC-НT и RHC-MT. В частном
случае при ψe = 0 функция WRC-НT сводится к
модели, предложенной Хаверкампом и соавтора-
ми [14], которую обозначим WRC-НT0. Для функ-
ции RHC-MT при ψe = 0 воспользуемся обозначе-
нием RHC-MT0. Стоит отметить, что пара функ-
ций WRC-НT0 и RHC-MT0 представляет собой
математически корректное решение задачи Ван
Генухтена в ее исходной постановке.

В статье [11] отмечается, что вопрос интерпрета-
ции мультипликативного параметра  функции (1)
требует дальнейших исследований. Действитель-
но, для этого параметра в литературе нередко
встречается весьма сомнительная интерпретация,
в соответствии с которой он представляет собой
величину, обратную давлению барботирования.
Как известно, под давлением барботирования по-
нимается такое капиллярное давление влаги, с
которого начинается вход воздуха при иссушении
изначально влагонасыщенной почвы, когда еще
выполняется равенство Se = 1. Нетрудно убедить-
ся, что для функции (1) при ψ = –1/α это равенство
не выполняется, поскольку: Se = 2–(1 – 1/n) и приме-
няется условие n > 1. Поэтому степень обоснован-
ности такой интерпретации представляется более
чем проблематичной. Проблему интерпретации
мультипликативного параметра α функции (1) как
величины, обратной давлению барботирования,
иллюстрируют и опытные данные, приведенные в
статье [11]. Отметим, что при точечной аппрокси-
мации этих данных с использованием функций (3)
и (5) величину давления барботирования может
адекватно учитывать аддитивный параметр ψe.

Значительная часть исследований по модели-
рованию гистерезиса Se(ψ) является развитием
двух известных разработок: (i) модели Скотта и
соавторов [33], а также (ii) модели Кула и Паркера
[16]. В первой модели используется функция
WRC-НT0; в основу второй модели положена
функция WRC-VG. Воспользуемся следующими
обозначениями: Hys-SHT0 – для модели Скотта
и соавторов; Hys-KPVG – для модели Кула и
Паркера.

Функция WRC-VG, применяемая в модели
Hys-KPVG, определена только на интервале ψ ≤ 0.
Но поскольку главные ветви иссушения и увлаж-
нения гистерезиса могут смыкаться при ψ > 0 (в
области вытеснения воздуха, защемленного в ту-
пиковых порах) [12, 13, 15], постольку функция

( )( )−
− − − θ < θ= π

 θ ≥ θ

2
1 81 (1 )exp , ;( )

1, ,

e e s
e s

s

S Sk S k n

WRC-VG принципиально не может в полной ме-
ре описать феномен гистерезиса.

Наряду с моделями Hys-SHT0 и Hys-KPVG в
данном исследовании рассматриваются еще три
математические модели гистерезиса. Для этих
моделей введем следующие обозначения: Hys-
SKT, которая основана на функции WRC-KT,
описываемой соотношением (3); Hys-SKT0, кото-
рая базируется на функции WRC-KT0, описывае-
мой соотношением (3) при ψe = 0; Hys-SHT, в ос-
нову которой положена функция WRC-HT, опи-
сываемая соотношением (5).

Во всех пяти обозначенных моделях расчет
сканирующих ветвей осуществляется по алгорит-
му, разработанному Скоттом и соавт. [33]. Для от-
меченных пяти моделей гистерезиса существует
возможность возникновения нежелательного ис-
кусственного (методического) “эффекта помпы”.
Эффект заключается в том, что при осцилляции ψ
в фиксированном интервале возможно пересече-
ние сканирующей и главной ветвей гистерезиса, а
также достижение величины Se физически абсурд-
ных значений. По мнению авторов данной статьи:
во-первых, пересекаться могут только сканирую-
щие ветви; во-вторых, от главных ветвей начина-
ются сканирующие (первичные) ветви, но на глав-
ных ветвях не могут заканчиваться сканирующие
ветви; в-третьих, между двумя точками пересече-
ния двух соседних в последовательной очередно-
сти сканирующих ветвей может образовываться
замкнутая петля; в-четвертых, в каждой точке на
любой ветви производная dSe/dψ принимает
только два значения, которые соответствуют вет-
вям иссушения и увлажнения. Можно предполо-
жить, что наиболее предпочтительным способом
предотвращения возникновения “эффекта пом-
пы” является применение условия равенства зна-
чений экспоненциального параметра n для ветвей
иссушения и увлажнения: nd = nw (здесь и далее
индекс d используется для ветвей иссушения, а
индекс w – для ветвей увлажнения).

Приведенные выше функции Se(ψ) и k(Se)/ks, а
также модели гистерезиса Se(ψ) сгруппируем в
три системы:

• система 1 (WRC-VG, RHC-MVG, Hys-KPVG);
• система 2 (WRC-KT, RHC-MKT, Hys-SKT

или WRC-KT0, RHC-MKT0, Hys-SKT0 для случая
ψe = 0);

• система 3 (WRC-HT, RHC-MT, Hys-SHT
или WRC-HT0, RHC-MT0, Hys-SHT0 для случая
ψe = 0).

В статье [9] на примере глинистой почвы 1006
Beit Netofa clay выявлено преимущество систем 2
и 3 перед системой 1 в отношении погрешностей
оценок функции k(Se)/ks, когда значения экспо-
ненциального параметра n для систем 2 и 3 оказа-
лись меньше единицы (напомним, что для си-
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стемы 1 используется ограничительное условие
n > 1). Но остается открытым вопрос: имеют ли
преимущество системы 2 и 3 перед системой 1,
когда значения экспоненциального параметра n
для систем 2 и 3 оказываются больше единицы?
Кроме того, предстоит ответить на следующие во-
просы:

• какая из сравниваемых систем имеет наи-
меньшую погрешность точечной аппроксимации
опытных данных о главных ветвях гистерезиса
водоудерживающей способности почвы;

• устраняется ли нежелательный искусствен-
ный (методический) “эффект помпы” при вы-
полнении условия nd = nw, влияет ли это условие
на погрешности оценок функции k(Se)/ks;

• какая из сравниваемых систем имеет наи-
меньшую погрешность оценок функции k(Se)/ks;

• какая из сравниваемых систем имеет наи-
меньшую погрешность оценок сканирующих вет-
вей гистерезиса Se(ψ);

• влияет ли использование аддитивного пара-
метра ψe на погрешности точечной аппроксима-
ции опытных данных о главных ветвях гистерези-
са водоудерживающей способности почвы, а так-
же на погрешности оценок функции k(Se)/ks и
сканирующих ветвей гистерезиса Se(ψ)?

Для получения ответов на эти вопросы далее
приведены результаты вычислительного экспери-
мента с использованием данных из авторитетного
литературного источника об опесчаненном су-
глинке 3501 Rubicon sandy loam из каталога Муале-
ма [24, 38]. Данная почва характеризуется следую-
щим распределением частиц по размерам: песок
(0.05–2.00 мм) – 65.2%; глина (0.002–0.05 мм) –
25.9%; ил (<0.002 мм) – 8.9%. Исследуемая почва
имеет плотность сложения, равную 1.35 г ⋅ см–3;
θs = 0.381 см3 ⋅ см–3; ks = 3.0 × 10–4 см ⋅ с–1.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Табл. 1 содержит параметры трех систем гид-

рофизических функций, идентифицированные
путем точечной аппроксимации опытных данных
о главных ветвях иссушения и увлажнения водо-
удерживающей способности почвы. Для варианта
nd ≠ nw приведены параметры, рассчитанные с
применением разработанных авторами компью-
терных программ SoilHydrophysics-v.1.0 и SoilHys-
teresis-v.1.0. Для варианта nd = nw приведены: па-
раметры системы 1 из статьи [16], а также пара-
метры систем 2 и 3 из статьи [34].

С применением параметров из табл. 1 проведе-
но исследование условия nd = nw для предотвра-
щения “эффекта помпы”. В качестве примера на
рис. 1 приведены результаты такого исследования
с использованием модели Hys-SHT. Стрелками
на рис. 1 изображены сценарии варьирования ве-
личины ψ. В зоне насыщения почвы влагой видно,
что при осцилляции ψ в фиксированном диапа-
зоне происходит последовательное асимптоти-
ческое приближение замкнутых петель, образован-
ных сканирующими ветвями. Однако в зоне иссу-
шения на рис. 1, A видно, что сканирующая ветвь
иссушения пересекает главную ветвь увлажне-
ния. Выполнение условия nd = nw при идентифи-
кации параметров приводит к устранению отме-
ченного пересечения, что подтверждает рис. 1, Б.

Условие nd = nw, устраняющее нежелательный
“эффект помпы”, можно признать обоснованным
при отсутствии существенных различий между
оценками k(Se)/ks, которые полученны с примене-
нием параметров, идентифицированных тремя
способами: во-первых, при использовании дан-
ных только об одной главной ветви иссушения;
во-вторых, при использовании данных только
об одной главной ветви увлажнения; в-третьих,
при использования данных об обеих главных

Таблица 1. Параметры трех систем гидрофизических функций почвы

Система 
функций

nd ≠ nw

θr, θs, ψe, d, ψ0, d, αd, ψe, w, ψ0, w, αw, nd, nw,

см3 · см–3 см3 · см–3 см вод. ст. см вод. ст. см вод. ст.–1 см вод. ст. см вод. ст. см вод. ст.–1 б/р б/р

1 0.1804 0.3810 – –86.65 0.0115 – –25.78 0.0388 6.266 3.311
2 0.1750 0.3810 –34.38 –90.50 0.0178 26.40 –34.86 0.0163 3.676 3.105
3 0.1728 0.3810 –36.37 –90.91 0.0183 24.19 –35.05 0.0169 3.668 3.117
2, ψe = 0 0.1840 0.3810 – –89.53 0.0112 – –30.77 0.0325 6.566 2.711
3, ψe = 0 0.1820 0.3810 – –89.66 0.0112 – –30.75 0.0325 6.794 2.731

nd = nw

1 0.1700 0.3810 – –73.53 0.0136 – –26.46 0.0378 3.301 3.301
2 0.1730 0.3810 –29.17 –93.03 0.0157 29.99 –35.58 0.0153 3.421 3.421
3 0.1750 0.3810 –18.05 –89.49 0.0140 26.99 –32.39 0.0168 3.679 3.679
2, ψe = 0 0.1886 0.3810 – –89.33 0.0119 – –26.95 0.0371 4.733 4.733
3, ψe = 0 0.1869 0.3810 – –89.45 0.0112 – –27.66 0.0361 4.724 4.724
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ветвях гистерезиса Se(ψ). На рис. 2 приведены
результаты вычислительного эксперимента по
точечной аппроксимации главных ветвей гисте-
резиса Se(ψ) и оцениванию значений k(Se)/ks,
выполненного тремя способами, для каждой из
сравниваемых систем гидрофизических функций
(при ψe ≠ 0 для систем 2 и 3).

Табл. 2 содержит погрешности точечной ап-
проксимации опытных данных о главных ветвях
гистерезиса Se(ψ), а также погрешности оценок
k(Se)/ks и сканирующих ветвей гистерезиса Se(ψ).

В дополнительных материалах на рис. S1 в ка-
честве примера представлены результаты вычис-

лительного эксперимента с моделью Hys-SКT по
точечной аппроксимации главных ветвей и оцени-
ванию сканирующих ветвей гистерезиса Se(ψ)
(сплошные кривые – результаты расчета, круглые
точки – данные о водоудерживающей способности
почвы). Кроме того, дополнительные материалы
содержат результаты выявления достоверных раз-
личий между погрешностями сравниваемых систем
в отношении: (i) точечной аппроксимации опыт-
ных данных о главных ветвях гистерезиса Se(ψ)
(табл. 3); (ii) оценок k(Se)/ks (табл. 4); (iii) оценок
сканирующих ветвей гистерезиса Se(ψ) (табл. 5).

Рис. 1. Осцилляция капиллярного давления влаги в фиксированных диапазонах с использованием Hys-SHT при
nd ≠ nw (А) и nd = nw (Б).
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Таблица 2. Корень квадратный из среднего арифметического квадратов отклонений результатов моделирования
от опытных данных (RMSE − root mean square error)

Вариант 
вычислительного 

эксперимента

nd ≠ nw nd = nw

системы гидрофизических функций почвы

1 2 3
ψe = 0

1 2 3
ψe = 0 ψe = 0

2 3 2 3

Идентификация пара-
метров по 74 точкам 
главных ветвей

0.0117 0.0080 0.0081 0.118 0.0111 0.0204 0.0090 0.0113 0.0185 0.0182

Оценка относительной 
гидравлической прово-
димости для 15 точек

nd

0.0396 0.0184 0.0205 0.0200 0.02420.0262 0.0167 0.0203 0.0347 0.0420
nw

0.0484 0.0273 0.0245 0.0496 0.0436
Оценка сканирующих 
ветвей увлажнения для 
33 точек

0.0154 0.0094 0.0101 0.0164 0.0166 0.0148 0.0057 0.0100 0.0212 0.0194

Оценка сканирующих 
ветвей иссушения: для 
26 точек

0.0255 0.0182 0.0183 0.0267 0.0250 0.0177 0.0181 0.0135 0.0301 0.0284

Оценка всех сканирую-
щих: для 129 точек 0.0205 0.0140 0.0143 0.0216 0.0208 0.0161 0.0127 0.0117 0.0255 0.0238
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлено описание зависимостей Se(ψ) и

k(Se)/ks в виде трех систем функций. В каждой си-
стеме используется соответствующий набор об-
щих параметров. Идентифицированы параметры
этих систем путем точечной аппроксимации дан-
ных о главных ветвях иссушения и увлажнения ги-
стерезиса водоудерживающей способности почвы.
Использованы литературные данные об опесча-
ненном суглинке 3501 Rubicon sandy loam [24, 38].
Выполнено построение петель гистерезиса при
осцилляции ψ в заданном диапазоне значений
для вариантов nd ≠ nw и nd = nw. Осуществлено оце-
нивание значений функции k(Se)/ks и сканирую-
щих ветвей гистерезиса Se(ψ) с использованием
трех систем функций. Для выявления различий
между погрешностями оценок применен крите-
рий Вильямса–Клута.

Из анализа результатов исследования вытека-
ют следующие выводы:

1. В отношении погрешностей точечной ап-
проксимации данных о главных ветвях гистерези-
са водоудерживающей способности почвы:

• в варианте nd ≠ nw система 1 достоверно усту-
пает системам 2 и 3 в случае использования пара-
метра ψe, при этом между системами 2 и 3 нет су-
щественных различий; система 3 достоверно пре-
восходит системы 1 и 2, если параметр ψe не
применяется (при ψe = 0), при этом между систе-
мами 1 и 2 нет существенных различий; использо-
вание параметра ψe достоверно уменьшает по-
грешности;

• в варианте nd = nw система 1 достоверно усту-
пает системам 2 и 3 в случае использования па-
раметра ψe, при этом система 2 превосходит си-
стему 3; сравниваемые системы являются нераз-
личимыми, если параметр ψe не применяется
(при ψe = 0); использование параметра ψe суще-
ственно уменьшает погрешность.

2. В отношении погрешностей оценок относи-
тельной гидравлической проводимости почвы:

• между погрешностями оценок, полученных с
использованием параметров, идентифицирован-
ных по данным только о главной ветви иссушения,
и погрешностями оценок, полученных с использо-
ванием параметров, идентифицированных по дан-
ным только о главной ветви увлажнения, не вы-
явлены достоверные различия ни для одной из
систем;

• между погрешностями оценок, полученных с
использованием параметров, идентифицирован-
ных по данным только о главной ветви иссушения,
и погрешностями оценок, полученных с использо-
ванием параметров, идентифицированных по дан-
ным об обеих главных ветвях, не выявлены досто-
верные различия ни для одной из систем;

Рис. 2. Точечная аппроксимация данных о главных
ветвях Se(ψ) и оценка значений k(Se)/ks с использова-
нием трех систем функций и параметров nd (А), nw (Б)
и при nd = nw (В): 1 – результаты расчета; 2 – данные
о водоудерживающей способности, 3 – данные об от-
носительной гидравлической проводимости почвы.
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• для систем 1 и 2 оценки, полученные с при-
менением параметров, идентифицированных по
данным об обеих главных ветвях, являются более
точными по сравнению с оценками, полученны-
ми с применением параметров, идентифициро-
ванных по данным только о главной ветви увлаж-
нения, если используется параметр ψe; однако
между погрешностями полученных таким обра-
зом оценок нет достоверных различий, если пара-
метр ψe не применяется (при ψe = 0);

• в варианте nd = nw система 1 достоверно усту-
пает системе 2 в случае использования параметра
ψe, при этом между системами 1 и 3, а также меж-
ду системами 2 и 3 нет существенных различий;
система 2 достоверно превосходит систему 3, если
параметр ψe не применяется (при ψe = 0), при
этом между системами 1 и 2 и между системами 1
и 3 нет существенных различий; использование
параметра ψe существенно уменьшает погрешно-
сти системы 3;

• отсутствие достоверных различий между по-
грешностями оценок, полученных с использова-
нием параметров, которые идентифицированы
тремя способами, свидетельствует о том, что за-
висимость k(Se)/ks не является гистерезисной в
отличие от сложной функции k(Se(ψ))/ks, в кото-
рой зависимость Se(ψ) является гистерезисной;

• погрешности оценок при значениях экспо-
ненциального параметра n систем 2 и 3, превыша-
ющих единицу, наряду с погрешностями ранее по-
лученных оценок при значениях этого параметра n
систем 2 и 3, которые оказались меньше единицы
[9], позволяют утверждать о достоверном преиму-
ществе систем 2 и 3 над системой 1.

3. В отношении погрешностей оценок скани-
рующих ветвей гистерезиса Se(ψ):

• в варианте nd ≠ nw система 1 достоверно усту-
пает системам 2 и 3 в случае использования па-
раметра ψe, при этом система 2 превосходит си-
стему 3; между системами 1 и 3 нет существенных
различий, если параметр ψe не применяется (при
ψe = 0), при этом системы 1 и 3 точнее системы 2;
использование параметра ψe достоверно умень-
шает погрешности;

• в варианте nd = nw система 1 достоверно усту-
пает системам 2 и 3 в случае использования пара-
метра ψe, при этом система 3 превосходит систему 2;
система 1 точнее систем 2 и 3, если параметр ψe не
применяется (при ψe = 0), при этом система 3 пре-
восходит систему 2; использование параметра ψe
достоверно уменьшает погрешности;

• нежелательный искусственный (методиче-
ский) “эффект помпы” устраняется при выпол-
нении условия nd = nw, при этом увеличения по-
грешностей оценок значений функции k(Se)/ks не
отмечается.

4. Мультипликативный параметр α системы 1
не является величиной, обратной давлению барбо-
тирования. Это давление описывается аддитивным
параметром ψe систем 2 и 3. Использование пара-
метра ψe: во-первых, достоверно уменьшает по-
грешности точечной аппроксимации опытных
данных о главных ветвях гистерезиса Se(ψ), а также
погрешности оценок значений функции k(Se)/ks и
сканирующих ветвей гистерезиса Se(ψ); во-вторых,
позволяет описать феномен гистерезиса во всем
диапазоне значений ψ, включая положительную
область, в которой, как правило, происходит вы-
теснение воздуха, защемленного в тупиковых по-
рах, на завершающем этапе насыщения почвы во-
дой и смыкаются главные ветви гистерезиса Se(ψ).

5. Оценивание значений функции k(Se)/ks си-
стемы 3 при ψe = 0 с применением параметров мо-
дели, которая предложена в статье [14], идентифи-
цируемых путем точечной аппроксимации данных
θ(ψ), представляет собой математически коррект-
ное решение задачи Ван Генухтена в ее исходной
постановке [39]. Достоинства систем 2 и 3 позволя-
ют рекомендовать эти системы к применению для
моделирования гидрофизических свойств почвы и
решения задач ирригационного земледелия. В си-
стеме 3 зависимости Se(ψ) и k(Se)/ks сформулирова-
ны в достаточно простом виде с использованием
элементарных математических функций; при этом
во многих случаях погрешности оценок, получен-
ных с применением систем 2 и 3, являются нераз-
личимыми. Поэтому авторы данной статьи отдают
предпочтение системе 3 (WRC-HT, RHC-MT, Hys-
SHT при nd = nw) с физически интерпретирован-
ным аддитивным параметром ψe.
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ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ МАТЕРИАЛЫ

Рис. S1. Точечная аппроксимация данных о глав-
ных ветвях, оценка сканирующих ветвей увлажнения с
использованием модели Hys-SKT:

пяти ветвей увлажнения при nd ≠ nw (a);

четырех ветвей иссушения при nd ≠ nw (b);

пяти ветвей увлажнения при nd = nw (c);

четырех ветвей иссушения при nd = nw (d).

Таблица S1. Сравнение погрешностей точечной ап-
проксимации опытных данных о главных ветвях ги-
стерезиса водоудерживающей способности почвы по
критерию Вильямса–Клута для доверительных веро-
ятностей 0.95 и 0.975.
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Таблица S2. Сравнение погрешностей оценок от-
носительной гидравлической проводимости почвы по
критерию Вильямса–Клута для доверительных веро-
ятностей 0.95 и 0.975.

Таблица S3. Сравнение погрешностей оценок ска-
нирующих ветвей гистерезиса водоудерживающей спо-
собности почвы по критерию Вильямса–Клута для до-
верительных вероятностей 0.95 и 0.975.
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Functional Description of Water-Retention Capacity and Relative Hydraulic 
Conductivity of the Soil Taking into Account Hysteresis

V. V. Terleev1, *, R. S. Ginevsky1, V. A. Lazarev1, A. G. Topaj2, and E. A. Dunaieva3

1Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, 195251 Russia
2LLC “Bureau Hyperborea”, St. Petersburg, 193312 Russia

3Federal State Budget Scientific Institution “Research Institute of Agriculture of Crimea”, Simferopol, 295543 Russia
*e-mail: Vitaly_Terleev@mail.ru

The aim of the study is to model the water-retention capacity and the relative hydraulic conductivity of the
soil as a capillary-porous medium, as well as to verify the proposed models in comparison with the most fa-
mous world analogues. This aim is achieved by solving the following tasks: 1) describing the hydrophysical
properties of the soil in the form of three systems of functions with corresponding sets of common parameters,
2) verification of these systems by evaluating the relative hydraulic conductivity and scanning branches of the
water-retention using parameters identified from the literature data on the main branches of the water-reten-
tion hysteresis for 3501 Rubicon sandy loam; 3) applying the equality of exponential parameter values in the
calculations of the drying and wetting branches of the water-retention hysteresis to eliminate the undesirable
artificial “pump effect”; 4) studying the influence of the additive parameter on the errors of the point approx-
imation of the data on the main branches of the water-retention, as well as on the errors of estimating the rel-
ative hydraulic conductivity and scanning branches of the water-retention hysteresis; and 5) revealing signif-
icant differences between the errors of these estimates according to the Williams-Kloot criterion for choosing
the best system of functions. In search of a solution to the problems of precision irrigated farming, such as
forecasting the moisture supply of crops and calculating precision irrigation rates, the use of the models pro-
posed by the authors seems to be preferable.

Keywords: mathematical model, point approximation, “pump effect”
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