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На основе полученного ранее решения транспортного уравнения впервые проведено аналитиче-
ское описание спектральных распределений по углу для заряженных частиц моноэнергетического
пучка после многократного рассеяния в веществе. Получена новая универсальная функция двумер-
ного распределения по углу для заряженных частиц при нормальном падении пучка на поверхность
образца, а также новые формулы для расчета наиболее вероятного угла отклонения для частиц, про-
шедших пленку вещества заданной толщины. Учтено влияние поверхности мишени на регистриру-
емые спектры выходящих из пленки частиц. Приведены результаты всесторонней проверки полу-
ченных соотношений на основе сопоставления модельных расчетов угловых распределений с экс-
периментальными спектрами электронов и протонов, взятыми из научных публикаций.
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ВВЕДЕНИЕ
Для современных нано-технологий и большо-

го числа количественных методов локальных ис-
следований, которые используют электронные и
ионные пучки, распределение заряженных ча-
стиц, прошедших пленку вещества, по углу явля-
ется одной из важнейших характеристик, опреде-
ляющих возможности проведения контролируе-
мого технологического воздействия на материал
и возможности изучения свойств материала с вы-
соким пространственным разрешением. Задача
по расчету таких спектральных распределений
решалась и решается либо на основе выбора под-
ходящей аппроксимирующей функции [1], либо с
применением различных моделей кратного и
многократного рассеяния [2–5], а также с ис-
пользованием метода Монте-Карло [6]. Все эти
подходы, в целом, как показано в работе [6], при-
водят к весьма близким друг другу результатам,
рассчитываемым угловым распределениям. В то-
же время истинные распределения угловых от-
клонений при многократном рассеянии заряжен-
ных частиц во всей области регистрации углов не-
сколько отличаются от рассчитываемых. При
угловых отклонениях, превышающих величину
полной ширины углового распределения на
половине максимума, истинное распределение
идет выше рассчитываемых. Это отмечалось еще

Р. Штернхеймером [7], и сохраняется поныне.
Другой недостаток связан с отсутствием единого
системного подхода при нахождении и расчете
базового параметра угловых распределений – уг-
ла наиболее вероятного отклонения θp частиц,
прошедших пленку: формул много, но точность
их не велика, и они не обеспечивают нужного со-
ответствия результатам, получаемым непосред-
ственно из измерений θp по экспериментальным
спектрам.

В данной работе представлены результаты ис-
пользования статистической модели многократ-
ного рассеяния работ [8–12] для описания дву-
мерного распределения заряженных частиц мо-
ноэнергетического пучка по углу их отклонения θ
от начального направления после прохождения
пленки вещества заданной толщины и при нор-
мальном падении на поверхность образца. Полу-
чена новая универсальная функция F(θ, θp) для
углового распределения прошедших частиц, а
также новые формулы для расчета наиболее веро-
ятного угла отклонения θp легких частиц (электро-
нов) и тяжелых (протонов). Приводятся результа-
ты всесторонней проверки полученных соотно-
шений на основе сопоставления проведенных
модельных расчетов угловых распределений с
экспериментальными спектрами угловых откло-
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нений электронов и протонов, взятых из научных
публикаций.

ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ F(θ, θp) 
ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ

В работе [10] при решении одномерного транс-
портного уравнения впервые была учтена зависи-
мость дифференциального сечения неупругого
рассеяния частиц от числа испытанных ими не-
упругих взаимодействий. Также было получено
решение транспортного уравнения F(ΔE, ΔEp), в
котором более полно учтена статистика дискрет-
ного процесса многократного рассеяния для пуч-
ка частиц. Соответствующее распределение элек-
тронов пучка с начальной энергией E0 по поте-
рянной энергии: ΔE = E0 – E и при наиболее
вероятной потере энергии ΔEp = E0 – Ep имеет вид:

(1)

где u = ΔE/ΔEp, umin = ΔEmin/ΔEp, ΔEmin – мини-
мальная суммарная потеря энергии, равная про-
изведению наиболее вероятной однократной по-
тери энергии ωp(1) на среднее число n неупругих
взаимодействий; A – нормировочный множи-
тель, b – коэффициент, учитывающий особенно-
сти распределения атомных электронов, равный 4
в тонких пленках, равный 1 в толстых мишенях.

В отличие от функции распределения потерь
энергии Ландау [13] функция (1) имеет два пер-
вых приближенных решения, которые предста-
вимы через элементарные функции. После разло-
жения ln k в ряд Грегори и последующего учета
вклада только первого члена разложения мы по-
лучаем функцию первого приближения реше-
ния (1) в виде:

(2)

Более полное, но и более громоздкое второе при-
ближение лишь незначительно меняет рассчиты-
ваемые по (2) распределения в области их “хво-
стов”. Проведенная в работах [10–12] проверка
показала широкие возможности и высокую эф-
фективность применения функции распределе-
ния (2) при описании энергетических спектров
потерь энергии заряженными частицами в про-
цессе многократного неупругого рассеяния.

Если абстрагироваться от конкретной пере-
менной ΔE и перейти к любой монотонно изме-
няющейся переменной, которую обозначим ε, то
выражение (2) может быть записано как

(3)
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где εp – наиболее вероятное значение перемен-
ной ε, а K – некоторая константа.

Эта функция представляет распределение ча-
стиц по переменной ε и описывает результат мно-
гократно повторяющего процесса через вероят-
ность отклонения переменной ε от своего наибо-
лее вероятного значения εp.

В случае многократного рассеяния заряжен-
ных частиц пучка при транспорте через пленоч-
ную мишень и при нормальном падении на по-
верхность образца распределение частиц F(θ, ϕ) в
пространстве зависит только от полярного угла θ
и не зависит от азимутального угла ϕ. Как след-
ствие, экспериментально регистрируемое рас-
пределение частиц строго симметрично относи-
тельно первоначального направления движения
частиц. Это позволяет применить функцию (3)
для описания двумерного процесса многократно-
го рассеяния. Пусть θ – угловое отклонение ча-
стицы от первоначального направления пучка
после прохождения пленки известной толщины x.
Тогда функция F(θ, θp) может быть получена
из (3) введением новой переменной θ = (ε – εp), а
также введением в знаменатель показателя экс-
поненты величины (θ + θp) вместо (θ + εp):

(4)

При малоугловых отклонениях, когда sinθ/θ ≈ 1,
значение параметра K определяется из очевидно-
го условия, что функция

при θ = θp имеет экстремум (максимум), в резуль-
тате получаем K = 0.75θp и имеем следующее вы-
ражение:

(5)

Выражение (5) описывает распределение заря-
женных частиц по углу θ в материале мишени и
характеризуется величиной параметра θp, кото-
рый применительно к процессу многократного
рассеяния представляет собой максимальный
угол однократного рассеяния частиц [8]. При ма-
лоугловом рассеянии это еще и угол наиболее ве-
роятного отклонения заряженных частиц, про-
шедших пленку вещества известной толщины.
Другой фундаментальный параметр одномодо-
вых распределений типа (5) – полная ширина на
половине максимума, который в дальнейшем бу-
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дем обозначать как Г. Какова взаимосвязь Г и θp
при рассеянии частиц пучка в образце? В рабо-
те [9] было установлено, что для функции (2) при
(ΔE = ΔEp) квадратный корень из знаменателя по-
казателя экспоненты, нормированный на  ра-
вен Г/(4ln2)1/2. Поэтому для углового распределе-
ния частиц выражения (5):

(6)

Это соотношение важно для правильного по-
нимания существующей для толстых пленок раз-
ницы между экспериментально измеренной ве-
личиной  спектрального распределения и ве-
личиной θp, которую необходимо использовать
при решении прямой задачи аналитического
описания этого же углового распределения, так
как для более точного измерения  (как прави-
ло) используется положение максимума функции
f = 2πsinθF(θ, θp) [14]. При расширении диапазо-
на регистрируемых угловых отклонений заряжен-
ных частиц, когда условие sinθ/θ ≈ 1 не соблюда-
ется, угловое положение максимума  не пред-
ставляет величину параметра θp углового
распределения частиц в выражении (5). Для ча-
стиц, прошедших пленку, толщина которой рав-
на или превышает транспортную длину частиц,
это приводит к тому, что  достигает своего
максимального значения, равного ≈38° [14], что
заметно меньше ожидаемого. Поскольку очевид-
но, что максимальное значение угла однократно-
го рассеяния θp в функции F(θ, θp) должно быть
равно углу в 45°. Именно тогда все направления
рассеяния для частиц становятся равновероятны-
ми, величина Г распределений перестает зависеть
от толщины пленки, а изменяется лишь общее
число регистрируемых первичных частиц.

Другой важный момент, который необходимо
учитывать при расширении диапазона угловых
отклонений заряженных частиц, это зависимость
вероятности выхода частицы из пленки от вели-
чины суммарного углового отклонения θ, кото-
рое частица приобрела в процессе многократного
рассеяния в мишени. Как показано в работе [8],
это может быть достигнуто путем учета угловой
зависимости коэффициента пропускания Ф(ξ)
поверхности мишени для частиц, выходящих из
пленки, и реализуется простым добавлением его
сомножителем в выражение (5). Окончательно
имеем:

(7)
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Здесь важно иметь в виду следующее, что распре-
деление F(θ, θp) частиц по углу θ описывает угло-
вое распределение потока частиц, вышедших из
мишени. Важное свойство полученного результа-
та – это распределение F(θ, θp) без Ф(ξ), то есть
выражение (5), представляет угловое распределе-
ние частиц внутри самой пленочной мишени.
И оно будет заметно отличаться от (7) при θ > 30–
35°. Поэтому внутри мишени число частиц, ис-
пытавших отклонение на большие углы, может
быть существенно больше, чем это следует из ре-
гистрируемого углового распределения. А это
важно учитывать при проведении технологиче-
ских воздействий на мишень пучками заряжен-
ных частиц, например, при электронной или
ионной литографии или при локальном ионном
легировании.

ЗАВИСИМОСТЬ θp ОТ ТОЛЩИНЫ 
ПЛЕНОЧНОЙ МИШЕНИ

Во многих физических приложениях теории
столкновений в качестве величины, характеризу-
ющей рассеяние заряженных частиц, фигурирует
интеграл:

который называется транспортным сечением.
Данный интеграл представляет собой усреднен-
ное по всем возможным угловым отклонениям
сечение взаимодействия первичных частиц с ве-
ществом. Для расчета транспортных сечений по
упругому каналу рассеяния электронов в данной
работе использовались результаты работы [15], а
для протонов – результаты работы [16]. Для рас-
чета транспортных сечений по неупругому каналу
рассеяния электронов использовались результа-
ты работы [17].

В случае малоуглового рассеяния частиц в ма-
териале с числом атомов в единице объема N0 из-
за независимости результата усреднения от ази-
мута ϕ:

Учитывая, что транспортная длина Ltr частиц
определяет величину пробега частиц, после кото-
рого все направления их движения становятся
равновероятными, и при этом Ltr по определению
равняется (N0σtr)–1, то имеем:

(8)
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С учетом того, что  где θmax – макси-
мальный угол однократного рассеяния [9], а так-
же что при x ≥ Ltr величина θp = θmax = π/4 [8], то
решением уравнения (8) будет:

(9)

В работе [8] эта формула была предложена для
электронов средних энергий, но без приведенно-
го выше обоснования. Проверка соотношения (9)
подтвердила линейную зависимость θp от толщи-
ны пленки x. Было также показано, что прошед-
шие через тонкие пленки (x < 0.25Ltr) электроны
пучка представляют собой совокупность двух
групп первичных электронов, каждая из которых
характеризуется своим угловым распределением,
описываемым аналитическим выражением (6).
Поэтому для пучка электронов формула (8) явля-
ется лишь базовой канвой. Все особенности ее
использования для электронных пучков подроб-
но изложены и обсуждены в работе [8]. Для про-
тонов и ионов непосредственное применение
формулы (8) затруднительно, так как транспорт-

ная длина по упругому каналу рассеяния  тяже-
лых частиц [16], как правило, существенно пре-
восходит глубину их проникновения R в материал
мишени. В тоже время, представляется очевид-
ным, что в конце пробега, когда частицы уже
практически полностью потеряли первоначаль-
ную кинетическую энергию направленного дви-
жения, их угловое распределение будет близко к
изотропному распределению. Величина энерге-
тического пробега Rp для пучка протонов с энер-
гией E0 (1 кэВ–10 МэВ) в мишени со средним
атомным номером Z и средней энергией возбуж-
дения J (по результатам работы [11]) может быть
рассчитана по следующей формуле:

(10)

где q – заряд электрона, me – масса электрона,
Mp – масса протона, β – фактор Лоренца, V0 – на-
чальная скорость пучка протонов;

Для протонов с энергией 10.3 МэВ в кремнии
 = 1.54 см [16], а Rp = 0.074 см; для протонов с

энергией 350 кэВ в золоте  = 5.03 мкм [16], а
Rp = 0.825 мкм; для протонов с энергией 50 кэВ в
никеле  = 1.33 мкм [16], а Rp = 0.306 мкм. По-
этому естественно допущение, что именно пара-
метр Rp для протонов (применительно к процес-
сам многократного рассеяния) можно определить
как то значение пробега пучка частиц в мишени,
при котором θp достигает своего максимума в 45°
(или π/4 радиан). В этой связи для них будет спра-
ведлива формула (8), но с заменой Ltr на Rp:

(11)

Простая формула (11) допускает простую про-
верку на основе имеющихся многочисленных
экспериментальных измерений параметра θp,
определенного из спектров угловых распределе-
ний протонов, прошедших пленку вещества из-
вестной толщины x, например, в работе [18]. По-
лученные результаты представлены в табл. 1.
Видно, что наблюдается соответствие рассчитан-
ных по формулам (10) и (11) значений θp с экспе-

риментальными измерениями этого параметра.
В табл. 1 приведены также и значения θp, рассчи-
танные по формулам работы [5]. Результаты тако-
го сравнения свидетельствуют о правильности
сделанного выше предположения о роли пара-
метра Rp при описании транспорта протонов в ве-
ществе и об очевидных достоинствах предлагае-
мого метода расчета параметра θp для функции уг-
лового распределения (7).

ПРОВЕРКА СООТВЕТСТВИЯ 
ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМ СПЕКТРАМ
Всесторонняя проверка полученных аналити-

ческих соотношений проведена на основе сопо-
ставления выполненных модельных расчетов угло-
вых распределений F(θ, θp) и f(θ, θp) = 2πsinθF(θ, θp)
с экспериментальными спектрами угловых от-
клонений протонов и электронов, взятыми из из-
вестных научных публикаций [14, 19–21]. Пред-
ставлен достаточно широкий набор материалов
(от алюминия до золота) и диапазон энергий E0
пучков протонов (от 30 кэВ до 10.3 МэВ). Резуль-
таты приведены на рис. 1–5. На рис. 1 представ-
лены результаты использования полученного в
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данной работе распределения (7) и формулы (11)
при расчете углового распределения пучка прото-
нов с E0 = 50 кэВ, прошедших пленку никеля из-
вестной толщины. Видно, что обеспечивается
адекватное соответствие расчетов и эксперимен-
та во всем регистрируемом угловом диапазоне.
Для сравнения возможностей различных подхо-
дов при описании одного и того же эксперимен-
тального спектра угловых отклонений протонов,
прошедших мишень известной толщины, на рис. 2
приведены данные, полученные из работы [6], и
представляющие рассчитанные угловые распре-
деления для таких же протонов и такой же мише-
ни, но по методикам многократного рассеяния и
методу Монте-Карло. Видно, что наблюдается
хорошее соответствие расчетов и моделирования
друг другу, но заметное отличие их от экспери-

ментального спектра, в том числе и по углу θp. На
рис. 3, 4 для сравнения с рассчитанными функци-
ями F(θ, θp) пунктирными линиями изображены
угловые распределения, соответствующие функ-
ции Гаусса, с θp, аналогичным использованным
при расчетах функции углового распределения (6).
Наглядно видно, насколько хорошо используе-
мое при выводе функции распределения (7) ре-
шение транспортного уравнения передает осо-
бенности физики дискретного процесса много-
кратного рассеяния. А именно: с ростом числа

Таблица 1. Экспериментально определенные и рассчитанные значения параметра θp для угловых распределений
пучка протонов с энергиями 200–500 кэВ после прохождения пленки золота толщиной 50 Å

№ E0, кэВ θp, угл. град,
эксперимент работы [18]

θp, угл. град, расчет 
по формулам данной работы

θp, угл. град, расчет 
по формулам работы [5]

1 200 0.56 ± 0.02 0.546 0.19

2 350 0.28 ± 0.02 0.273 0.11

3 500 0.20 ± 0.02 0.172 0.075

Рис. 1. Угловое распределение пучка протонов с E0 =
= 50 кэВ, прошедших пленку никеля толщиной

0.0225 мкм (Ltr = 1.334 мкм, Rp = 0.31 мкм,  =

= 3.27°,  = 3.33°): сплошная линия – расчет по по-
лученным формулам, s – эксперимент работы [21].
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Рис. 2. Угловые распределения пучка протонов с E0 =
= 50 кэВ, прошедших пленку никеля толщиной
0.0225 мкм. Взяты из работы [6] и представляют собой
рассчитанные угловые распределения по методикам
многократного рассеяния и методу Монте-Карло:
сплошная линия – расчет по методике многократного
рассеяния работы [5], s – расчет методом Монте-Карло
работы [6], ∆ – расчет по методике многократного рас-
сеяния работы [4], d – эксперимент работы [21].
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испытанных частицами взаимодействий проис-
ходит монотонное возрастание статистической
вероятности для них быть рассеянными на боль-
ший угол.

И наконец, рис. 5 приведен для того, чтобы
проиллюстрировать выше сказанное о том, поче-
му максимальное значение параметра  угло-
вых распределений электронов, измеренное на
толстых пленочных мишенях (x > Ltr) и равное
≈38° [14], всегда меньше расчетного максималь-
ного значения θp = 45°, используемого в данной
работе. На данном рисунке рассчитанные значе-
ния распределения F(θ)/F(0) в объеме пленки
изображены пунктирной линией, а значения рас-
пределения F(θ)/F(0) электронов, вышедших из
пленки, сплошной линией. Видно, что учет влия-
ния угловой зависимости коэффициента пропус-
кания Ф(ξ) на F(θ)/F(0) уменьшает θp углового
распределения примерно на 1.5°. В то же время по
определению и по способу измерения  являет-
ся угловым отклонением, при котором функция
f = 2πsinθF(θ, θp) достигает своего максимального
значения. В виду того, что в данном случае про-
цесс многократного рассеяния не является мало-
угловым и sinθ < θ, то более быстрое уменьшение
f с ростом угла θ приводит к смещению углового
положения максимума функции в сторону мень-
ших углов. На рис. 5 распределение f в объеме
пленки изображено штрихпунктирной линией, а
распределение f электронов, вышедших из плен-
ки, сплошной линией. Итоговый результат вы-
полненных расчетов: максимальное значение
распределения f пучка электронов, вышедших из
пленки, реализуется при θ = 37.5°. Открытыми
кружками на рис. 5 представлены эксперимен-
тально измеренные значения функции f, взятые

exp
pθ

exp
pθ

из работы [14]. Очевидно, что наблюдается хоро-
шее согласие расчетов, выполненных на основе
полученных распределений и формул, с экспери-
ментальными спектрами угловых отклонений
электронов.

Рис. 3. Угловое распределение пучка протонов с E0 =
= 30 кэВ, прошедших пленку золота толщиной 300 Å
(Rp = 0.169 мкм, θp ≈ 8°): сплошная линия – расчет по
полученным формулам; пунктир – функция Гаусса;
s – эксперимент работы [20].
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Рис. 4. Угловое распределение пучка протонов с E0 =
= 10.3 МэВ, прошедших пленку кремния толщиной
0.91 мкм в режиме “Random” (Ltr = 1.54 см; Rp =

= 0.0744 cм;  = 0.055°;  = 0.057°): сплошная
линия – расчет по полученным формулам; пунктир –
функция Гаусса; s – эксперимент работы [19].
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Рис. 5. Угловое распределение пучка электронов с
энергией 20 кэВ, прошедших пленку алюминия тол-

щиной x = 1.79 мкм (Ltr = 1.69 мкм;  = 45°):
сплошные линии, пунктир и штрих пунктир – расче-
ты функций F(θ, θp) и f(θ,θp) = 2πsinθF(θ,θp) по фор-
мулам данной работы; s – экспериментальные ре-
зультаты из работы [14].
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В результате использования статистической

модели многократного рассеяния и решения
транспортного уравнения получена новая функ-
ция, описывающая угловое распределение заря-
женных частиц после прохождения ими пленки
вещества заданной толщины при нормальном па-
дении моноэнергетического пучка на поверх-
ность образца. Определены формулы для расчета
базового параметра угловых распределений –
наиболее вероятного угла отклонения легких
(электроны) и тяжелых (протоны) частиц. Учтено
влияние поверхности образца на распределение
угловых отклонений, выходящих из образца за-
ряженных частиц. Проведенная проверка полу-
ченных соотношений показала исключительно
хорошее соответствие между выполненными
модельными расчетами и экспериментальными
результатами, полученными из научных публика-
ций, во всем регистрируемом диапазоне угловых
отклонений.
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The Angular Distribution of Charge Beam Particles under Multiple Scattering in Solids
N. N. Mikheev*

SMS IC RAS – Branch of the FSRC “Crystallography and Photonics” RAS, Kaluga, 248640 Russia
*e-mail: kmikran@spark-mail.ru

The task of the analytical description of the charge beam particles angular distribution under multiple scat-
tering have been solved on the basis of the usage of the transport equation decision. The new universal func-
tion of the charge beam particles angular distribution in bulk material under normal incidence has been ob-
tained. New formulas have been obtained for calculating the most probable deflection angle of light (elec-
trons) and heavy (protons) particles that have passed a film of a substance of a given thickness. The effect of
influence of the interface transmission coefficient on the recorded spectra of particles emerging from the film
was taken into account. The obtained relationships were checked on the basis of a comparison of model cal-
culations of the angular distributions with experimental spectra of electrons and protons taken from scientific
publications. It is shown that the calculations are in good agreement with experimental results in the entire
range of recorded angular deviations of particles.

Keywords: elastic and inelastic multiple scattering of charge particles, the angular distribution function, the
transport equation decision, the most probable particles deflection angle, transport cross section and trans-
port length of charge particles, protons depth run.
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