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Проведено сопоставление результатов двумерного и трехмерного моделирования процесса возбуж-
дения рентгеновского излучения при электронно-зондовом микроанализе методом Монте-Карло.
Сопоставление выполнено на примере описания распределения рентгеновского излучения в мише-
нях из чистых элементов Cu, Ag и Au, представляющих интерес при исследовании минералов золо-
торудных месторождений. Сопоставлены поправки на поглощение, рассчитанные с помощью мо-
делей Монте-Карло для двумерной и трехмерной картины распределения рентгеновского излуче-
ния по глубине образца. Для электронов с энергией около 3 кэВ и более результаты расчета фактора
поглощения при двумерном моделировании удовлетворительно согласуются с результатами расче-
тов при трехмерном моделировании. Построены функции радиального и латерального распределе-
ния рентгеновского излучения в образце, характеризующие пространственное разрешение элек-
тронно-зондового микроанализа. Получены аппроксимации, позволяющие оценить разрешение
для элементов, которые, как правило, определяются по аналитическим линиям K-серии, и некото-
рых элементов, которые определяются по линиям L-серии.
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ВВЕДЕНИЕ

Для оценки зависимости интенсивности рент-
геновского излучения, возбужденного сфокуси-
рованным пучком электронов, начиная с 1960-х го-
дов получил распространение метод Монте-Кар-
ло, который позволяет моделировать траектории
электронов в веществе и выполнять оценку влия-
ния матрицы на результаты определения состава
микровключений при рентгеноспектральном элек-
тронно-зондовом микроанализе (РСМА) [1, 2] и
растровой электронной микроскопии (РЭМ) [3–5].
Обзор некоторых моделей Монте-Карло для
РСМА и РЭМ приведен, например, в работах [6],
[1], [7]. Среди ранних работ, на наш взгляд, следу-
ет отметить публикацию Лава, Кокса и Скотта [8]
со ссылкой на отчет Кердженвена и Данкамба
(1971) [9]. В основу модели [8] положено прибли-
жение непрерывного замедления электронов

вдоль траектории, учитывающее неупругие взаи-
модействия электронов, при этом изменение на-
правления траекторий электронов происходит в
результате упругих столкновений. За последние
два десятилетия появились более совершенные
версии моделей Монте-Карло, которые положе-
ны в основу программного обеспечения для мо-
делирования процессов взаимодействия электро-
нов с веществом при РСМА и РЭМ (PENEPMA
[10, 11], CASINO [12–14], DTSA-II [15, 16]). Со-
временные модели включают в себя более деталь-
ное описание упругих и неупругих взаимодей-
ствий электронов, а геометрические условия воз-
буждения рентгеновского излучения и измерения
аналитического сигнала в новых моделях пред-
ставлены в более совершенной форме, чем в мо-
дели [8]. Тем не менее, простая полуэмпириче-
ская модель [8] не потеряла свою актуальность и
позволяет удовлетворительно описать функцию
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распределения рентгеновского излучения по глу-
бине образца ϕ(ρz), которая определяет влияние
матрицы на аналитический сигнал, причем в
этом случае расчеты могут быть выполнены без
использования специализированного программ-
ного обеспечения в широкодоступном решении
MS Excel [17].

Модель [8] является квазиодномерной, то есть
учитывает только одну пространственную коор-
динату z в глубину образца. В работе [17] эта мо-
дель была дополнена: были учтены две простран-
ственные координаты. Несмотря на то, что дву-
мерная модель является приближенной, она
позволила качественно описать зависимость ин-
тенсивности аналитического сигнала от размера
включений самородного золота в гомогенной
сульфидной матрице. Позже сопоставимые ре-
зультаты были получены и при трехмерном моде-
лировании [18], в основу которого была также по-
ложена модель [8]. Геометрия возбуждения рент-
геновского излучения при РСМА и РЭМ имеет
аксиальную (цилиндрическую) симметрию. С этой
точки зрения достаточно двух координат для опи-
сания картины взаимодействия электронов с ве-
ществом: радиальной координаты (т.е. расстоя-
ния от центра падающего пучка) и координаты
глубины в образце.

В данной работе проведено сопоставление
двумерной и трехмерной модели на примере опи-
сания распределения рентгеновского излучения в
образце с начальной энергией электронов 20 кэВ
при определении золота, серебра, меди и некото-
рых других элементов, энергии излучения кото-
рых лежат в области более 3 кэВ. Эти элементы
представляют интерес при исследовании включе-
ний в сульфидных минералах золоторудных ме-
сторождений [19].

МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРАЕКТОРИЙ 
ЭЛЕКТРОНОВ В ВЕЩЕСТВЕ МЕТОДОМ 

МОНТЕ-КАРЛО
Модель [8] основана на приближении непре-

рывного торможения, в котором потери энергии
электронов описываются формулой Бете:

(1)

где E – энергия электрона (кэВ), s – длина пробе-
га вдоль траектории в мкм; ρ – плотность веще-
ства мишени (г/см3), Z и A – атомный номер и
атомная масса элемента вещества, J – средний
потенциал ионизации атома, который в прибли-
жении Вильсона равен J = 11.5Z (эВ) [20].

Траектория электрона разбивается на N рав-
ных интервалов Δs = smax/N, где smax – максималь-
ный траекторный пробег, рассчитанный по
формуле (1). В узлах траекторий на границах ин-
тервалов происходит изменение направления

( )1 11667.85 ln , кэВ мкм,dE Z E
ds A E J

= − ρ

движения в результате упругого рассеяния. Энер-
гия электрона в i-той точке траектории, соответ-
ствующей границе интервала, определяется с по-
мощью процедуры численного решения уравне-
ния (1). Такая простая модель в приближении
непрерывного замедления позволяет удовлетво-
рительно описать возбуждение рентгеновского
излучения электронами с энергией больше 1 кэВ
[21, 22].

Упругое рассеяние электронов описывается
формулой Резерфорда [8], [23, 24]:

(2)

где β – угол рассеяния, p – прицельный параметр
(минимальное расстояние между прямой, совпа-
дающей с направлением движения электрона до
акта рассеяния, и рассеивающим ядром). Значе-
ние b в Å рассчитывается из величин фундамен-
тальных постоянных и численно равно b = 1.44 ×
× 10−2 × Z/E [8, 9], где энергия E выражена в кэВ.

Одним из преимуществ модели [8] является
тот факт, что она является полуэмпирической:
пространственное распределение излучения в об-
разце определяется только параметром p0, кото-
рый может быть откалиброван путем сравнения
результатов расчетов фактора обратного рассея-
ния методом Монте-Карло с экспериментальны-
ми данными Данкамба и Рида [25–27]. Параметр p0

подбирается таким образом, чтобы обеспечить ми-
нимальное отклонение фактора обратного рассея-
ния, рассчитанного метом Монте-Карло по числу
электронов, покинувших образец, с формулами
Данкамба−Рида, которые используются в про-
граммном обеспечении микроанализаторов.

2D-Моделирование

Ранее в работе [17] мы использовали двумер-
ный аналог трехмерной модели [8] для построе-
ния зависимости интенсивности рентгеновского
излучения от размера микровключения в гомо-
генной матрице. В этом случае прицельный пара-
метр p разыгрывается в интервале (−p0, +p0):

(3)

где ξ – случайное число, равномерно распреде-
ленное в интервале (0, 1), p0 – максимальный
прицельный параметр.

Координаты точек, соответствующих грани-
цам интервалов, на которых происходит измене-

ctg( 2 ) 2 ,p bβ =

0 02 ,p p p= − + ξ
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ние направления движения электрона, определя-
ются в соответствии с выражениями:

(4)

В начале траектории угол между нормалью и
направлением движения электрона βN = 0. Рассе-
яние начинается на границе поверхности образца
при энергии падающих электронов E0, соответ-
ствующей ускоряющему напряжению электрон-
ного зонда. Угол βi для i ≥ 0 рассчитывается при
использовании выражения (2). Для второго и по-
следующих интервалов траектории угол между
нормалью и направлением движения электрона
представляет собой сумму углов βi для всех
предыдущих узлов. Энергия электрона Ei в i-й
точке траектории определяется численным реше-
нием уравнения:

(5)

которое представляет собой конечноразностную
аппроксимацию выражения (1). Так как целью
моделирования является оценка области генера-
ции рентгеновского излучения в образце, расчет
траектории электрона прекращается, если он по-
кидает образец (при zi < 0) или если энергия элек-
трона становится меньше энергии Eq ионизации
q-уровня выбранного элемента. Пример расчет-
ных траекторий электронов для точечного зонда
при E0 = 20 кэВ приведен на рис. 1.
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3D-Моделирование
На рис. 2 приведена общая схема части траек-

тории электрона в образце при проведении
3D-моделирования.

Направляющие косинусы первого рассеяния
на границе среды определяются из выражений [28]:

(6)

где угол β вычисляется по формуле Резерфорда, а
угол ϕ равномерно распределен в интервале (0, 2π),
φ = 2πξ, ξ ∈ (0, 1) – случайное число.

Направляющие косинусы для второго и после-
дующих интервалов траектории определяются из
выражений:

(7)

= β φ υ = β φ ω = βsin cos , sin sin , cos ,u

[ ]

[ ]
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2 0.5
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(1 )

' cos (1 ) sin cos .

u u u

u

β= β + ω ϕ − υ ϕ
− ω

βυ = υ β + υω ϕ + ϕ
− ω

ω = ω β − − ω β ϕ

Рис 1. Расчетные траектории электронов при точечном зонде: (а) для меди; (б) для серебра; (в) для золота.
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Рис. 2. Схема движения электрона при проведении
РСМА и РЭМ.

Электрон
зонда

dn = (u, �, �)

dn+1 = (u', �', �')

�

rn+1

z

y
x

�



40

ПОВЕРХНОСТЬ. РЕНТГЕНОВСКИЕ, СИНХРОТРОННЫЕ И НЕЙТРОННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  № 3  2020

ТАТАРИНОВ, КУЗАКОВ

На рис. 2 dn = (u, υ, ω) и dn + 1 = (u', υ', ω') при-
ведены направляющие косинусов до и после рас-
сеяния соответственно. Координата точки r =
= (xn, yn, zn), соответствующей границе между ин-
тервалами рассеяния, определяется из выражения:

(8)

Прицельный параметр разыгрывается в соот-
ветствии с выражением:

(9)
Угол рассеяния определяется из выражения (2) и
азимутальный угол предполагается равновероят-
ным в интервале (0, 2π).

Описанный алгоритм вычислений был реали-
зован на языке C# в авторской Программе для
моделирования процессов взаимодействия элек-
тронов с веществом “Герон” [29] для операцион-
ной системы Windows. Программа предполагает
использование операторов вращения для ортов
друг относительно друга последовательно без
преобразования основного базиса. Данный прин-
цип позволяет существенно упростить расчет тра-
екторий электронов в образце и является полным
аналогом последовательных расчетов рассеяния и
азимутального вращения вектора перемещения
электрона в рамках модели Монте-Карло. Траек-
тории электронов были поделены на 200 интерва-
лов, расчеты проводились по 5 тыс. траекторий.
Точность решения уравнения Бете и поиска p0 за-
давалась равной 0.001, что обеспечило погреш-
ность счета для оценки фактора обратного рассе-
яния на уровне 0.03% и менее.

СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
2D- И 3D-МОДЕЛИРОВАНИЯ

Были построены функции распределения
рентгеновского излучения по глубине образца
ϕ(ρz) с помощью 2D- и 3D-моделей. Функция

+ = + Δ d1 .n n nr r s

0 .p p= ξ

ϕ(ρz) представляет собой зависимость числа
ионизаций q-уровня элемента от глубины в об-
разце. В выбранном i-м слое Δzi число ионизаций
(ΔN)i будет равно:

(10)
где ni = ρNA/A – число атомов в единице объема
вещества; NA – число Авогадро, A – атомная мас-
са, Δs – пробег электрона в слое толщиной Δz.

В каждом интервале по глубине в образце рас-
считывается поглощение рентгеновского излуче-
ния: exp(−χρz), где χ = (μ/ρ)cosecθ, (μ/ρ) – мас-
совый коэффициент поглощения излучения ана-
литической линии выбранного элемента, θ – угол
отбора излучения (θ = 40° для большинства мик-
роанализаторов), z – глубина. Фактор поглоще-
ния может быть выражен через функцию ϕ(ρz) [1]:

(11)

Фактор ƒ(χ), рассчитанный методом Монте-
Карло, сравнивался со значением, полученным по
формуле Филибера с параметрами Гейнриха [20]:

(12)

На рис. 3 приведены функции ϕ(ρz), построен-
ные по 2D- и 3D-моделям для Cu, Ag и Au при E0 =
= 20 кэВ, а в табл. 1 соответствующие им поправ-
ки на поглощение.

Из табл. 1 и рис. 3б видно, что для относитель-
но низкой энергии AuMα-линии расчеты по
2D-модели приводят с существенному заниже-

Δ = Δ( ) ( ) ,i i iN nQ U s

( )
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χ =

ϕ ρ ρ
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−

Рис. 3. Сопоставление функций ϕ(ρz), построенных с помощью 3D- и 2D-моделей Монте-Карло: (а) для CuKα, AgLα;
(б) для AuLα, AgMα.
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нию фактора поглощения. Несмотря на то, что на
рис. 3 все кривые ϕ(ρz) для 2D-модели системати-
чески занижены и имеют смещение пиков по
сравнению с кривыми для 3D-модели, интегри-
рование функций ϕ(ρz) для 2D- и 3D-моделей со-
гласно данным в табл. 1 приводит к близким зна-
чениям ƒ(χ). Таким образом, для энергий около
3 кэВ и более не наблюдается существенного от-
личия при моделировании распределения рентге-
новского излучения по глубине образца в 2D и в 3D.

Расчеты, проведенные с помощью описанной
3D-модели, были сопоставлены с литературными
данными Вернера [7], Паквуда и Брауна [30, 31].
Из рис. 4 видно, что функции ϕ(ρz), построенные
методом Монте-Карло, имеют незначительное
смещение по сравнению с эмпирическими дан-
ными, но площадь под графиком и характер пове-
дения ϕ(ρz) находятся в согласии с ранее опубли-
кованными данными.

ОЦЕНКА ЛАТЕРАЛЬНОГО 
И РАДИАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

При проведении анализа тонкодисперсных
включений микронных и субмикронных разме-
ров часть электронов зонда может попадать не
только на анализируемую частицу, но и на окру-
жающую ее матрицу, что существенно искажает
результаты определения состава включений.

В этом случае для описания распределения рент-
геновского излучения в образце построения
функции ϕ(ρz) недостаточно, поскольку размер
таких включений часто сопоставим с областью
генерации рентгеновского излучения в образце.
Для оценки локальности анализа мы строили
функции латерального и радиального распреде-
ления рентгеновского излучения в образце, кото-
рые характеризуют разрешение количественного
анализа. Латеральное распределение по оси x в
двумерном случае должно отличаться от радиаль-
ного распределения в трехмерном случае, по-
скольку для трехмерного случая распределение
на плоскости x–z является лишь проекцией ради-
ального распределения на эту плоскость.

На рис. 5 приведены зависимости относитель-
ной интенсивности рентгеновского излучения I
от расстояния l до точки измерения относительно
центра падающего пучка электронного зонда для
AuLα-линии, полученные при моделировании
методом Монте-Карло.

Из рис. 5 видно, что латеральное и радиальное
распределение сходятся к нулевому значению ин-
тенсивности при близких значениях l, следова-
тельно, оба распределения должны приводить к
сопоставимым оценкам разрешения электронно-
го зонда.

Таблица 1. Сопоставление поправок на поглощение для 2D- и 3D-моделей

Линия Энергия, кэВ ƒ(χ)Phil
Расчет ƒ(χ) методом Монте-Карло Δƒ(χ)

2D–3D2D 3D

CuKα 8.048 0.987 0.987 0.985 0.002
AgLα 2.984 0.859 0.823 0.845 0.022
AuLα 9.713 0.977 0.963 0.966 0.003
AuMα 2.125 0.758 0.627 0.731 0.104

Рис. 4. Сопоставление функций ϕ(ρz), построенных методом Монте-Карло, с литературными данными: (а) в прибли-
жении непрерывного замедления (CSDA) для Si Kα при E0 = 10 кэВ [7]; (б) для Cu Kα при E0 = 20 кэВ [30, 31].
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В книге Рида [20] приведена формула для
оценки разрешения электронного зонда для меди:

(13)( )1.5 1.5
00.077 , мкм.qd E E= − ρ

Экспериментально установлено, что простран-
ственное разрешение количественного анализа
может быть определено путем оценки размера об-
ласти, содержащей 99% генерируемого излуче-
ния, и эта область должна быть примерно в три
раза больше, чем оценка по выражению (13) [20].
На рис. 6 приведены латеральные распределения
для AuLα-, AgLα-, и CuKα-линий. Выделенные
точки на графиках соответствуют границе обла-
сти латерального распределения l99, на которую
приходится 99% интенсивности рентгеновского
излучения.

Поскольку латеральные распределения на рис. 6,
были построены от центра падающего пучка
электронов, а в отрицательной области значений l
график имеет симметричный вид, разрешение
количественного анализа может быть определено
как удвоенное расстояние l99. Используя данные
латеральных распределений для элементов с Z от
11 до 34, полученных при моделировании мето-
дом Монте-Карло при E0 = 20 кэВ для точечного
зонда, мы получили аппроксимацию, позволя-
ющую оценить разрешение количественного
РСМА в зависимости от атомного номера Z для
элементов, которые, как правило, определяются
при проведении РСМА по аналитическим лини-
ям K-серии:

(14)

На рис. 7 приведен график зависимости 2l99 от
Z для элементов, которые определяются по лини-
ям K-серии при E0 = 20 кэВ. Кривая соответствует
аппроксимации по формуле (14) с коэффициен-
том корреляции 0.998, а точки на графике соот-
ветствуют расчетам методом Монте-Карло.

Для аналитических линий L-серии расчеты ла-
теральных распределений методом Монте-Карло
проводились в диапазонах Z от 44 до 50 и от 74
до 82, в которых расположены элементы, пред-
ставляющие интерес при исследовании минера-
лов золоторудных месторождений. Была получе-
на аппроксимация с коэффициентом корреляции
0.998, которая позволяет определить простран-
ственное разрешение РСМА для данных эле-
ментов:

(15)

В табл. 2 приведены значения пространствен-
ного разрешения, рассчитанные методом Монте-
Карло по границе l99 и по формулам (14) и (15),
для некоторых элементов, представляющих инте-
рес при исследовании тонкодисперсных включе-
ний самородного золота, серебра и элементов
платиновой группы в минералах золоторудных
месторождений. Из табл. 2 видно, что отклонение
расчетов методом Монте-Карло от аппроксима-
ций (14) и (15) не превышает 0.2 мкм.

( ) ( )0.5 1.5 1.5
99 02 0.00394 , мкм.qKl Z E E= −

( ) ( )0.7 1.5 1.5
99 02 0.00159 , мкм.qLl Z E E= −

Рис. 5. Сопоставление латерального распределения в
2D и радиального распределения в 3D для AuLα при
E0 = 20 кэВ для точечного зонда.
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Рис. 6. Сопоставление латеральных распределений
для AuLα, AgLα, и CuKα при E0 = 20 кэВ для точечно-
го зонда.
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Пространственное разрешение для объемного
зонда по сравнению с точечным зондом увеличи-
вается на величину диаметра зонда, что подтвер-
ждается результатами построения латеральных
распределений для зондов с различным диамет-
ром падающего пучка на рис. 8. Для каждого типа
зонда усреднение интенсивности проводилось по
9 тыс. траекториям электронов с одинаковым
пространственным интервалом между точками
расчета интенсивности.

Таким образом, для оценки локальности коли-
чественного РСМА к величине 2l99 необходимо
прибавить диаметр зонда. Полученное значение
позволяет оценить минимальный размер тонко-
дисперсных включений, при котором они могут
быть проанализированы без захвата элементов
матрицы при условии, что электроны зонда будут
сфокусированы в пятно, расположенное по цен-
тру анализируемого включения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результаты моделирования процессов возбуж-
дения рентгеновского излучения в образце при
проведении РСМА с использованием специали-
зированного программного обеспечения свиде-
тельствуют о том, что для расчета поправок на по-
глощение для линий элементов с энергией около
3 кэВ и более можно использовать двумерную мо-
дель Монте-Карло. Двумерная модель значитель-
но проще в реализации и может быть запрограм-
мирована в широкодоступном MS Excel. Несмотря
на то, что при построении функции распределе-
ния рентгеновского излучения по глубине образ-
ца наблюдается смещение максимумов ϕ(ρz) при
проведении расчетов по 2D-модели, результаты
интегрирования функции ϕ(ρz) существенно не
отличаются при 2D- и 3D-расчетах.

Функции латерального и радиального распре-
деления рентгеновского излучения, построенные
в ходе моделирования методом Монте-Карло,
позволяют оценить пространственное разреше-
ние количественного анализа. Построены ап-
проксимации, позволяющие оценить разрешение
РСМА в зависимости от атомного номера для
элементов, определяемых по аналитическим ли-
ниями K-серии, и некоторых элементов, опреде-
ляемых по линиям L-серии, которые представляют
интерес при изучении тонкодисперсных включе-
ний самородного золота, серебра и элементов
платиновой группы в минералах золоторудных
месторождений.

БЛАГОДАРНОСТИ

Исследования выполнены при финансовой под-
держке РФФИ. Создание программного обеспечения
и моделирование проводились в рамках научного про-

Таблица 2. Расчет пространственного разрешения РСМА при E0 = 20 кэВ для точечного зонда

Z ρ, г/см3 Линия Eq, кэВ smax, мкм 2l99, мкм (2l99)K,L, мкм Δ(2l99), мкм

29 8.92 CuKα 8.979 1.76 1.34 1.33 0.01
34 4.79 SeKα 12.658 3.64 1.08 1.02 0.06
44 12.41 RuLα 2.838 1.50 1.96 1.91 0.05
45 12.41 RhLα 3.004 1.51 1.94 1.93 0.01
46 12.02 PdLα 3.173 1.58 1.92 1.95 0.03
47 10.50 AgLα 3.351 1.81 1.89 1.95 0.06
76 22.59 OsLα 10.871 1.09 1.81 1.77 0.04
77 22.65 IrLα 11.215 1.09 1.72 1.73 0.01
78 21.45 PtLα 11.564 1.16 1.80 1.69 0.11
79 19.32 AuLα 11.919 1.29 1.74 1.64 0.10
80 13.55 HgLα 12.284 1.86 1.41 1.55 0.14
82 11.34 PbLα 13.035 2.26 1.52 1.48 0.04

Рис. 8. Латеральные распределения рентгеновского
излучения для объемных электронных зондов раз-
личных диаметров.
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Evaluation of the Characteristics of the Excitation of X-Ray Radiation under the Effects 
of an Electron Probe Using 2D- and 3D-Modeling by the Monte Carlo Method

V. V. Tatarinov1, *, A. S. Kuzakov2

1Vinogradov Institute of Geochemistry, Siberian Branch of the Russian Academy of Science, Irkutsk, 664033 Russia
2Irkutsk Branch of Institute of Laser Physics, Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences, Irkutsk, 664033 Russia

*e-mail: tatarinov@igc.irk.ru

The article compares the results of two-dimensional and three-dimensional modeling of the process of X-ray
excitation during electron probe microanalysis by Monte Carlo method. The study was carried out using the
example of describing the distribution of X-ray radiation in pure elements Cu, Ag and Au, which are of inter-
est in the study of minerals in gold ore deposits. The absorption corrections calculated using Monte Carlo
models for two-dimensional and three-dimensional X-ray distribution over the depth of the sample are com-
pared. For electrons with an energy of about 3 keV and more, the results of calculating the absorption factor
in two-dimensional modeling are in satisfactory agreement with the results of calculations in three-dimen-
sional modeling. The functions of radial and lateral distribution of X-ray radiation in the sample character-
izing the spatial resolution of electron probe microanalysis are constructed. Approximations are obtained that
allow one to estimate the resolution for the elements, which, as a rule, are determined by the analytical lines
of the K-series, and some elements, which are determined by the lines of the L-series.

Keywords: X-ray electron probe microanalysis, scanning electron microscopy, simulation, Monte Carlo,
X-ray excitation, sample depth distribution, lateral distribution, radial distribution, spatial resolution.
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