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Для двумерных электронных систем без затвора, а также входящих в канал полевого транзистора,
вычислены законы дисперсии ω(k) бернштейновских мод. Эти моды представляют общий вид маг-
нитоплазменных колебаний в таких системах. Установлены особенности законов дисперсии, вклю-
чающие их параметризацию в координатах (kRc, ω/ωc) и немонотонную зависимость с универсаль-
ными положениями минимумов, определяемыми нулями функций Бесселя и целыми числами.
Здесь ω – круговая частота мод, ωc – циклотронная частота электронов, k – волновой вектор маг-
нитоплазменной волны и Rc – циклотронный радиус электрона. Результаты расчета качественно
согласуются с представленными экспериментальными данными о резонансном микроволновом
поглощении, индуцированном в двумерной электронной системе гетероструктуры GaAs/AlGaAs
поверхностными акустическими волнами. Проведено сравнение вычисленных законов дисперсии
с широко известным спектром магнитоплазмонов и отмечено их частичное совпадение. Показано,
что поглощение электромагнитных волн с волновым вектором k, лежащим в плоскости двумерной
системы, имеет максимумы на линиях дисперсии бернштейновских мод, причем эти максимумы име-
ют наибольшую амплитуду на участках ветвей дисперсии, близких к спектру магнитоплазмонов.
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ВВЕДЕНИЕ
В двумерных электронных системах спектр

магнитоплазменных волн формируют бернштей-
новские моды [1, 2] с частотами в диапазоне между
гармониками циклотронного резонанса и щелями
вблизи этих гармоник. Первоначально предска-
занные [1] для классической плазмы в отсутствие
рассеяния электронов бернштейновские моды на-
блюдались в самых разных системах, включая
установки термоядерного синтеза [3], а также ре-
гистрировались в спектрах космического излуче-
ния [4]. В двумерных электронных системах
фрагменты закона дисперсии этих мод формиру-
ют широко известный спектр магнитоплазмонов:

(1)
Здесь ωc = eB/m*c – циклотронная частота элек-
тронов с эффективной массой m* в магнитном
поле с индукцией B, перпендикулярном двумер-
ной электронной системе, VF – фермиевская ско-
рость электронов в вырожденной двумерной
электронной системе, k – волновой вектор маг-
нитоплазмона, εeff(k) – эффективная диэлектри-
ческая проницаемость среды вокруг двумерной
электронной системы, в которую проникает

электрическое поле магнитоплазмона. Резонанс-
ному поглощению электромагнитного излучения
магнитоплазмонами в двумерной электронной
системе посвящено множество исследований
(например, [5]). Выражение (1), однако, справед-
ливо только в ограниченном диапазоне волновых
векторов и на удалении от гармоник циклотрон-
ного резонанса. Наиболее убедительной идентифи-
кацией бернштейновских мод является их наблюде-
ние вне области применимости этого выражения.
Такие наблюдения [6, 7] были осуществлены при
достаточно больших абсолютных значениях волно-
вого вектора, для чего на поверхность полупро-
водника наносили периодическую систему метал-
лических полосок с малым периодом, определяю-
щую волновой вектор возбуждаемой излучением
магнитоплазменной волны [8]. Недостатком этой
методики является плохо определенная зависи-
мость εeff(k) для таких систем. Эксперименты [6, 7]
были выполнены в дальней инфракрасной обла-
сти спектра и соответствующих ей довольно силь-
ных магнитых полях , что определило об-
ласть значений параметра , где Rc = VF/ωc –
циклотронный радиус электрона на уровне Ферми.
Более интересная область, соответствующая
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, была достигнута в [9] при исследованиях
резонансного микроволнового поглощения, инду-
цированного пропусканием поверхностной акусти-
ческой волны, определяющей абсолютное значение
волнового вектора. Свойства диэлектрического
окружения были хорошо определены и не изменя-
лись при пропускании поверхностной акустиче-
ской волны. Однако эти результаты количественно
с теорией не сравнивали. Для полноты картины от-
метим недавнее наблюдение размерных резонансов
бернштейновских мод, соответствующих малым
абсолютным значениям волнового вектора, опреде-
ляемым латеральным размером образца [10].

В настоящей работе выполнено сравнение
рассчитанного закона дисперсии бернштейнов-
ских мод с результатами измерений [9]. Особое
внимание уделено области , где закон дис-
персии бернштейновских мод демонстрирует
универсальные особенности. Кроме того, постро-
ены диаграммы интенсивности поглощения в за-
висимости от частоты и волнового вектора элек-
тромагнитного излучения, лежащего в плоскости
двумерной электронной системы. Эти результаты
демонстрируют резонансное поглощение излуче-
ния бернштейновскими модами, особенно силь-
ное в областях волновых векторов и частот, близ-
ких к спектру магнитоплазмонов (1).

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Рассмотрим сначала соотношение между

спектром магнитоплазмонов (1) и законом дис-
персии ω(k) бернштейновских мод в квазистати-
ческом пределе (ω < ck/εeff), являющимся реше-
нием уравнения [11–13]:

(2)

Здесь Jn – функция Бесселя порядка n. Отметим,
прежде всего, что уравнение (1) может быть полу-
чено из уравнения (2) при  вдали от гармо-
ник циклотронного резонанса. Действительно,
тогда при разложении функций Бесселя по мало-
му параметру kRc основным будет член, возника-
ющий из разложения первого слагаемого суммы и
пропорциональный (kRc)2. Легко проверить, что
решение уравнения (2) с учетом только такого чле-
на разложения приводит к выражению (1). Не-
трудно видеть, что функция ω(k), возникающая в
результате решения уравнения (2), не может пе-
ресекать уровни ω = nωc, так как знаменатель со-
ответствующего члена в сумме обращается в ноль,
однако может приближаться к ним сверху при
значениях , где  – нули функции Бес-
селя Jn с порядковым номером s = 1, 2, … Значит,
решения ω(k) уравнения (2) должны составить
набор дисперсионных зависимостей, лежащих в
интервалах частот (nħωc, (n + 1)ħωc).
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Дальнейшее сравнение бернштейновских мод
и магнитоплазмона выполним для случая двумер-
ной электронной системы в полевом транзисто-
ре, т.е. для системы, находящейся внутри массив-
ного полупроводника с диэлектрической прони-
цаемостью χ на расстоянии d от его поверхности,
на которую нанесен металлический слой (затвор).
В этом случае  [14]. При

 , и множитель перед сум-
мой перестает зависеть от волнового вектора.
Очевидно, что в этом случае уравнение (2) опре-
деляет соотношение между ω/ωc и kRc, которое не
зависит от абсолютных значений волнового век-
тора и магнитного поля по отдельности, т.е. закон
дисперсии параметризуется в координатах (kRc,
ω/ωc). На рис. 1а представлены результаты расче-
та по формуле (2) закона дисперсии трех нижних
по частоте бернштейновских мод и спектра магни-
топлазмонов (1) для значений параметра kRc < 3.
Каждая из ветвей закона дисперсии лежит в од-
ном из интервалов частот ( ωc, (  + 1)ωc) с  = 1, 2,
3 и может быть пронумерована числом  (индексы
около обозначений В бернштейновских мод на
рис. 1а). Бернштейновские моды имеют щели по
частоте на гармониках циклотронного резонанса,
наибольшая из которых возникает около второй
гармоники ω/ωc = 2. Спектр магнитоплазмонов,
показанный штриховой кривой, таких щелей не
описывает и перекрывается с небольшими участка-
ми законов дисперсии различных мод при ωc < ω <
< (  + 1)ωc и kRc < 1. Вне этих участков остается замет-
ная часть закона дисперсии бернштейновских мод.

Для дальнейшего сравнения представляет инте-
рес оценка силы осциллятора для магнитоплазмен-
ных волн соответствующей области закона диспер-
сии. Эта оценка может быть сделана на основе ква-
зиклассической формулы [15] для поглощения
высокочастотного электрического поля вида Eω =
= Eexp(i(kr – ωt)) с зависимостью от координаты r в
плоскости двумерной электронной системы, соот-
ветствующей полю магнитоплазменной волны:

(3)

Отметим, что в формуле (3) учтено рассеяние
электронов за счет введения времени их импульс-
ной релаксации τ. Результаты расчета интенсив-
ности поглощения представлены на рис. 1б для
той же области на плоскости (kRc, ω/ωc), что и за-
коны дисперсии на рис. 1а. Эти результаты, одна-
ко, теперь не полностью параметризуются в вы-
бранных координатах. Такая параметризация
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имеет место только при ωcτ → ∞. При выбранных
для расчета значениях τ = 80 × 10–12 с и B = 0.1 Тл
ωcτ ≈ 20, и требуемое соотношение неплохо вы-
полняется. Отметим, что вычисленные максимумы
поглощения совпадают с линиями дисперсии берн-
штейновских мод (2). Более того, уравнение (2)
можно получить из (3), приравняв к нулю произ-
водную , а затем перейдя к пределу ωτ → ∞.
Важным результатом расчета на рис. 1б является
сильное поглощение около областей перекрытия
бернштейновских мод с магнитоплазмоном. Этот
факт определяет доминирование этих областей в
поглощении и более простое экспериментальное
наблюдение спектра магнитоплазмона по сравне-
нию с другими участками дисперсии бернштей-
новских мод. Необходимо, однако, отметить су-
ществование локальных минимумов поглощения
на линии, соответствующей спектру (1), возника-
ющих около гармоник циклотронного резонанса.
Такой минимум хорошо различим на рис. 1б око-
ло второй гармоники (ω/ωc = 2). Все отмеченные
особенности (локальные максимумы поглоще-
ния на бернштейновских модах, частичное пере-
крытие спектра магнитоплазмонов с дисперсией
бернштейновских мод, а также максимальное по-
глощение в областях перекрытия) сохраняются и
в случае двумерной электронной системы без за-
твора, хотя в этом случае параметризация законов
дисперсии в координатах (kRc, ω/ωc) выполняет-
ся только приближенно и при достаточно боль-
ших значениях kRc, как это будет видно ниже.

Перейдем к анализу результатов для двумер-
ной электронной системы без затвора. В образцах
гетероструктур с двумерной электронной систе-
мой, находящейся вблизи поверхности, достаточ-
но хорошим приближением для эффективной ди-
электрической проницаемости является выраже-
ние εeff(k) = (χ + 1)/2, где χ – диэлектрическая
проницаемость материала гетероструктуры. Бу-
дем рассматривать гетероструктуру на основе
GaAs, для которой χ = 12.8. Расчеты выполнены
для абсолютных значений волновых векторов,
реализованных в [9]. В этой работе были обнару-
жены и исследованы пики микроволнового маг-
нитопоглощения, возникающие при генерации
поверхностной акустической волны в образцах
гетероструктур GaAs/AlGaAs с двумерной элек-
тронной системой без затвора. Очевидно, что воз-
никновение таких пиков связано с возбуждением
магнитоплазменной волны с волновым вектором,
равным волновому вектору поверхностной аку-
стической волны. Длина этого вектора определя-
лась периодом встречно-штыревого преобразова-
теля, использовавшегося для генерации поверх-
ностной акустической волны. Исследования
были выполнены на серии из пяти образцов, из-
готовленных из одной и той же гетероструктуры,
но имеющих различные периоды преобразовате-
ля, соответствующие волновым векторам (5.25–
197) × 105 м–1. Поверхностные акустические вол-
ны возбуждали на частоте, соответствующей их

∂ ∂ωQ

резонансу в конкретном преобразователе. Диапа-
зон частот возбуждения составил от 0.24 до 9 ГГц.
Микроволновое поглощение измеряли на более
высоких частотах – от 20 до 180 ГГц. Основная
часть данных получена в магнитных полях с ин-
дукцией 0.1–0.3 Тл. Преобразователь изготавли-
вали на части поверхности образца вне области, в
которой проводили измерения поглощения мето-
дом фотолюминесценции. Плотность электронов
во всех образцах ns = 3.9 × 1014 м–2. Более подроб-
ная информация о деталях эксперимента дана в
[9]. Возбуждение поверхностных акустических
волн приводило к модуляции свойств двумерной
электронной системы, а также к возникновению
периодического электрического поля в силу пье-
зоэлектрических свойств материала гетерострук-
туры. Появление периодического возмущения в

Рис. 1. Дисперсия (а) трех нижних по частоте берн-
штейновских мод (линии B1, B2 и B3 различной ин-
тенсивности), полученная в результате решения
уравнения (2) для случая  с параметра-
ми полевого транзистора на основе GaAs: m* =
= 0.067me, χ = 12.8; d = 142 × 10–9 м, VF = 1.88 × 105 м/с,
что соответствует электронной плотности ns = 1.9 ×
× 1015 м–2. Диаграмма (б) интенсивности микроволно-
вого поглощения двумерной электронной системой в
полевом транзисторе, эквивалентном представленному
на рис. (а), полученная по формуле (3) в магнитном по-
ле 0.1 Тл, τ = 80 × 10–12 с. Белые точки воспроизводят за-
коны дисперсии бернштейновских мод, представлен-
ные на рис. (а). Темными штриховыми линиями пока-
зан спектр (1) для тех же значений параметров.
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двумерной электронной системе обеспечивает
связь между падающей электромагнитной волной
и магнитоплазменной волной с соответствующим
волновым вектором, аналогично тому, как это бы-
ло установлено в структурах с затвором, образо-
ванным периодической системой металлических
полосок [8]. Индуцированные поверхностными
акустическими волнами пики микроволнового
поглощения ожидаются на линиях дисперсии маг-
нитоплазменных волн, т.е. бернштейновских мод.

Результаты расчетов закона дисперсии, полу-
ченные в ходе решения уравнения (2) для различ-
ных фиксированных абсолютных значений вол-
нового вектора, использованных в [9], и изменя-
ющегося магнитного поля, показаны на рис. 2
сплошными линиями. Отметим почти полное
совпадение рассчитанных кривых при kRc > 1, т.е.
их приближенную параметризацию в этой обла-
сти. Анализ уравнения (2) показывает, что эта па-
раметризация обусловлена большим фактором
перед суммой для всех рассмотренных значений
k. Действительно, минимальная величина этого
фактора, получаемая при самом большом волновом
векторе, равна 37. В таком случае в уравнении (2)
можно пренебречь единицей. Закон же дисперсии,
полученный в результате решения такого упрощен-
ного уравнения, очевидно, параметризуется в коор-
динатах (kRc, ω/ωc). Такое решение для нижней
бернштейновской моды показано на рис. 2 крести-
ками. Оно действительно хорошо совпадает с реше-
ниями полного уравнения (2).

Еще одной особенностью решений уравнения (2)
является универсальное положение минимумов
на каждой ветви бернштейновских мод. Для моды

с номером , эти минимумы находятся в точках
, где значения  являются нулями функ-

ции Бесселя порядка ,, и s = 1, 2, … . Очевидно,
эти универсальные значения – результат нело-
кальной связи между высокочастотными полем и
током и отражают эффект соизмеримости волно-
вого вектора плазменного возбуждения с цикло-
тронным радиусом электронов на поверхности
Ферми [15]. Сравним результаты расчета и экспери-
мента. Отметим, что в расчете фактически отсут-
ствуют подгоночные параметры. Эксперименталь-
ные данные подтверждают параметризацию закона
дисперсии бернштейновских мод в координатах
(kRc, ω/ωc) при kRc > 1, где точки, полученные при
разных абсолютных значениях волнового вектора,
совпадают. В этой области экспериментальные и
теоретические кривые демонстрируют немонотон-
ную зависимость от kRc, причем в случае нижней
моды все они имеют минимум, находящийся вбли-
зи kRc ≈ 3.8, где обращается в ноль функция J1(kRc).
Однако экспериментальное значение величины

( ),    ,sj
 , , ,  sj

 ,

Рис. 2. Сравнение результатов эксперимента [9]
(символы, за исключением крестиков) с расчетом,
выполненным по формуле (2) для двумерной элек-
тронной системы с параметрами, соответствующими
экспериментальным ns = 3.9 × 1014 м–2, VF = 0.85 ×
× 105 м/с, и теми же указанными абсолютными значени-
ями волновых векторов k. Стрелками около нижнего
(верхнего) семейства вычисленных кривых отмечены по-
ложения нулей функции Бесселя J1(kRc) (J2(kRc)).
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Рис. 3. Диаграммы распределения интенсивности по-
глощения микроволнового излучения в координатах
(kRc, ω/ωc), вычисленные по формуле (3) для двумер-
ной электронной системы в гетероструктуре
GaAs/AlGaAs без затвора (εeff = 6.9) и двух абсолют-
ных значений волнового вектора: а – 5.25 × 105; б –
197 × 105 м–1. Вычисления выполнены для τ = 380 ×
× 10–12 с. Темными точками на рис. (б) показан спектр
(1) при соответствующих значениях параметров.
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ω/ωc в этом минимуме заметно отличается от вы-
численного, что может быть связано с необходимо-
стью более тщательного учета факторов реального
эксперимента. Для второй моды также наблюдается
немонотонная зависимость с минимумом, однако
здесь различаются и положение, и глубина миниму-
ма. Таким образом, расчет и эксперимент демон-
стрируют хорошее качественное согласие.

На рис. 3 приведены результаты расчета погло-
щаемой микроволновой мощности для мини-
мального и максимального экспериментальных
абсолютных значений волнового вектора. Так же,
как и на рис. 1б, положения максимумов погло-
щения совпадают с линиями дисперсии соответ-
ствующих бернштейновских мод, представлен-
ных на рис. 2. Из сравнения рис. 3а и 3б нетрудно
видеть, что возможность наблюдения поглоще-
ния бернштейновскими модами, включая все его
особенности, в области kRc > 1 сильно возрастает
при увеличении длины волнового вектора. Этот
результат также коррелирует с наблюдениями [9].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Выполнен анализ законов дисперсии берн-

штейновских мод и силы их осциллятора. Уста-
новлены основные характерные особенности этой
дисперсии, которые качественно подтверждают-
ся экспериментальными результатами.
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Bernstein Modes in Two-Dimensional Electron Systems
A. A. Kapustin1, *, S. I. Dorozhkin1, and I. V. Kukushkin1

1Institute of Solid State Physics RAS, Chernogolovka, Moscow oblast, 142432 Russia
*e-mail: kapustin@issp.ac.ru

The dispersion laws ω(k) of Bernstein modes have been calculated for ungated 2D electron systems, as well as those
incorporated in the channel of a field-effect transistor. These modes represent the general type of magnetoplasma
oscillations in such systems. The peculiarities of the dispersion laws have been pointed out, which include their
parametrization in (kRc, ω/ωc) coordinates and non-monotonic dependence with universal positions of minima,
determined by the zeros of the Bessel functions and integers. Here, ω is the angular frequency of the mode, ωc is
the electron cyclotron frequency, k is the magnetoplasmon wave vector, and Rc is the electron cyclotron radius. The
calculation results qualitatively agree with the presented experimental data on the resonant microwave absorption
induced in a 2D electron system of the GaAs/AlGaAs heterostructure by surface acoustic waves. The calculated
dispersion laws are compared with the well-known magnetoplasmon spectrum and their partial coincidence is
pointed out. It is shown that the absorption of electromagnetic waves with a wave vector k lying in the plane of the
2D system has maxima on the dispersion lines of Bernstein modes, and these maxima have the largest amplitudes
in the regions of dispersion branches close to the magnetoplasmon spectrum.

Keywords: magnetoplasmons, microwave radiation, Bernstein modes, dispersion law, cyclotron resonance
harmonics, GaAs/AlGaAs heterostructures, surface acoustic waves, field-effect transistor, absorption, geo-
metric resonances.
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